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4⋆ النهايات محور: ⋆

المسيلة - المعاضيد - بولعيد بن مصطفى الشهيد ثانوية

في والمتمثل المتواضع العمل بهذا لكم أتقدم أن يسرني
شعبة: ثانوي ثالثة لسنة الرياضيات مادة مذكرات

رياضي تقني ⋆ رياضيات ⋆ تجريبية علوم

العمل: هذه يتضمن

مالانهاية. عند دالة نهاية :24 مذكرة
حقيقي. عدد عند دالة نهاية :25 مذكرة
النهايات. على أولية مبرهنات :26 مذكرة
دالة. لمنحنى التقاربي السلوك :27 مذكرة

النهايات. على العمليات :28 مذكرة
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المحفـوظ فراحتية : الأستـاذ 24 رقـــــم مـــذكـــرة

الٔڈايات التعلمية: الوحدة
التحليل التعلم: ميدان

مالاٰڈاية. عند دالة ٰڈاية : الحصة موضوع

المعاضيد − بولعيد بن مصطفى الشɺيد : ثانوية
رʈا 3 + ر ت 3 + ت ع 3 : المستوى

� ســـاعة 1 : المدة

العددية، الــــدوال حول أولية مفاɸيم : القبليـــة المكتسبـات
لɺا الɺند؟ۜܣ تفس؈ف ،و لدالة منْڈية غ؈ف أو منْڈية ٰڈاية : المستهدفة الكفاءات

،الأن؅فنت المدرســي الكتاب : المراجع

المــدة اــلدرس عناصــر المــراحل

مالانهاية عند منتهية نهاية
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تعريفتعريف

حقيقي عدد l و [x0,+∞[ ʄعڴ معرفة دالة f -
مجال ɠل أن ʇعۚܣ l ʏۂ +∞ عند f ٰڈاية ان القول
x أجل من f (x) قيم ɠل ʇشمل l للعدد شامل مفتوح

lim
x→+∞

f (x) = l ونكتب ʏاࢭɢال بالقدر كب؈ف

.−∞ عند مماثلت؈ن نȘيجة و Ȗعرʈف نفس ʄعڴ نحصل مــــلاحظة:

مثال

مثال

lim
x→−∞

1
x
= 0 lim

x→+∞

1
x
= 0

الأفقي المقارب المستقيم

نتيـجة

الممثل (C f
) للمنحۚܢ أفقي مقارب مستقيم y = ℓ المعادلة ذا المستقيم أنّ نقول lim

x→+∞
f (x) = l ɠان إذا

+∞ عند أو −∞ عند f للدالة

O

1

1

lim
x→−∞

f (x) = b′

lim
x→+∞

f (x) = b

x

y

y = b′

y = b

مرحلة
الإنـطلاق

ف ر
ـــــــــــا

عــــــــــــ
ءم

ــــنا
ـــــــــــــــــ

ـــــــــــــــــ
بــــ
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: تطبيق
f (x) =

5
x − 2

بـ: ]2;+∞[ اݝݨال ʄعڴ المعرفة f الدالة لتكن
lim

x→+∞
f (x) = 0 :ّ أن التعرʈف بإستعمال أثȎت -
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−∞ ∞+أو عند منتهية غير نهاية

تعريفتعريف

f ٰڈاية ان القول [x0,+∞[ ʄعڴ معرفة دالة f -
و [A,+∞[ مجال ɠل أن ʇعۚܣ +∞ ʏۂ +∞ عند
بالقدر كب؈ف x أجل من f (x) قيم ɠل ʇشمل A ∈ R

lim
x→+∞

f (x) = +∞ ونكتب ʏاࢭɢال
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تعريفتعريف

f ٰڈاية ان القول [x0,+∞[ ʄعڴ معرفة دالة f -
و ] − ∞; B] مجال ɠل أن ʇعۚܣ −∞ ʏۂ +∞ عند
بالقدر كب؈ف x أجل من f (x) قيم ɠل ʇشمل B ∈ R

lim
x→+∞

f (x) = +∞ ونكتب من ʏاࢭɢال

−∞ عند مماثل؈ن Ȗعرʈف؈ن ʄعڴ نحصل مــــلاحظة:

مثال

مثال

lim
x→−∞

x3 = −∞ lim
x→+∞

x3 = +∞ lim
x→−∞

x2 = +∞ lim
x→+∞

x2 = +∞

: تطبيق
f (x) =

√
2x − 6 بـ: [3;+∞[ ʄعڴ معرفة دالة f

lim
x→+∞

f (x) = +∞ أنّ: التعرʈف بإستعمال أثȎت -

: تطبيق
لɺا الممثل المنحۚܢ (Cg) وليكن ، f (x) = −3 +

4x − 1
2x + 2

: ʏيڴ كما R −{1} ʄعڴ ʄعڴ المعرفة h الدالة ɲعت؄ف
ومتجاɲس. متعامد معلم ʄإڲ مɴسوب مستوي ʏࢭ

−∞ وعند +∞ عند (C f ) للمنحۚܢ مقارب مستقيم ɸو y = −1 المعادلة ذو المستقيم أن ب؈ن -

: الدرس سير حول ملاحظات
......................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................

ف ر
ـــــــــــا

مـــــع
ـــاء

ـنـــــــــ
بـــــــــــ

التقوʈم
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المحفـوظ فراحتية : الأستـاذ 25 رقـــــم مـــذكـــرة

الٔڈايات التعلمية: الوحدة
التحليل التعلم: ميدان

عدد عند دالة ٰڈاية : الحصة موضوع

المعاضيد − بولعيد بن مصطفى الشɺيد : ثانوية
رʈا 3 + ر ت 3 + ت ع 3 : المستوى

� ســـاعة 1 : المدة

العددية، الــــدوال حول أولية مفاɸيم : القبليـــة المكتسبـات
عدد عند ٰڈاية حساب : المستهدفة الكفاءات

،الأن؅فنت المدرســي الكتاب : المراجع

المــدة اــلدرس عناصــر المــراحل

القبلية. بالمكȘسبات التذك؈ف : النفسية -التهيئة

مقترح نشاط
f (x) = 2x + 3 بـ: R ʄعڴ المعرفة f الدالة لتكن

2 ʄإڲ يؤول x لما f (x) سلوك دراسة نرʈد

. 2 ʄإڲ يؤول x لما f (x) لسلوك تخمينا ضع 1

؟ ]6, 99; 7, 01[ ʄإڲ تɴت׿ܣ f (x) بحيث x إختيار يجب مجال أي ʏࢭ 2

0 < α < 1 : حيث حقيقي عدد α 3
. ]7 − α; 7 + α[ ʄإڲ f (x) يɴت׿ܣ بحيث x إختيار يجب مجال أي ʏࢭ •

؟ Ȗستɴتج ماذا نرʈد، الذي بالقدر صغ؈ف α نختار أننا علما •

حقيقي عدد عند منتهية نهاية

تعريفتعريف

x0 جوار ʏࢭ معرفة دالة f و حقيقي عدد x0

B حقيقي عدد يوجد ، A موجب حقيقي عدد ɠل اجل من ɠان إذا x0 ʄإڲ xيؤول لما ℓ ʏۂ f الدالة ٰڈاية أن نقول
| f (x)− ℓ| < A : فإن |x − x0| < B : ɠان إذا بحيث ،

lim
x→x0

f (x) = ℓنكتب و x0 الɢاࢭʏمن بالقدر قرʈبا x ɠان إذا ℓ ʄإڲ أقربمنأيعددحقيقي f (x)أييمكنجعل

مــثال

مــثال

f (x) = x2 − 3 بـ: R ʄعڴ المعرفة f الدالة لتكن
lim
x→2

f (x) = 1 أن أثȎت التعرʈف بإستعمال -

مرحلة
الإنـطلاق

ف ر
ـــــــــــا

عــــــــــــ
ءم

ــــنا
ـــــــــــــــــ

ـــــــــــــــــ
بــــ
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حقيقي عدد عند منتهية غير نهاية
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(ولʋس x0 جوار ʏࢭ معرفة دالة f و حقيقي عدد x0

(x0 عند بالضرورة
يؤول x لما +∞ ʏۂ f الدالة ٰڈاية أن نقول
، A حقيقي عدد ɠل أجل من ɠان إذا x0 ʄإڲ
أجل من f (x) قيم ɠل يضم [A,+∞[ اݝݨال
ئذ: عند ونكتب x0 من ʏاࢭɢال بالقدر قرʈب x

lim
x→x0

f (x) = +∞

مثال

مثال

f (x) =
1
x2 بـ: ]−∞; 0[∪ ]0;+∞[ ʄعڴ المعرفة الدالة f لتكن

يɢون عندئذ ، نرʈد الذي بالقدر كب؈فة قيما f (x) تأخذ ، ʏاࢭɢال يالقدر 0 من x يق؅فب عندما
lim
x→0

f (x) = +∞ : لدينا
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(ولʋس x0 جوار ʏࢭ معرفة دالة f و حقيقي عدد x0

(x0 عند بالضرورة
x0 ʄإڲ يؤول x لما −∞ ʏۂ f الدالة ٰڈاية أن نقول

، A حقيقي عدد ɠل أجل من ɠان إذا
أجل من f (x) قيم ɠل يضم ] − ∞, A[ اݝݨال
ئذ: عند ونكتب x0 من ʏاࢭɢال بالقدر قرʈب x

lim
x→x0

f (x) = −∞

العمودي المقارب المستقيم

نتيــجة

ليكن و
(

O;
−→

i ,
−→

j
)

متجاɲس و متعامد معلم ʄإڲ مɴسوب مستوي ʏࢭ f لدالة البياɲي التمثيل (C f
) ليكن

x = a معادلتھ الذي المستقيم (∆)

أو اليم؈ن (من a عند f الدالة ٰڈاية أن ʇعۚܣ (C f
) للمنحۚܢ عمودي مقارب مستقيم (∆) المستقيم أنّ القول

−∞ أو +∞ ʏۂ الʋسار) من

مثال

مثال

البياɲي تمثيلɺا (C f
) و f (x) =

2
x2 − 1

بـ: R −{−1; 1} ʄعڴ المعرفة f الدالة

O

1

1

x

y

x = 1x = −1

lim
x

<→−1
f (x) = +∞

lim
x

>→−1
f (x) = −∞

lim
x

>→ 1
f (x) = +∞

lim
x

<→ 1
f (x) = −∞

لدينا:
lim
x

>→ 1
f (x) = +∞ lim

x
<→ 1

f (x) = −∞

lim
x

>→−1
f (x) = −∞ lim

x
<→−1

f (x) = +∞

x = 1 المعادلت؈ن ذا مقارȋ؈ن مستقيم؈ن (
C f

) لـ إذن
x = −1 و

ف ر
عا

ءم
ــــنا

بــــــــــــــــ
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: تطبيق

lim
x→0

x2 + 1
x2 = +∞ : أن أثȎت التعرʈف بإستعمال 1

ɸندسيا النȘيجة فسر و التالية الٔڈايات حالة ɠل ʏࢭ أحسب 2

lim
x

<→ 3

√
3 − x

3 − x
¹ lim

x→2

2x − 9
x2 − 4

¸ lim
x

<→ 4

2x − 9
(x − 4)2 · lim

x
<→ 4

2x − 9
x − 4

¶

27 صفحة 13 − 14 − 16 تمرʈن منزلية: تمارين

: الدرس سير حول ملاحظات
......................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................

وʈم
ــــــــــت

تقــــ
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المحفـوظ فراحتية : الأستـاذ 26 رقـــــم مـــذكـــرة

الٔڈايات التعلمية: الوحدة
التحليل التعلم: ميدان

الٔڈايات ʄعڴ أولية م؄فɸنات : الحصة موضوع

−المعاضيد بولعيد بن مصطفى الشɺيد : ثانوية
رʈا 3 + ر ت 3 عت+ 3 : المستوى

� ســـاعة 1 : المدة

المشتقة الدوال ʄعڴ العمليات العددية، الــــدوال حول أولية مفاɸيم : القبليـــة المكتسبـات
التع؈ّن. عدم حالة إزالة طرق الٔڈاياتو ʄعڴ عمليات : المستهدفة الكفاءات

،الأن؅فنت المدرســي الكتاب : المراجع

المــدة اــلدرس عناصــر المــراحل

التعرʈف. ݝݨموعة المفتوحة اݍݰدود عند دالة ٰڈاية حساب �يتم
lim
x→a

f (x) = f (a) فإن Ȗعرʈفɺا مجموعة من a حقيقي عدد عند للإشتقاق قابلة دالة �إذاɠانت
وحيدة. الٔڈاية ɸذه فإن a حقيقي عدد عند f دالة قبلت �إذا

ٰڈاية تقبل لا x 7→ sinx الدالة فمثلا Ȗعرʈفɺا، مجموعة من منحدود حد عند ٰڈاية تقبل لا لدالة �يمكن
+∞ عند

ملاحظـــات

النهايات على أولية مبرهنات

حقيقية. أعداد L′ ، L ∞−و ∞+أو أو حقيقي عدد إما يمثل α و دالتان g و f

دالتين مجموع نهاية

lim
x→α

f (x) L L L +∞ +∞ −∞

lim
x→α

g(x) L′ +∞ −∞ +∞ −∞ −∞

lim
x→α

[ f (x) + g(x)] L + L′ +∞ −∞ +∞ حعت −∞

دالتين جداء نهاية

lim
x→α

f (x) L L ≻ 0 L ≻ 0 L ≺ 0 L ≺ 0 +∞ +∞ −∞ 0 0
lim
x→α

g(x) L′ ∞ −∞ +∞ −∞ +∞ −∞ −∞ +∞ −∞

lim
x→α

[ f (x)× g(x)] L × L′ +∞ −∞ −∞ +∞ +∞ −∞ +∞ حعت حعت

دالتين قسمة حاصل نهاية

lim
x→α

f (x) L L +∞ +∞ −∞ −∞ 0 +∞ +∞ −∞ −∞

lim
x→α

g(x) L′ ̸= 0 ±∞ L′ ≻ 0 L′ ≻ 0 L′ ≺ 0 L′ ≺ 0 0 +∞ −∞ +∞ −∞

lim
x→α

f (x)
g(x)

L
L′ 0 +∞ −∞ −∞ +∞ حعت حعت حعت حعت حعت

مــــلاحظة:
ت)" ع (ح التعي؈ن عدم " : بحالات الٔڈاية استɴتاج من السابقة النظرʈات فٕڈا Ȗسمح لا الۘܣ اݍݰالات -Ȗس׿ܢ

∞

∞
;

0
0

; 0 × ∞;+∞ − ∞ : الشɢل من ʏوۂ التعي؈ن حالاتعدم أرȌع -توجد

مرحلة
الإنـطلاق

ف ر
ـــــــــــا
عــــــــــــ
ءم
ــــنا
ـــــــــــــــــ
ـــــــــــــــــ
بــــ

1



الشهيرة بعضالدوال نهايات
lim

x→+∞

1
x2 = 0+ lim

x
<→ 0

1
x
= −∞ lim

x
>→ 0

1
x
= +∞ lim

x→+∞

1
x
= 0+ lim

x→−∞

1
x
= 0− -

lim
x

<→ a

1√
a − x

= +∞ lim
x

>→ a

1√
x − a

= +∞ lim
x→+∞

1√
x
= 0+ lim

x→+∞

√
x = +∞ -

(ʏزوڊ n (لما lim
x→−∞

xn = +∞ ، lim
x→+∞

1
xn = +∞ ، lim

x→+∞
xn = +∞ : n ∈ N∗ -ليكن
فردي) n (لما lim

x→−∞
xn = −∞

التعيين عدم حالات إزالة
: ʏمايڴ نȘبع وجودɸا عند التعي؈ن حالاتعدم -لإزالة

. درجة (الأك؄ف) ʄالأعڴ اݍݰد ٰڈاية ∞−نأخذ ∞+أو ʄإڲ يؤول x عندما اݍݰدود كث؈فات لدوال �بالɴسبة
: التالية الٔڈايات أحسب •

lim
x→−∞

−3x3 + 4x + 6 2) lim
x→−∞

= 3x2 − 2x + 3 1)

. المقام الȎسطو ʏࢭ درجة ʄالأعڴ اݍݰد ٰڈاية ∞−نأخذ ∞+أو ʄإڲ يؤول xعندما ناطقة لدوال �بالɴسبة
lim

x→−∞

−x2 + 2x
x3 −+6

2) lim
x→−∞

1 + x − x2

x3 − 1
1) : التالية الٔڈايات أحسب •

. المرافق ʏࢭ نقسم و اݍݰالاتنضرب معظم ʏࢭ x0 ∞−أو ∞+أو ʄإڲ يؤول xعندما اݍݨذرʈة لدوال �بالɴسبة
: التالية الٔڈايات أحسب •

lim
x→−∞

√
2x2 − 3
x + 2

3) lim
x→5

x − 5√
2x − 1 − 3

2) lim
x→+∞

(√
x2 + 1 − x

)
1)

lim
x→−∞

√
4x2 − 3 + x − 2 6) lim

x→−∞

√
4x2 − 3 + 2x − 2 5) lim

x→+∞

√
2x − 3 − 3x + 2 4)

lim
x→1

√
x + 3 − 2
x − 1

8) lim
x→−∞

√
4x2 − 3 −

√
9x2 − 2 8) lim

x→+∞

√
4x2 − 3 −

√
4x2 − 2 7)

أو المش؅فك العامل أو التحليل أو الشɺ؈فة اݍݨداءات ɲستعمل x0 ʄإڲ يؤول x عندما التعي؈ن ݍݰالاتعدم �بالɴسبة
المشتق العدد

: التالية الٔڈايات أحسب •
lim
x

>→ 5

√
x + 4 − 3
x
5
− 1

4) lim
x

>→ 1

x2 − 1
x − 1

3) lim
x→0+

x2 − x√
x

2) lim
x→2

x − 2
x2 − 3x + 2

1)

26 صفحة 18 − 19 − تمرʈن24 منزلية: تمارين

: الدرس سير حول ملاحظات
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المحفـوظ فراحتية : الأستـاذ 27 رقـــــم مـــذكـــرة

الٔڈايات التعلمية: الوحدة
التحليل التعلم: ميدان

دالة لمنحۚܢ التقارȌي السلوك : الحصة موضوع

−المعاضيد بولعيد بن مصطفى الشɺيد : ثانوية
رʈا 3 + ر ت 3 عت+ 3 : المستوى

� ســـاعة 1 : المدة

العددية الدوال دراسة : القبليـــة المكتسبـات
. مائل مقارب مستقيم البحثعن ، مقارب مستقيم ɸو معلوما مستقيما ان ت؄فير : المستهدفة الكفاءات

،الأن؅فنت المدرســي الكتاب : المراجع

المــدة اــلدرس عناصــر المــراحل

القبلية. بالمكȘسبات التذك؈ف : النفسية -التهيئة

مقترح نشاط

ʏࢭ لɺا الممثل البياɲي المنحۚܢ (C f ) وليكن f (x) = 2x − 3 +
1
x
: ʏيڴ كما ]0,+∞[ اݝݨال ʄعڴ المعرفة f الدالة لتكن

M ولتكن y = 2x − 3 المعادلة ذو (∆) المستقيم وليكن (o,
−→

i ,
−→

j ومتجاɲس( متعامد معلم ʄإڲ مɴسوب مستوي
x فاصلْڈا (∆) المستقيم من نقطة P و x فاصلْڈا (C f ) من نقطة

MP المسافة أحسب 1

lim
x→+∞

MPأحسب 2

تلاحظ. ماذا نفسالمعلم، ʏࢭ (∆) و (C f ) المنحۚܢ ارسم 3

خـــاصية

(a حيث≠ y = ax + b المعادلة: ذو المستقيم (∆) وليكن معلم ʏࢭ f لدالة البياɲي التمثيل (C f ) -ليكن
.0)

أن: ʇعۚܣ (−∞ ال؅فتʋبعند ʄعڴ ) +∞ عند (C f ) للمنحۚܢ مائل مقارب مستقيم (∆) المستقيم ان القول

( lim
x→−∞

[
f (x)− (ax + b)

]
= ال؅فتʋب0 ʄعڴ ) lim

x→+∞

[
f (x)− (ax + b)

]
= 0

مــــثال

مــــثال

معلم ʏࢭ البياɲي تمثيلɺا (C f ) وليكن ، f (x) = 2x + 4 +
2

x + 2
: Rبـ −{−2} ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف

.y = 2x + 4 المعادلة ذو (∆) المستقيم نفسالمعلم ʏࢭ وليكن .(o;
−→

i ,
−→

j ومتجاɲس( متعامد

lim
x→+∞

(
2x + 4 +

2
x + 2

− (2x + 4)
)
= lim

x→+∞

2
x + 2

= 0 : أن بما

lim
x→−∞

(
2x + 4 +

2
x + 2

− (2x + 4)
)
= lim

x→−∞

2
x + 2

= 0 و

−∞ بجوار ∞+و بجوار f الدالة ݝݰۚܢ مقارب مستقيم y = 2x + 4 المعادلة ذو المستقيم فإن

مرحلة
الإنـطلاق

ف ر
ـــــــــــا
عــــــــــــ
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مــــلاحظة:
المعادلة ذو المستقيم فإن lim

x→+∞
g(x) = 0 وɠانت f (x) = (ax + b) + g(x) بحيث دالة f إذاɠانت

.((−∞) عنـــد (نفسالملاحظة .+∞ ʄإڲ x يؤول لما (C f ) للمنحۚܢ مائل مقارب مستقيم y = ax + b

: تطبيق
معلممتعامد ʏࢭ البياɲي تمثيلɺا (C f وليكن( ، f (x) =

3x2 − 5x + 4
x − 1

: R−{1}بـ ʄالمعرفةعڴ f لتكنالدالة
.(o;

−→
i ,

−→
j ومتجاɲس(

.−∞ ∞+و عند f الدالة ٰڈاية ¬احسب
f (x) = ax + b +

c
x − 1

:R −{1} من x ɠل أجل بحيثمن c و b , a اݍݰقيقية الأعداد ­ع؈ن

معادلتھ. Ȗعي؈ن يطلب (∆) مائلا مقارȋا مستقيما يقبل (C f ) أن ®ب؈ن

المائل المقارب المستقيم عن البحث

مبرهنــة

المستقيم (∆) وليكن ، (o,
−→

i ,
−→

j ومتجاɲس( متعامد معلم ʏࢭ f لدالة البياɲي التمثيل (C f ) -ليكن
(C f ) للمنحۚܢ مائلا مقارȋا مستقيما ɸو (∆) المستقيم يɢون .(a ̸= حيث(0 y = ax + b المعادلة ذو

،( ال؅فتʋب ʄعڴ−∞ عند )+∞ عند

lim
x→+∞

[
f (x)− ax

]
= b و lim

x→+∞

f (x)
x

= a :ʏمايڴ تحقق إذا وفقط )إذا
lim

x→−∞

[
f (x)− ax

]
= b و lim

x→−∞

f (x)
x

= a ال؅فتʋب ʄعڴ
)

: الإثبــــات
المعادلة ذو المستقيم (∆) وليكن ، (o,

−→
i ,

−→
j ومتجاɲس( متعامد معلم ʏࢭ f لدالة البياɲي التمثيل (C f )

lim
x→−∞

f (x) = +∞ أو lim
x→+∞

f (x) = −∞ أو lim
x→+∞

f (x) = +∞ نفرضان .(a ̸= حيث(0 y = ax + b

lim
x→−∞

f (x) = −∞ أو
التعرʈف حسب ومنھ ،+∞ عند (C f ) للمنحۚܢ مقارب مستقيم (∆) ¬نفرضان

lim
x→+∞

[
f (x)− (ax + b)

]
= 0

g(x) = f (x)− (ax + b) نضع
lim

x→+∞
g(x) = حيث0 f (x) = g(x) + ax + b ومنھ

f (x)
x

=
g(x) + ax + b

x
=

1
x
× g(x) + a +

b
x

: 0 يختلفعن x حقيقي عدد ɠل أجل من لدينا

lim
x→+∞

f (x)
x

= a

�



�
	: فإن lim

x→+∞

b
x
= 0 و lim

x→+∞

1
x
× g(x) = 0 : بماان

lim
x→+∞

[
f (x)− ax

]
= b

�



�
فإن	 lim

x→+∞
g(x) = 0 : أن بما و f (x)− ax = g(x) + b ثانية جɺة من لدينا

lim
x→+∞

[
f (x)− ax

]
= b و lim

x→+∞

f (x)
x

= a ­نفرضان
مقارب مستقيم y = ax + b المعادلة ذو المستقيم فإن ومنھ lim

x→+∞

[
f (x)− (ax + b)

]
= 0 أن الواܷݳ من

+∞ ʄإڲ x يؤول لما (C f ) للمنحۚܢ مائل

البياɲي تمثيلɺا (C f وليكن( f (x) =
x2 + 3x + 3

x + 2
: R−{2}بــ : ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف : تطبيق

ومتجاɲس. متعامد معلم ʄإڲ المɴسوب المستوي ʏࢭ
معادلتھ. تحديد ∞−يطلب ∞+وعند عند مائل مقارب مستقيم يقبل (C f ) المنحۚܢ أن -أثȎت

التقوʈم
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الحـــل
حيث: y = ax + b الشɢل من معادلتھ مقارب مستقيم

a = lim
x→±∞

f (x)
x

= lim
x→±∞

x2 + 3x + 3
x2 + 2x

= lim
x→±∞

x2

x2 = 1

b = lim
x→±∞

[
f (x)− x

]
= lim

x→±∞

x2 + 3x + 3
x + 2

− x lim
x→±∞

x + 3
x + 2

= lim
x→±∞

x
x
= 1

−∞ ∞+و بجوار (C f
) لـ مقارب مستقيم y = x + 1 المعادلة ذو المستقيم إذ

المائل المقارب المستقيم و لمنحنى النسبي الوضع

(
O;

−→
i ,

−→
j
متجاɲس( و متعامد معلم ʄإڲ المɴسوب المستوي ʏࢭ البياɲي تمثيلɺا (C f

) و عددية دالة f
المنحۚܢ لمعرفةوضعية .y = ax+ b المعادلة ذو (C f

) للمنحۚܢ المقاربالمائل المستقيم نفسالمعلم ʏࢭ وليكن
بحيث: ندرسإشارتھ ثم f (x)− (ax + b) الفرق بحساب نقوم المائل المقارب للمستقيم بالɴسبة

(
C f

)
المائل المقارب المستقيم فوق يقع

(
C f

) فإن f (x)− (ax + b) > 0 ɠان �إذا
المائل المقارب المستقيم تحت يقع

(
C f

) فإن f (x)− (ax + b) < 0 ɠان �إذا
نقط فواصل (حذاري يتقاطعان المائل المقارب المستقيم و

(
C f

) فإن f (x)− (ax + b) = 0 ɠان �إذا
(D f ʏࢭ تɢون أن يجب التقاطع

طريــقة

ال؅فتʋب ʄعڴ البياني؈نلɺما التمثيل؈ن (Cg
) و (C f

) نضع ،±∞ دالتانمعرفتانبجوار g و f مــــلاحظة:
.

.±∞ بجوار متقارȋان
(
Cg

) و (C f
) المنحنيان فإن lim

x→±∞

[
f (x)− g(x)

]
= 0 : ɠانت إذا

: تطبيق
البياɲي تمثيلɺا (C f

) و f (x) = x + 1 +
5

1 − x
: ʏكمايڴR −{1} ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف

.
(

O;
−→

i ,
−→

j
)
متجاɲس و متعامد معلم ʄإڲ مɴسوب مستوي ʏࢭ

. التعرʈف مجموعة حدود عند f الدالة ٰڈايات أحسب 1

−∞ ∞+و بجوار (C f
) للمنحۚܢ مائل مقارب y = x + 1 معادلتھ الذي (∆

) المستقيم أن أثȎت 2

.(∆
) ʄإڲ بالɴسبة (C f

) أدرسوظعية 3

: تطبيق
معلم ʄإڲ مɴسوب مستوي ʏࢭ البياɲي تمثيلɺا (C f

) و f (x) =
√

x2 + 1 − x Rبـ: ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف
.
(

O;
−→

i ,
−→

j
)
متجاɲس و متعامد

.+∞ عند f الدالة ٰڈاية إستɴتج ثم ، f (x) =
1√

x2 + 1 + x
لدينا: x ∈ R ɠل أجل من أنّھ ب؈ّن 1

−∞ ʄإڲ يؤول x عندما 0 ʄإڲ تؤول [ f (x) + 2x] أنّ: ب؈ّن 2

. بيانيا النتائج وفسر [ f (x) + 2x] إشارة إستɴتج ثم ، f (x) > 0 : x ∈ R ɠل أجل من أنّھ ب؈ّن 3

المائل. المقارب مستقيمھ و
(
C f

) أرسم ،R ʄعڴ تماما متناقصة f الدالة أنّ نقبل 4

: الدرس سير حول ملاحظات
......................................................................................................................................................................
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المائل المقارب المستقيم عن البحث

lim
x→∞

f (x) = ±∞ ɠانت: إذا
y = ax + b معادلتھ مائل مقارب مستقيم وجود احتمال نقول

lim
x→∞

f (x)
x

نحسب ثم

lim
x→∞

f (x)
x

= a

(a ̸= 0)
lim

x→∞

f (x)
x

= 0lim
x→∞

f (x)
x

= ±∞

lim
x→∞

[ f (x)− ax] نحسب (′yy)ثم باتجاه ȃاࢭɢم قطع فرع يقبل (C f )

(C f )

(xx′) باتجاه ȃاࢭɢم قطع فرع يقبل (C f )

(C f )

lim
x→∞

[ f (x)− ax] = blim
x→∞

[ f (x)− ax] = ∞

مائل مقارب مستقيم يقبل (C f )

∞ بجوار y = ax + b معادلتھ

y = ax + b (C f )

المستقيم باتجاه ȃاࢭɢم فرع يقبل (C f )

y = ax معادلتھ الذي

y = ax

(C f )

4



المحفـوظ فراحتية : الأستـاذ 28 رقـــــم مـــذكـــرة

الٔڈايات التعلمية: الوحدة
التحليل التعلم: ميدان

الٔڈايات ʄعڴ العمليات : الحصة موضوع

−المعاضيد بولعيد بن مصطفى الشɺيد : ثانوية
رʈا 3 + ر ت 3 عت+ 3 : المستوى

� ســـاعة 2 : المدة

التع؈ّن. عدم حالة إزالة طرق الٔڈاياتو ʄعڴ عمليات : القبليـــة المكتسبـات
دالت؈ن. مركب و اݍݰصر أو المقارنة بإستعمال الٔڈايات حساب : المستهدفة الكفاءات

،الأن؅فنت المدرســي الكتاب : المراجع

المــدة اــلدرس عناصــر المــراحل

التع؈ن. عد حالة إزالة بطرائق تذك؈ف القبلية. بالمكȘسبات التذك؈ف : النفسية -التهيئة

دالتين مركب نهاية

مبرهنــة

−∞ ∞+أو أو منْڈية إما حقيقية أعداد c و b ، a ولتكن ، f = v ◦ uحيث دوال ثلاث f ،v،u -ɲعت؄ف
. lim
x→a

f (x) = c فإن: lim
x→b

v(x) = c و lim
x→a

u(x) = bانتɠ إذا

مـــثال

مـــثال

lim
x→0

cos
(
π − 2x

)
¸ lim

x→−∞

(
x3 − 3x + 2

)2
· lim

x→+∞

√
4x − 1

x
¶ : التالية الٔڈايات أحسب

بالمقارنة النهايات

مبرهنــة

كب؈ف x أجل من f (x) ≥ g(x) و lim
x→+∞

g(x) = +∞ ɠانت إذا .R من D ʄعڴ معرفتان دالتان g و f -

lim
x→+∞

f (x) = +∞ فإن: ʏاࢭɢال بالقدر جدا

مـــثال

مـــثال

lim
x→+∞

x + cos(x) إستɴتج ثم ، x + cos(x) ≥ x − 1 : أن x حيقيقي عدد ɠل أجل من أنھ أثȎت

مبرهنــة

كب؈ف x أجل من f (x) ≤ g(x) و lim
x→+∞

g(x) = −∞ ɠانت إذا .R من D ʄعڴ معرفتان دالتان g و f -

lim
x→+∞

f (x) = −∞ فإن: ʏاࢭɢال بالقدر جدا

مــثال

مــثال

lim
x→+∞

−x − cos(x) إستɴتج ثم ،−x − cos(x) ≤ 1 − x :Rمن x حقيقي عدد ɠل أجل من أنھ أثȎت

مرحلة
الإنـطلاق

ف ر
ـــــــــــا
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مبرهنــة

−∞ ∞+أو أو منْڈيان إما حقيقيان عددان ℓ و a ليكن منRو D ʄعڴ معرفة دوال h و g ، f -
lim
x→a

f (x) = ℓ : فإن lim
x→a

h(x) = ℓ و lim
x→a

g(x) = ℓ : حيث g(x) ≤ f (x) ≤ h(x) : ɠان إذا

مــثال

مــثال

f (x) =
x + sin(x)

2x + 1
بـ:
]
−1

2
;+∞

[
ʄعڴ معرفة دالة f

x − 1
2x + 1

≤ f (x) ≤ x + 1
2x + 1

فإن: x > −1
2
حقيقي عدد ɠل أجل من أنھ -ب؈ّن

lim
x→+∞

f (x) -إستɴتج:

: تطبيق
: الٔڈايات أحسب 1

lim
x→0

x2 cos
(

1
x

)
¸ lim

x
>→ 0

(
2 + x cos( 1

x )

)
· lim

x→+∞

sin(x)
x

¶

lim
x→0

√
x sin

(
1√

x

)
º lim

x→+∞
x2 − 3 sin(x) ¹

: تطبيق

si
n

x

cos x

ta
n

x

x

(∆)

C

B

A
I

J

O

D

و متعامد بمعلم المرفقة المثلثية الدائرة من نقطة B الرسم، ɸذا ʏࢭ
العموديان المسقطان D و A ،

(
O;

−→
i ,

−→
j
)
متجاɲس

المعلم. محوري ʄعڴ B للنقطة
للدائرة المماس(∆) مع (OB) المستقيم تقاطع نقطة C

I(1; 0) النقطة ʏࢭ
مساحة ʏماۂ إذن ،πr2 : ʏالقرصۂ مساحة أن ɲعلم

المضلل) (اݍݨزء x القرصزاوʈتھ من جزء

Sx =
xπr2

2π
=

1
2

xr2 ومنھ
2π → πr2

x → Sx

Sx =
x
2
ومنھ r = 1 أن ɲعلم

x ∈
]
0;

π

2

[
أجل من SOAB ≤ Sx ≤ SOCI أن الشɢل من واܷݳ

cos(x) ≤ sin(x)
x

≤ 1
cos(x)

:
]
0;

π

2

[
من x حقيقي عدد ɠل أجل من أنھ أثȎت 1

cos(x) ≤ sin(x)
x

≤ 1
cos(x)

:
]
−π

2
; 0
[
من x حقيقي عدد ɠل أجل من أنھ أثȎت 2

lim
x→0

sin(x)
x

: إستɴتج 3

lim
x→0

cos(x)− 1
x

= 0 أن أثȎت 4

x :→ cos(x) للدالة المشتقة الدالة : منRأن x حقيقي عدد ɠل أجل من أنھ أثȎت 5
x :→ cos(x) الدالة ʏۂ x :→ sin(x) للدالة المشتقة الدالة و x :→ −sin(x) الدالة ʏۂ
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الحـــل

SOIC =
IC × OI

2
=

tan(x)
2

، Sx =
x
2
، SOAB =

OA × AB
2

=
sin(x) cos(x)

2
: لدينا 1

sin(x) cos(x) ≤ x ≤ tan(x) ȃاࢭɢت sin(x) cos(x)
2

≤ x
2
≤ tan(x)

2
ȃاࢭɢت SOAB ≤ Sx ≤ SOCI إذن

cos(x) ≤ sin(x)
x

≤ 1
cos(x)

ȃاࢭɢت cos(x) ≤ x
sin(x)

≤ 1
cos(x)

ȃاࢭɢت

ȃاࢭɢت cos(−x) ≤ sin(−x)
−x

≤ 1
cos(−x)

x−ومنھ ∈
]
0;

π

2

[
فإن: x ∈

]
−π

2
; 0
[
أجل من 2

cos(x) ≤ sin(x)
x

≤ 1
cos(x)

أي cos(x) ≤ − sin(x)
−x

≤ 1
cos(x)

lim
x→0

sin(x)
x

أن إستɴتاج 3

ȃاࢭɢت lim
x→0

cos(x) ≤ lim
x→0

sin(x)
x

≤ lim
x→0

1
cos(x)

ومنھ cos(x) ≤ sin(x)
x

≤ 1
cos(x)

لدينا:

lim
x→0

sin(x)
x

= 1 ومنھ 1 ≤ lim
x→0

sin(x)
x

≤ 1

lim
x→0

cos(x)− 1
x

= 0 أن إثبات 4

lim
x→0

cos(x)− 1
x

= lim
x→0

cos(x)− 1
x

× cos(x) + 1
cos(x) + 1

= lim
x→0

cos2(x)− 1
x

× 1
cos(x) + 1

= lim
x→0

−sin2(x)
x

× 1
cos(x) + 1

= lim
x→0

−sin(x)
x

× sin(x)
cos(x) + 1

= −1 × 0 = 0

x :→ − sin(x) الدالة ʏۂ x :→ cos(x) الدالة مشتق أن إثبات 5
منRلدينا: x حقيقي عدد ɠل أجل من

lim
h→0

cos(x + h)− cos(x)
h

= lim
h→0

cos(x) cos(h)− sin(x) sin(h)− cos(x)
h

= lim
h→0

cos(x) (cos(h)− 1)− sin(x) sin(h)
h

= lim
h→0

[
cos(x)

cos(h)− 1
h

− sin(x)
sin(h)

h

]
= − sin(x)

x :→ cos(x) الدالة ʏۂ x :→ sin(x) الدالة مشتق أن إثبات •
منRلدينا: x حقيقي عدد ɠل أجل من

lim
h→0

sin(x + h)− sin(x)
h

= lim
h→0

sin(x) cos(h) + cos(x) sin(h)− sin(x)
h

= lim
h→0

sin(x) (cos(h)− 1) + cos(x) sin(h)
h

= lim
h→0

[
sin(x)

cos(h)− 1
h

+ cos(x)
sin(h)

h

]
= cos(x)
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المثلثية النهايات

lim
x→0

tan(αx)
tan(βx)

=
α

β
¹ lim

x→0

sin(αx)
sin(βx)

=
α

β
¸ lim

x→0

tan(x)
x

= 1 · lim
x→0

sin(x)
x

= 1 ¶

lim
x→0

1 − cos(x)
x2 =

1
2

» lim
x→0

1 − cos(x)
x

= 0 º

: تطبيق
: التالية الٔڈايات أحسب

lim
x→π

2

cos2(x)
1 − sin(x)

¹ lim
x→0

3 sin(x)
tan(x)

¸ lim
x→0

1 − cos(x)
x cos(x)

· lim
x→0

sin(3x)
x

¶

: الدرس سير حول ملاحظات
......................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................
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