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المحفـوظ فراحتية : الأستـاذ 01 رقـــــم مـــذكـــرة

الإستمرارʈة و الإشتقاقية التعلمية: الوحدة
التحليل التعلم: ميدان

دالة حسابمشتقة : الحصة موضوع

−المعاضيد بولعيد بن مصطفى الشɺيد : ثانوية
رʈا 3 + ر ت 3 عت+ 3 : المستوى

� ســـاعة 2 : المدة

نقطة مماسعند معادلة Ȗعي؈ن ، دالة حسابمشتقة : القبليـــة المكتسبـات
نقطة مماسعند معادلة Ȗعي؈ن ، دالة :حسابمشتقة تذك؈ف : المستهدفة الكفاءات

،الأن؅فنت المدرســي الكتاب : المراجع

المــدة اــلدرس عناصــر المــراحل

40 صفحة 01 نشاط مناقشة

: المشتقة الأعداد حساب 1
−1 الفاصلة ذات النقطة عند (

C f
) المماسللمنحۚܢ توجيھ معامل ɸو f ′(−1) = 0 لدينا:

f ′(−1) =
2 − 2
−1 + 2

=
0
1
= 0 ومنھ B (−2; 2) و A (−1; 2) المماسمثلا: من نقطت؈ن نختار

g′(2) =
2 − 1
2 − 0

=
1
2
• f ′(2) =

0 − 2
2 − 0

= −1 • g′(−1) =
−1 − 0
−1 − 2

=
1
3
•

( f g)′(2) = f ′(2)g(2) + g′(2) f (2) = −2 • ( f + g)′(−1) = f ′(−1) + g′(−1) =
1
3
•(

f
g

)′
(2) =

f ′(2)× g(2)− g′(2)× f (2)

(g(2))2 = −1
2
•

(
3
f

)′
(−1) = − 3 f ′(−1)

( f ′(−1))2 •

h(x) = f (2x − 1) : نضع [0; 2] من x ɠل أجل من 2
: h′(0)حساب-

h′
(

3
2

)
= 2 f ′(2) = −2 و h′(0) = 2 f ′(−1) = 0 ومنھ: h′(x) = 2 f ′(2x − 1) لدينا:

المشتقة الدالة - المشتق العدد
تعريفتعريف

. R من I مجال ʄعڴ معرفة دالة f
. h ̸= 0 : مع I من حقيقيان عددان x0 + h و x0

.0 ʄإڲ h يؤول لما محدودة ٰڈاية f (x0 + h)− f (x0)

h
الɴسبة قبلت إذا x0 عند الإشتقاق تقبل f أنّ نقول

. f ′(x0) بـ لɺا نرمز و x0 عند f للدالة المشتق العدد : الٔڈاية ɸذه Ȗس׿ܢ
f ′(x0) = lim

x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
: نكتب أو f ′(x0) = lim

h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
: إذن نكتب

(x = x0 + h بوضع )

I ʄعڴ الإشتقاق تقبل فࢼܣ I اݝݨال من x حقيقي عدد ɠل عند الإشتقاق f الدالة قبلت إذا مــــلاحظة:
f بـ:′ المشتقة لدالْڈا ونرمز

لاق
نط
الإ

ـلة
رحــ

مـــــ
ف ر

ـــــــــــا
عــــــــــ

مـــــــــــ
ـــاء
ـــــــــــــــــ
ةبــــ

رحل
م
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مثـــال

مثـــال

f (x) = x2 + x : ʏكمايڴ R ʄعڴ معرفة دالة f

R ʄعڴ للإشتقاق قابلة f أنّ برɸن 1

f ′(x) ع؈ّن 2

كيفي حقيقي عدد x0 ليكن -
lim

x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

x→x0

x2 + x − x2
0 − x0

x − x0
= lim

x→x0

(x − x0)(x + x0 + 1)
x − x0

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

x→x0
(x + x0 + 1) = 2x0 + 1 ومنھ

R ʄعڴ للإشتقاق قابلة f ومنھ R يمܦݳ x0 لكن . x0 عند للإشتقاق قابلة دالة f ومنھ حقيقي عدد 2x0 + 1 إذن
f ′(x) = 2x + 1 : لدينا يɢون .إذن f للدالة المشتقة الدالة f ′ لتكن -

دالة) منحنى (مماس التفسيرالبياني
تعريفتعريف

.
(

o,
−→

i ,
−→

j
)
معلم ʄاڲ مɴسوب مستوى ʏࢭ البياɲي تمثيلɺا (C) و . R من D مجال ʄعڴ معرفة دالة f

ʇشمل الذي المستقيم فإن x0 عند f للدالة المشتق العدد f ′(x0) وَ D من x0 عند للاشتقاق قابلة f ɠانت إذا
A النقطة عند (C) مماسالمنحۚܢ ʇس׿ܢ f ′(x0) توجٕڈھ ومعامل A (x0, f (x0)) النقطة

. y = f ′ (x0) (x − x0) + f (x0) :ʏۂ معادلتھ .

■

البــــرهـــان
. f ′(x0) توجٕڈھ معامل مستقيم عن عبارة ɸو (T المماس(
والنقطة y = f ′(x0) x + b الشɢل من (T ) معادلة إذن

فإن (T ) ʄإڲ تɴت׿ܣ A(x0; f (x0))

بالتعوʈض ومنھ f (x0) = f ′(x0)× x0 + b
. b = f (x0)− f ′(x0) x0

y = f ′(x0)x − f ′(x0)x0 + f (x0) ʏالتاڲȋو
: ومنھ

y = f ′(x0)(x − x0) + f (x0)

(C)

(T )

x0

f (x0)
A

f ′(x0)

1

x

y

مثـــال

مثـــال

f (x) = x3 + 2 بـ: R ʄعڴ معرفة دالة f
: ʏۂ x0 = 1 الفاصلة ذات النقطة عند f المماسلمنحۚܢ معادلة
y = 5x − 2 أي y = f ′(1)(x − 1) + f (1)

: تطبيق
58 صفــــــحة 4 تمرʈــــــــــن
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الحـــل

A(0, 2) النقطة عند (C f ) لـ مماس توجيھ 3−معامل و f (0) = 2 : ʏبالتاڲ و (C f ) من نقطة A(0; 2) لدينا: 1
f ′(0) = −3 ʏالتاڲȋو

0 و x ب؈ن f للدالة ال؅قايدة ɲسبة ɸو f (x)− 2
x

العدد 2

لأن: موجودة lim
x→0

f (x)− 2
x

ومنھ 0 عند للإشتقاق قابلة f لدينا: 3

f ′(0) = lim
x→0

f (x)− f (0)
x

= lim
x→0

f (x)− 2
x

= −3

58 صفحة 6 و 5 تمرʈن : منزلية تمارين

: الدرس سير حول ملاحظات
......................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................
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المحفـوظ فراحتية : الأستـاذ 02 رقـــــم مـــذكـــرة

الإستمرارʈة و الإشتقاقية التعلمية: الوحدة
التحليل التعلم: ميدان

الإستمرارʈة : الحصة موضوع

المعاضيد − بولعيد بن مصطفى الشɺيد : ثانوية
رʈا 3 + ر ت 3 + ت ع 3 : المستوى

� ســـاعة 2 : المدة

العددية الدوال حول أولية مفاɸيم : القبليـــة المكتسبـات
للدالة التقارȌي السلوك دراسة : المستهدفة الكفاءات

،الأن؅فنت المدرســي الكتاب : المراجع

المــدة اــلدرس عناصــر المــراحل

: النفسية -التهيئة

07 صفحة 03 نشاط مناقشة

.E(11, 01) و [√3] ، E(−1) ، حساب[2.3−] 1
، [√3] = 1 ومنھ 1 ≤

√
3 < 2 ، E(−1) = −1 ، [−2, 3] = −3 ومنھ −3 ≤ −2, 3 < −2 لدينا:

E(11, 01) = 11

: ʏكمايڴ [−2; 1[ اݝݨال ʄعڴ المعرفة h و g ، f الدوال ɲعت؄ف 2
ʄعڴ البيانية تمثيلاٮڈا .(Ch) و (

Cg
) ، (C f

) لتكن و h(x) = x2 + 1 ، g(x) = x − [x] ، f (x) = [x]
ال؅فتʋب

(
C f

)

⊂

⊂

⊂
x

y (
C f

)
رسم

f (x) = −2 : x ∈ [−2;−1[ أجل من -
f (x) = −1 : x ∈ [−1; 0[ أجل من -

f (x) = 0 : x ∈ [0; 1[ أجل من -

f (x) =


−2; x ∈ [−2;−1[

−1; x ∈ [−1; 0[

0; x ∈ [0; 1[

إذن

(
Cg

)⊂ ⊂ ⊂

x

y (
Cg

)
رسم

g(x) = x + 2 : x ∈ [−2;−1[ أجل من -
g(x) = x + 1 : x ∈ [−1; 0[ أجل من -

g(x) = x : x ∈ [0; 1[ أجل من -

f (x) =


x + 2; x ∈ [−2;−1[

x + 1; x ∈ [−1; 0[

x; x ∈ [0; 1[

إذن

لاق
ـــــــــــــــــ

طــــــــــ
لإنــــ

ةا
حـــل

مـــــر

1



(Ch) رسم

(Ch)

⊂

x

y
دون (Ch) و (

Cg
) ، (C f

) المنحنيات رسم بإمɢانك ɸل -
(اليد) القلم رفع

(اليد) القلم رفع دون (
Cg

) و (
C f

) المنحني؈ن رسم لايمكن •
دون (Ch) المنحۚܢ رسم يمكن بʋنما •

اليد) ) القلم رفع
؟ 0 عند ؟ −1 عند ٰڈاية h و g ، f الدوال تقبل ɸل -

. الصفر عند وكذا −1 عند ٰڈاية تقبلان لا g و f الدالتان •
معرفة لأٰڈا 0 عند و −1 عند ٰڈاية تقبل h الدالة •

h(0) = 1 و h(−1) = 2 : عندɸما

خــلاصـــة

. [−2; 1] اݝݨال ʄعڴ مستمرة h الدالة أن فنقول ، (اليد) القلم رفع دون (Ch) المنحۚܢ رسم يمكن -
[−2; 1] اݝݨال ʄعڴ مستمرت؈ن غ؈ف فɺما g ، f أما -

مــــلاحظة:
Ȗعرʈفɺا مجال ʄعڴ مستمرة المرجعية الدوال -

. a عند مستمرة دالة ʏۂ a عند مستمرة دوال جداء و مجموع -
. R ʄعڴ مستمرة sin ، cos الدوال و اݍݰدود كث؈فات الدوال -

Ȗعرʈفɺا مجموعة من مجال ɠل ʄعڴ مستمرة ( حدود كث؈في قسمة (حاصل الناطقة الدوال -

مثـــال

مثـــال

. f (x) =

−x2 + 2; x ∈ [−2; 0[

x; x ∈ [0; 3]
بـ: [−2; 3] اݝݨال ʄعڴ المعرفة f الدالة لتكن

. f الدالة بيانيا مثل 1

. مستمرة الدالة فيھ تɢون مجالا أذكر ؟ [−2; 3] : اݝݨال ʄعڴ مستمرة f الدالة ɸل 2

الحـــل

(Ch)

⊂

x

y

مستمرة غ؈ف فࢼܣ ʏبالتاڲ و 0 عند مستمرة غ؈ف f الدالة 1
.[−2; 3] : اݝݨال ʄعڴ

[0; 3] اݝݨال ʄعڴ مثلا مستمرة f الدالة 2

ف ر
ـــــــــــا

ـــــــــــــــــ
ـــــــــــــــــ

ـــــــــــــــــ
ــعــــ

مـــــــــــ
ـــاء

ـــــــــــــــــ
ــــنــــــ

ـــــــــــــــــ
ةبـــــ

رحل
م
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: تطبيق
الدالة ʏۂ x 7→ E(x) حيث f (x) = x + 1 + E(x) : ʏيڴ كما [−1; 2[ اݝݨال ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف

الܶݰيح. اݍݨزء

. E(x) الرمز بدون f (x) عبارة x قيم حسب أكتب 1

. متجاɲس و متعامد معلم ʏࢭ f للدالة الممثل المنحۚܢ أرسم 2

؟ [−1; 2[ اݝݨال ʄعڴ مستمرة f الدالة ɸل 3

مستمرة. f فٕڈا تɢون الۘܣ اݝݨالات ع؈ن 4

الحـــل

E(x) الرمز دون f (x) عبارة كتابة 1
: x ∈ [1; 2[ أجل من و E(x) = 0 : x ∈ [0; 1[ أجل من و E(x) = −1 : x ∈ [−1, 0[ أجل من لدينا:

E(x) = 1
f (x) = x ; x ∈ [−1; 0[

f (x) = x + 1 ; x ∈ [0; 1[

f (x) = x + 2 ; x ∈ [1; 2[

ومنھ

(C f ) منحۚܢ إɲشاء 2

(
C f

)

x

y

[−1; 2] اݝݨال ʄعڴ مستمرة غ؈ف f الدالة 3

[1; 2] و [0; 1] ، [−1; 0] : مستمرة f دالة فٕڈا تɢون الۘܣ مجالات Ȋعض 4

29 صفحة 48 و 49 تمرʈن منزلية: تمارين

: الدرس سير حول ملاحظات
......................................................................................................................................................................
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المحفـوظ فراحتية : الأستـاذ 03 رقـــــم مـــذكـــرة

الإستمرارʈة و الإشتقاقية التعلمية: الوحدة
التحليل التعلم: ميدان

المتوسطة القيم م؄فɸنة : الحصة موضوع

−المعاضيد بولعيد بن مصطفى الشɺيد : ثانوية
رʈا 3 + ر ت 3 عت+ 3 : المستوى

� ســـاعة 2 : المدة

دالة ،رتابة مجال ʄعڴ دالة إستمرارʈة : القبليـــة المكتسبـات
f (x) = k للمعادلة حل وجود تȎيان : المستهدفة الكفاءات

،الأن؅فنت المدرســي الكتاب : المراجع

المــدة اــلدرس عناصــر المــراحل

: النفسية -التهيئة
: برهان) دون (تقبل المتوسطة القيم مبرهنة

مبرهنــة

المعادلة فإن f (b) و f (a) ب؈ن محصور k اݍݰقيقي العدد وɠان [a, b] اݝݨال ʄعڴ مستمرة دالة f ɠانت -إذا
.]a; b[ اݝݨال ʏࢭ الأقل ʄعڴ حلاّ تقبل f (x) = k

1 2 3 4

1

2

3

4

(
C f

)

O a

f (a)

b

f (b)

c1 c2 c3

y = k

x

y
: البياɲي vالتفس؈ف

واحدة مرة الأقل ʄعڴ يقطع y = k المعادلة ذو المستقيم -
b و a ب؈ن محصورة فاصلْڈا نقطة ʏࢭ f الدالة منحۚܢ

يقطع y = k المعادلة ذو المستقيم المقابل للشɢل بالɴسبة -
.c3 و c2 ، c1 نقطفواصلɺا ثلاث ʏࢭ f الدالة منحۚܢ

: خاصة حالة
ɠان و [a; b] اݝݨال ʄعڴ مستمرة دالة f ɠانت إذا

محصور cالأقلعددحقيقي ʄيوجدعڴ فإنھ f (a)× f (b) < 0
f (c) = بحيث0 b و a ب؈ن

: f (x) = k vالمعادلة
f (b) و f (a) ب؈ن محصور k حققيقي عدد ɠل أجل من فإنھ [a; b] مجال ʄعڴ مستمرة دالة f ɠانت -إذا

b و a ب؈ن محصور c حلا الأقل ʄعڴ تقبل f (x) = k المعادلة فإن

مــــلاحظة:
مقرȋة قيم او اݍݰلول Ȗعيّ؈ن أما f (x) = k للمعادلة الأقل ʄعڴ حل فقطوجود تؤكد المتوسطة القيم م؄فɸنة

مختلفة. خوارزميات بإتباع فيتم لɺا

مــثال

مــثال

[1; 2] اݝݨال ʏࢭ حلاّ الأقل ʄعڴ تقبل x5 + 3x4 − 6x2 = 1 المعادلة أنّ الم القيم م؄فɸنة بإستعمال برɸن

طرʈقة
[a; b] اݝݨال ʄعڴ f الدالة إستمرارʈة من نتحقق • f (x) = k الشɢل ʄعڴ المعادلة نكتب •

f (b) و f (a) ب؈ّن محصور k العدد أن من نتحقق •

لاق
نط
الإ
ـلة
رحــ
مـــــ

ف ر
ـــــــــــا
ـــــــــــــــــ
عــــــــ
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ـــاء
ـــــــــــــــــ
ةبــــ
رحل
م
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الحـــل
f (x) = x5 + 3x2 − 6x2 بـ: [1; 2] ʄعڴ المعرفة الدالة f لتكن

f (2) = 56 و f (1) = −2 : لدينا و [1; 2] اݝݨال ʄعڴ مستمرة فࢼܣ حدود كث؈فة دالة f •
[1; 2] اݝݨال ʏࢭ حلا الأقل ʄعڴ تقبل f (x) = 1 المعادلة ،إذن f (1) < 1 < f (2) 2−أي < 1 < 56 : ولدينا

2 طرʈقة
f (x) = x5 + 3x2 − 6x2 − 1 نضع ، x5 + 3x2 − 6x2 − 1 = 0 : ȃاࢭɢت السابقة المعادلة

f (1)× f (2) < 0 ومنھ f (2) = 56 ، f (1) = −2 و [1; 2] اݝݨال ʄعڴ مستمرة f
[1; 2] اݝݨال ʏࢭ حلاّ الأقل ʄعڴ تقبل f (x) = 0 المعادلة ومنھ

f (x) = 3x3 − 2x − 1
4
: Rبحيث ʄعڴ معرفة f الدالة لتكن : تطبيق

f (1) ، f (0) ، f
(
−1

2

)
، f (−1) : أحسب 1

]−1, 1[ اݝݨال ʏࢭ ثلاثحلول الأقل ʄعڴ تقبل f (x) = 0 المعادلة أنّ إستɴتج 2

الحـــل

f (1) =
1
4
، f (0) = −1

4
، f

(
−1

2

)
=

3
8
، f (−1) = −5

4
: الصور حساب 1

]−1, 1[ اݝݨال ʏࡩ ثلاثحلول الأقل ʄعڴ تقبل f (x) = 0 المعادلة أنّ إستɴتاج 2
[−1; 1] اݝݨال ʄعڴ مستمرة فࢼܣ ʏبالتاڲ و ،R ʄعڴ مستمرة و معرفة فࢼܣ ، حدود كث؈فة دالة f لدينا:

محصور أي0 f
(
−1

2

)
× f (−1) < 0 أنّ: و

[
−1;−1

2

]
اݝݨال ʄعڴ مستمرة f -لدينا

f
(
−1

2

)
و f (−1) [ب؈ن

−1;−1
2

[
(1) اݝݨال ʏࢭ حلاّ الأقل ʄعڴ تقبل f (x) = 0 المعادلة إذن

f
(
−1

2

)
و f (0) ب؈ن محصور أي0 f (0)× f

(
−1

2

)
< 0 أنّ: و

[
−1

2
; 0
]
اݝݨال ʄعڴ مستمرة f [-لدينا

−1
2

; 0
[

(2) اݝݨال ʏࢭ حلاّ الأقل ʄعڴ تقبل f (x) = 0 المعادلة إذن

f (1) و f (0) ب؈ن محصور أي0 f (0)× f (1) < 0 أنّ: و [0; 0] اݝݨال ʄعڴ مستمرة f -لدينا
]0; 1[ (3) اݝݨال ʏࢭ حلاّ الأقل ʄعڴ تقبل f (x) = 0 المعادلة إذن

]−1; 1[ اݝݨال ʏࢭ ثلاثحلول الأقل ʄعڴ تقبل f (x) = 0 المعادلة فإن (3) و (2) و (1) من النȘيجة:

: [a; b] المجال على تماما الرتيبة و المستمرة الدوال

مبرهنــة

f (b) و f (a)ب؈ن محصور k اݍݰقيقي العدد وɠان [a, b] اݝݨال ʄعڴ تماما رتʋبة و مستمرة دالة f ɠانت -إذا
.]a; b[ اݝݨال ʏࢭ وحيدا حلاّ تقبل f (x) = k المعادلة فإن ،

■

البــــرهـــان
[a; b] اݝݨال ʄعڴ تماما ورتʋبة مستمرة f الدالة نفرضأن

الأقلعددحقيقي ʄيوجدعڴ المتوسطة القيم منھحسبم؄فɸنة و f (b) و f (a)ب؈ن عددحقيقيمحصور kليكن و
. f (c) = kبحيث b و a ب؈ن محصور c

f (c′) = k يحقق و b و a ب؈ن محصور c مختلفعن c′ أخر حقيقي عدد يوجد لنفرضأنھ
. [a, b] ʄعڴ f للدالة التامة يناقضالرتابة ɸذا و f (c) = f (c′) و c ̸= c′ حيɴئذ يɢون

f (c) = kبحيث [a; b] من c وحيد حقيقي عدد يوجد ʏبالتاڲ و

ف ر
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1 2 3

1

2

3

4

(
C f

)

O a

f (a)

b

f (b)

c

y = k

x

y : البياɲي vالتفس؈ف
منحۚܢ واحدة مرة يقطع y = k المعادلة ذو المستقيم -

. b و a ب؈ن محصورة c فاصلْڈا نقطة ʏࢭ f الدالة
محور حامل يقطع f الدالة منحۚܢ k = 0 ɠان إذا -
f (x) = 0 للمعادلة حل فاصلْڈا وحيدة نقطة ʏࢭ الفواصل

. ]a; b[ اݝݨال ʏࢭ

: تطبيق
: ʏكمايڴ Ȗغ؈فاٮڈا Rحيثجدول ʄعڴ معرفة ية عدد دالة f لتكن

x

f (x)

−∞ −1 0 2 +∞

+∞+∞

−2−2

55

−3−3

88

، f (x) = −2 ، f (x) = 0 حل ɠل إليھ يɴت׿ܣ الذي اݝݨال محددا التالية المعادلات حلول عدد ع؈ّن -
f (x) = 9

: تطبيق
f (x) = −x3 − 2x + 5 Rبـ: ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف

. f الدالة Ȗغ؈فات جدول شɢل ثم ، f ′(x)أحسب 1

[1; 2] اݝݨال ʏࢭ α وحيدا حلاّ تقبل f (x) = 0 المعادلة أنّ برɸن 2

.x حقيقي عدد ɠل أجل من f (x) إشارة إستɴتج 3

بالتنصيف: معادلة لحل حصر إجاد

: التالية التصɴيف طرʈقة نȘبع α للعدد أدق حصر ʄعڴ ◀لݏݰصول
f (m) و ([a; b] اݝݨال m(مركز =

a + b
2

من نحسبɠل •
: حالت؈ن نم؈ق و f (m) و f (a) ب؈ّنّ نقارن •

]a; m[ اݝݨال ʏࢭ موجود α اݍݰل فإن f (a)× f (m) < 0 ɠان ◀إذا
]m; b[ اݝݨال ʏࢭ موجود α اݍݰل فإن f (a)× f (m) > 0 ɠان ◀إذا

. فيھ المرغوب اݍݰصر ʄعڴ اݍݰصول غاية ʄإڲ ذلك mو بـ b أو a Ȗعوʈض: خلال من بنفسالطرʈقة نواصل •

1 2 3 4

−1

1

(
C f

)

O

a

b

α

a + b
2 x

y

1 2 3 4

−1

1

(
C f

)

O

a

b

α

a + b
2

x

y

α ∈
]

a + b
2

; b
[
الثانية اݍݰالة α ∈

]
a;

a + b
2

[
ʄالأوڲ اݍݰالة

ف ر
عــــا
مــــــت
ـــاء
بـــــنــــ
حلة
مر

ـــــم
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f (x) =
1

x − 1
−

√
x : ʏكمايڴ ]1;+∞[ ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف : تطبيق

x f (x)

1, 1 8, 95

1, 7 0, 12

1, 85 −0, 18

2 −0, 41

−0, 75 −0, 75

. f الدالة Ȗغ؈ف أدرسإتجاه 1

.]1, 1; 2, 3[ اݝݨال ʏࢭ α وحيدا حلاّ تقبل f (x) = 0 المعادلة أن برɸن 2

0, 15 (طولھ) سعتھ α للعدد التنصيفع؈ّنحصرا طرʈقة بإستعمال 3

α3 − 2α2 + α − 1 = 0 أن: أثȎت 4

الحـــل

f الدالة Ȗغ؈ف إتجاه دراسة 1

f ′(x) = − 1
(x − 1)2 − 1

2
√

x
: حيث ]1;+∞[ ʄعڴ للإشتقاق قابلة و معرفة f الدالة

.]1;+∞[ اݝݨال ʄعڴ تماما متناقصة دالة f ʏبالتاڲ و f ′(x) < −فإن0 1
2
√

x
< 0 −و 1

(x − 1)2 < بماأن0

[1, 1; 2, 3] اݝݨال ʏࡩ α وحيدا حلاّ تقبل f (x) = 0 المعادلة أن لن؄فɸن 2
.[1, 1; 2, 3] اݝݨال ʄعڴ مستمرة فࢼܣ ]1;+∞[ اݝݨال ʄعڴ مستمرة دالة f -

. f (1, 1)× f (2, 3) < 0 ومنھ f (2, 3) ≈ −0, 75 و f (1, 1) ≈ 8, 95 -

.[1, 1; 2, 3] اݝݨال ʄعڴ تماما متناقصة فࢼܣ ]1;+∞[ اݝݨال ʄعڴ تماما متناقصة دالة f -

.α ∈]1, 1; 2, 3[ : حيث α وحيدا حلاّ تقبل f (x) = 0 المعادلة فإن المتوسطة القيم م؄فɸنة حسبة إذن

0, 15 سعتھ α للعدد Ȗعي؈نحصرا 3

f (1, 7)× f (2, 3) < 0 ومنھ f (1, 7) ≈ 0, 12 mو =
1, 1 + 2, 3

2
= 1, 7 ɸو ]1, 1; 2, 3[ اݝݨال -مركز

α ∈]1, 7; 2, 3[ : إذن

f (1, 7)× f (2) < 0 ومنھ f (2) ≈ −0, 41 mو =
1, 7, 1 + 2, 3

2
= 2 ɸو ]1, 7; 2, 3[ اݝݨال -مركز

α ∈]1, 7; 2[ : إذن

f (1, 7)× f (1, 85) < 0 ومنھ f (1, 85) ≈ −0, 18 mو =
1, 7, 1 + 2

2
= 1, 85 ɸو ]1, 7; 2[ اݝݨال -مركز

α ∈]1, 7; 1, 85[ : إذن
. تنصيفاݝݨال نتوقفعن إذن 1, 85 − 1, 7 = 0, 15 ɸو الأخ؈ف اݝݨال طول أنّ لاحظ

α3 − 2α2 + α − 1 = 0 أنّ إثبات 4
1

α − 1
=

√
α :ȃاࢭɢت 1

α − 1
−

√
α = 0 :ȃاࢭɢت f (α) = 0 معناه f (x) = 0 للمعادلة حل α لدينا

:ȃاࢭɢت α(α2 − 2α + 1) = 1 : ȃاࢭɢت α(α − 1)2 = 1 :ȃاࢭɢت 1
(α − 1)2 =

√
α2 نجد: الطرف؈ن بال؅فبيع

α3 − 2α2 + α = 1

α3 − 2α2 + α − 1 = 0 : إذن

36 صفحة 107 و تمرʈن106 منزلية: تمارين

: الدرس سير حول ملاحظات
......................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................
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المحفـوظ فراحتية : الأستـاذ 04 رقـــــم مـــذكـــرة

الإستمرارʈة و الإشتقاقية التعلمية: الوحدة
التحليل التعلم: ميدان

عندعدد الإشتقاقدالة قابلية : الحصة موضوع

−المعاضيد بولعيد بن مصطفى الشɺيد : ثانوية
رʈا 3 + ر ت 3 عت+ 3 : المستوى

� ســـاعة 2 : المدة

نقطة مماسعند معادلة Ȗعي؈ن ، دالة حسابمشتقة : القبليـــة المكتسبـات
الɺند؟ۜܣ تفس؈ف و الʋسار من و اليم؈ن من عدد عندد دالة إشتقاق قابلية : المستهدفة الكفاءات

،الأن؅فنت المدرســي الكتاب : المراجع

المــدة اــلدرس عناصــر المــراحل

: عدد عند الدالة إشتقاق قابلية
اليمين على الإشتقاق ¶قابلية

تعريفتعريف

α > 0 مع حقيقيان عددان α و x0 : حيث [x0; x0 + α[ ، الشɢل من مجال ʄعڴ ، الأقل ʄعڴ معرفة دالة f

lim
x

>→ x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= ℓ1 ɠانت فقطإذا و إذا اليم؈ن من x0 الإشتقاقعند تقبل أٰڈا f الدالة عن -نقول

اليم؈ن من x0 عند f للدالة المشتق العدد ʇس׿ܢ و حقيقي عدد ℓ1 حيث

: البياني التفسير v

x

y

0
f (x0)A

x0

f ′d(x0) > 0

x

y

0
f (x0)A

x0

f ′d(x0) < 0 فإن اليم؈ن من x0 ʏࢭ الإشتقاق الدالة قبلت إذا -
ɸو و اليم؈ن من المماس نصف يقبل البياɲي تمثيلɺا

:ʏمعرفكمايڴ
y = ℓ1(x − x0) + f (x0) : x ≥ x0 أجل من

مـــثال

مـــثال

[0;+∞[ ʄعڴ معرفة لأٰڈا اليم؈ن من 0 ʏࢭ للإشتقاق قابلة f (x) = x
√

x بـ المعرفة الدالة

lim
x

>→ 0

x
√

x − 0
√

0
x − 0

= lim
x

>→ 0

x
√

x
x

= lim
x

>→ 0

√
x = 0 ولدينا

اليسار على الإشتقاق ·قابلية

تعريفتعريف

α > 0 مع حقيقيان عددان α و x0 : حيث [x0 − α; x0[ ، الشɢل من مجال ʄعڴ ، الأقل ʄعڴ معرفة دالة f

lim
x

<→ x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= ℓ2 ɠانت فقطإذا و إذا الʋسار من x0 الإشتقاقعند تقبل أٰڈا f الدالة عن -نقول

الʋسار من x0 عند f للدالة المشتق العدد ʇس׿ܢ و حقيقي عدد ℓ2 حيث

لاق
نط
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x

y

0

f (x0) A

x0

f ′g(x0) > 0

x

y

0

f (x0) A

x0

f ′g(x0) < 0 : البياني التفسير v
فإن السار من x0 ʏࢭ الإشتقاق الدالة قبلت إذا -
ɸو و اليم؈ن من المماس نصف يقبل البياɲي تمثيلɺا

:ʏمعرفكمايڴ
y = ℓ2(x − x0) + f (x0) : x ≤ x0 أجل من

مـــثال

مـــثال

f (x) = |x2 − 9| Rبـ ʄعڴ المعرفة f -الدالة
3 العدد الʋسار من f للدالة الإشتقاق ندرسقابلية •

f (x) =

x2 − 9 ; x ∈]− ∞;−3]∪ [3;+∞[

−(x2 − 9) ; x ∈ [−3 : 3]
لدينا:

lim
x

<→ 3

−(x2 − 9)
x − 3

= lim
x

<→ 3
−(x + 3) = −6

yg = −6(x − 3) + معادلتھ الʋسار ʄعڴ مماس نصف تقبل ʏۂ و 3 ʇسار ʄعڴ الإشتقاق تقبل الدالة إذن
f (3)

زاوية ¸نقطة

x

y

0

f (x0)
A

x0

f ′d(x0) ̸= f ′g(x0)

x

y

0

f (x0) A

x0

f ′d(x0) ̸= f ′g(x0)

ذات النقطة فإن ℓ1 ̸= ℓ2 ɠان إذا
زاوʈة نقطة ʄتدڤ x0 الفاصلة

مـــثال

مـــثال

f (x) = |x2 − 9| Rبـ ʄعڴ المعرفة f -الدالة
3 العدد عند f للدالة الإشتقاق ندرسقابلية •

f (x) =

x2 − 9 ; x ∈]− ∞;−3]∪ [3;+∞[

−(x2 − 9) ; x ∈ [−3 : 3]
لدينا:

lim
x

<→ 3

−(x2 − 9)
x − 3

= lim
x

<→ 3
−(x + 3) = −6 •

−6 ɸو المشتق عددɸا و 3 ʇسار ʄعڴ الإشتقاق تقبل f الدالة إذن
lim
x

>→ 3

(x2 − 9)
x − 3

= lim
x

>→ 3
(x + 3) = 6 •

6 ɸو المشتق عددɸا و 3 يم؈ن ʄعڴ الإشتقاق تقبل f الدالة إذن
زاوʈة نقطة تقبل و 2 عند الإشتقاق تقبل لا فالدالة الʋسار يختلفعن اليم؈ن ʄعڴ المشتق العدد أن بما

التراتيب لمحور موازي ¹مماس

x

y

0

f (x0) A

x0

(
C f
) البياɲي التمثيل فإن lim

x→x0

∣∣∣∣ f (x)− f (x0)

x − x0

∣∣∣∣ = +∞ : ɠانت إذا
محور حامل يوازي مماسا x0 الفاصلة ذات النقطة عند يقبل f للدالة

. ال؅فاتʋب

ف ر
ـــــــــــا
ـــــــــــــــــ
ـــــــــــــــــ
ـــــــــــــــــ
تعــــ
مـــــــــــــ
ـــاء
ـــــــــــــــــ
ــــنــــــ
ـــــــــــــــــ
ةبـــــ
رحل
م
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: خاصة حلات

x

y

0

f (x0)A

x0

قابلة غ؈ف f فإن lim
x >−→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= +∞ ɠان إذا -

النقطة يم؈ن عند يقبل (C f ) أن ونقول x0 يم؈ن عند للإشتقاق
معادلتھ ʄالأعڴ نحو موجھ عمودي مماس نصف A (x0; f (x0))

. x = x0

x

y

0

f (x0)A

x0

للإشتقاق قابلة غ؈ف f فإن lim
x >−→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= −∞ ɠان إذا -

نصف A (x0; f (x0)) النقطة يم؈ن عند يقبل (C f ) أن ونقول x0 يم؈ن عند
. x = x0 معادلتھ الأسفل نحو موجھ مماسعمودي

x

y

0

f (x0) A

x0

للإشتقاق قابلة غ؈ف f فإن lim
x <−→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= −∞ ɠان إذا -

نصف A (x0; f (x0)) النقطة ʇسار عند يقبل (C f أن( ونقول x0 ʇسار عند
. x = x0 معادلتھ الأسفل نحو موجھ مماسعمودي

x

y

0

f (x0) A

x0

للإشتقاق قابلة غ؈ف f فإن lim
x <−→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= +∞ ɠان إذا -

نصف A (x0; f (x0)) النقطة ʇسار عند يقبل (C f أن( ونقول x0 ʇسار عند
. x = x0 معادلتھ ʄالأعڴ نحو موجھ مماسعمودي

مــثال

مــثال

lim
x >−→0

√
x

x
= lim

x >−→0

1√
x
= +∞ : لأن اليم؈ن من 0 ʏࢭ للإشتقاق قابلة غ؈ف f (x) =

√
x بـ: المعرفة الدالة

معادلتھ ال؅فاتʋب محور حامل ʄعڴ نصفمماسعمودي يقبل (C f
) و 0 عند لإشتقاق قابلة غ؈ف f الدالة إذن

x = 0 ʄالأعڴ نحوا

الإستمرارية و الإشتقاقية

مبرهنــة

x0 عند مستمرة فإٰڈا x0 عدد عند للإشتقاق قابلة f الدالة ɠانت -إذا

ܵݰيح لʋسدوما الم؄فɸنة عكسɸذه : مـــلاحظة

مـــثال

مـــثال

0 عند للإشتقاق قابلة غ؈ف لكن و 0 عند مستمرة f : x 7→ |x| الدالة
lim
x

<→ 0

−x − 0
x

= −1 و lim
x

>→ 0

x − 0
x

= 1 لأن:

( f ′d ̸= f ′g) الʋسار من المشتق ʇساوي لا اليم؈ن من المشتق ومنھ
0 عند الإشتقاق تقبل لا f إذن

ـــــم
ـــــــــــــــــ
ـــــــــــــــــ
ـــــــــــــــــ
قوʈـ
ـــــــــــــــــ
تـــــــــــــــ
ةال
رحل
م

التقوʈم
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. بيانيا النȘيجة فسر ثم حالة ɠل ʏࢭ x0 عند f الدالة إشتقاق أدرسقابلية : تطبيق
f (x) = x|x − 3| ; x0 = 3 ¸ f (x) =

√
x − 4 ; x0 = 4 · f (x) = −x2 + 2 ; x0 = 1 ¶

f (x) =
|x|x2

x + 2
; x0 = 0 ¹

الحـــل
lim
x→1

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1

−x2 + 1
x − 1

= lim
x→1

−(x − 1)(x − 1)
x − 1

¶

lim
x→1

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1

−(x + 1) = −2 ومنھ
f ′(1) = −2 و x0 = 1 عند الإشتقاق تقبل f الدالة : نȘيجة

lim
x

>→ 4

f (x)− f (4)
x − 4

= lim
x

>→ 4

(√
x − 4

x − 4

)
= lim

x
>→ 4

√
x − 4 ×

√
x − 4

(x − 4)
√

x − 4
·

lim
x

>→ 4

f (x)− f (4)
x − 4

= lim
x

>→ 4

(x − 4)
(x − 4)

√
x − 4

= lim
x

>→ 4

1√
x − 4

= +∞ ومنھ

x0 = 4 عند للإشتقاق قابلة غ؈ف f الدالة : نȘيجة

f (x) =

−x(x − 3) ; x < 3

x(x − 3) ; x > 3
: المطلقة قيمة رمز دون f (x) كتابة ¸

: x0 = 3 عند f الدالة إشتقاق قابلية دراسة
. x0 يم؈ن ʄعڴ f الدالة إشتقاق قابلية دراسة -أولا

lim
x

>→ 3

f (x)− f (3)
x − 3

= lim
x

>→ 3

x(x − 3)
x − 3

= lim
x

>→ 3
x = 3

. x0 ʇسار ʄعڴ f الدالة إشتقاق قابلية دراسة -ثانيا
lim
x

>→ 3

f (x)− f (3)
x − 3

= lim
x

>→ 3

−x(x − 3)
x − 3

= lim
x

>→ 3
−x = −3

3 العدد عند للإشتقاق قابلة غ؈ف f ومنھ 3 ʄإڲ يؤول x عندما ٰڈاية لʋسلɺا f (x)− f (3)
x − 3

الɴسبة إذن : نȘيجة

f (x) =


x3

x + 2
; x ∈ x ∈ [0;+∞[

−x3

x + 2
; x ∈ x ∈]− ∞;−2[∪]− 2; 0[

: المطلقة قيمة رمز دون f (x) كتابة ¹

: x0 = 0 عند f الدالة إشتقاق قابلية دراسة
. x0 يم؈ن ʄعڴ f الدالة إشتقاق قابلية دراسة -أولا

lim
x

>→ 0

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x

>→ 0

x3

x + 2
− 0

x
= lim

x
>→ 0

x2

x + 2
=

0
2
= 0

.x0 = 0 يم؈ن ʄعڴ للأشتقاق قابلة f فإن ثابت عدد الٔڈاية أن بما
. x0 ʇسار ʄعڴ f الدالة إشتقاق قابلية دراسة -ثانيا

lim
x

>→ 0

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x

>→ 0

−x3

x + 2
− 0

x
= lim

x
>→ 0

−x2

x + 2
=

0
2
= 0

.x0 = 0 ʇسار ʄعڴ للأشتقاق قابلة f فإن ثابت عدد الٔڈاية أن بما
x0 = 0 للإشتقاقعند قابلة دالة f فإن نفسالٔڈاية ولɺما x0 = 0 ʇسار و يم؈ن ʄعڴ للأشتقاق قابلة f أن بما : نȘيجة

ـــــم
ـــــــــــــــــ
ـــــــــــــــــ
ـــــــــــــــــ
قوʈـ
ـــــــــــــــــ
تـــــــــــــــ
ةال
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م
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58 صفحة 8 و تمرʈن7 منزلية: تمارين
58 صفحة تمرʈن7 حل

f (1 + h)− 1
h

= h + 2 +
|h|
h
لدينا: h ̸= 0 أجل من أنھ إثبات 1

لدينا

f (1 + h)− 1
h

=
(1 + h)2 + |1 + h − 1| − 1

h
=

h2 + 2h + 1 + |h| − 1
h

=
h2 + 2h + |h|

h

=
h2 + 2h

h
+

|h|
h

= h + 2 +
|h|
h

المطلوب ومنھ

lim
h

<→ 0

f (1 + h)− 1
h

= lim
h

<→ 0
h + 2 +

|h|
h

= lim
h

<→ 0
h + 2 +

−h
h

= lim
h

<→ 0
h + 2 − 1

= 1

لدينا: و

lim
h

>→ 0

f (1 + h)− 1
h

= lim
h

>→ 0
h + 2 +

|h|
h

= lim
h

>→ 0
h + 2 +

h
h

= lim
h

>→ 0
h + 2 + 1

= 3

لدينا 2

h يؤول عندما ٰڈاية تقبل لا f (1 + h)− 1
h

فالعبارة lim
h

<→ 0

f (1 + h)− 1
h

̸= lim
h

>→ 0

f (1 + h)− 1
h

أن بما

0 ʄإڲ

أخر و اليم؈ن من أحدɸما 1 الفاصلة ذات النقطة عند مماس؈ن نصفي يقبل (C f ) ʄمنڍ الɺند؟ۜܣ: التفس؈ف أ) 3
الʋسار من

المماس؈ن نصفي معادلۘܣ كتابة ب)
(Td) : y = f ′d(1)(x − 1) + f (1) = 3(x − 1) + 1 = 3x − 2

(Tg) : y = f ′g(1)(x − 1) + f (1) = 1(x − 1) + 1 = x

58 صفحة تمرʈن8 حل

lim
h

>→ 0

f (−2 + h))
h

حساب 1

lim
h

>→ 0

f (−2 + h))
h

= lim
h

>→ 0

√
h

h
= lim

h
>→ 0

1√
h
= +∞ لدينا:

ʄعڴ للإشتقاق قابلة غ؈ف f ʏبالتاڲ و lim
h

>→ 0

f (−2 + h)− f (−2)
h

= lim
h

>→ 0

f (−2 + h))
h

= +∞ لدينا: 2

−2 الفاصلة ذات النقطة ال؅فاتʋبعند ݝݰور موازي ʄالأعڴ نحو نصفمماسموجھ يقبل (C f ) إذن يم؈ن2−.

: الدرس سير حول ملاحظات
......................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................
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المحفـوظ فراحتية : الأستـاذ 05 رقـــــم مـــذكـــرة

الإستمرارʈة و الإشتقاقية التعلمية: الوحدة
التحليل التعلم: ميدان

دالة حسابمشتقة : الحصة موضوع

−المعاضيد بولعيد بن مصطفى الشɺيد : ثانوية
رʈا 3 + ر ت 3 عت+ 3 : المستوى

� ســـاعة 1 : المدة

نقطة مماسعند معادلة Ȗعي؈ن ، دالة حسابمشتقة : القبليـــة المكتسبـات
المألوفة الدوال حسابمشتقات : المستهدفة الكفاءات

،الأن؅فنت المدرســي الكتاب : المراجع

المــدة اــلدرس عناصــر المــراحل

: النفسية -التهيئة

العمليات و المشتقات
أمثلة) مألوفة(تقديم دوال ¶مشتقات

f ′ المشتقة الدالة الإشتقاق قابلية مجالات f الدالة

x 7−→ 0 R x 7−→ a

x 7−→ a R x 7−→ ax + b

x 7−→ 2x R x 7−→ x2

x 7−→ nxn−1 R x 7−→ xn (n ∈ N)

x 7−→ − 1
x2 ]− ∞; 0[ و ]0;+∞[ x 7−→ 1

x

x 7−→ − n
xn+1 ]− ∞; 0[ و ]0;+∞[ x 7−→ 1

xn (n ∈ N)

x 7−→ 1
2
√

x
]0;+∞[ x 7−→

√
x

x 7−→ cos x R x 7−→ sin x

x 7−→ − sin x R x 7−→ cos x

: ʏالتاڲ اݍݨدول ʏࢭ مݏݵصة الدوالالنتائج على العمليات و ·المشتقات

f ′ المشتقة الدالة الإشتقاق قابلية مجالات f الدالة

u′ + v′ I ʄعڴ الإشتقاق قابلتان v و u u + v

u′.v + u.v′ I ʄعڴ الإشتقاق قابلتان v و u u.v

λu′ I ʄعڴ للإشتقاق قابلة u λu (λ ∈ R)

− u′

u2 u(x) ̸= 0 : I من x ɠل أجل ومن I ʄعڴ للإشتقاق قابلة u
1
u

u′v − uv′

v2 v(x) ̸= 0 : I من x ɠل أجل من و I ʄعڴ الإشتقاق قابلتان v و u
u
v

لاق
نط
الإ

ـلة
رحــ

مـــــ
ف ر

ـــــــــــا
عــــــــــ
مـــــــــــ

ـــاء
ـــــــــــــــــ
ةبــــ

رحل
م
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نتائج

R ʄعڴ للإشتقاق قابلة اݍݰدود كث؈فات -الدوال
Ȗعرʈفɺا مجموعة ʏࢭ محتوى مجال ɠل ʄعڴ للإشتقاق قابلة الناطقة -الدوال

أمـثلة

أمـثلة

بـ: ]0;+∞[ ʄعڴ المعرفة التالية الدوال مشتقة -لنع؈ن
f (x) =

x2 + 3
2x

¸ f (x) = (x − 2)
√

x · f (x) = x4 − 2x3 + 4x2 − 8 ¶

الحـــل
f ′(x) =

2x2 − 6
4x2 ¸ f ′(x) =

2x − 2√
x

· f ′(x) = 4x3 − 6x2 + 8x ¶

مـــبرهنة

R من I مجال ʄعڴ للإشتقاق قابلة دالة u ، a ̸= 0 مع حقيقيان عددان b و a -
. I ʄإڲ يɴت׿ܣ ax + b : حيث xاݍݰقيقية الأعداد من المɢون اݝݨال J ليكن

f ′(x) = au′(ax + b) : ولدينا J ʄعڴ للإشتقاق قابلة f : 7→ u(ax + b) -الدالة

أمــثلة

أمــثلة

f ′(x) = a cos(ax + b) ولدينا: R ʄعڴ للإشتقاق قابلة sin(ax + b) : بـ R ʄعڴ معرفة دالة f -
f ′(x) = −a sin(ax + b) ولدينا: R ʄعڴ للإشتقاق قابلة cos(ax + b) : بـ R ʄعڴ معرفة دالة f -

f ′(x) = na(ax + b)n−1 ولدينا: R ʄعڴ للإشتقاق قابلة (ax + b)n : بـ R ʄعڴ معرفة دالة f -

f (x) =
2x − 1
x2 + 1

بـ: R ʄعڴ المعرفة f الدالة لتكن : تطبيق
f الدالة مشتقة ع؈ن 1

h(x) = g(3x − 1) و g(x) = f (−x) بـ: R ʄعڴ المعرفت؈ن الدالت؈ن h و g لتكن 2
h(x) و g(x) Ȗع؈ن دون h′(x) و g′(x) -ع؈ن

الحـــل

حيث f ′ المشتقة ودالْڈا R ʄعڴ للإشتقاق قابلة f الدالة 1

f ′(x) =
(2x − 1)′(x2 + 1)− (x2 + 1)′(2x − 1)

(x2 + 1)2 =
2x2 + 2 − 4x2 + 2

(x2 + 1)2 =
−2x2 + 2x + 2

(x2 + 1)2

g′(x) = − f ′(−x) =
2x2 + 2x − 2
(x2 + 1)2 : حيث g′ المشتقة ودالْڈا R ʄعڴ للإشتقاق قابلة g -الدالة 2

: حيث h′ المشتقة ودالْڈا R ʄعڴ للإشتقاق قابلة h -الدالة
h′(x) = 3g′(3x − 1) =

2(3x − 1)2 + 2(3x − 1)− 2
((3x − 1)2 + 1)2 =

18x2 + 4x − 2
(9x2 − 6x + 2)2

60 − 59 صفحة 24 و 17 و 13 تمرʈن منزلية: تمارين

: الدرس سير حول ملاحظات
......................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................
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المحفـوظ فراحتية : الأستـاذ 06 رقـــــم مـــذكـــرة

الإستمرارʈة و الإشتقاقية التعلمية: الوحدة
التحليل التعلم: ميدان

مركب الدالة حسابمشتق : الحصة موضوع

−المعاضيد بولعيد بن مصطفى الشɺيد : ثانوية
رʈا 3 + ر ت 3 عت+ 3 : المستوى

� ونصف. ســـاعة : المدة

المألوفة دوال حسابمشتقة : القبليـــة المكتسبـات
u(x)n ، 1

u(x)n ،√u(x) ، مركب :الدالة حسابمشتق : المستهدفة الكفاءات
،الأن؅فنت المدرســي الكتاب : المراجع

المــدة اــلدرس عناصــر المــراحل

x 7→ f (ax + b) الدوال مشتقات و دالة تركيب و دالة بتفكيك التذك؈ف : النفسية -التهيئة

مقترح نشاط
. g(x) = x + 3 و f (x) = x2 − 1 : ʏكمايڴ R ʄعڴ معرفتان دالتان g و f

. ( f ◦ g)(x) الدالة عبارة ع؈ّن 1

.( f ◦ g)′(x) و g′(x) ، f ′(x)أحسب 2

g′(x) f ′(g(x)) و ( f ◦ g)′(x) ب؈ن قارن 3

النشاط مناقشة
.( f ◦ g)(x) = f (g(x)) = f (x + 3) : -لدينا

.( f ◦ g)(x) = (x + 3)2 − 1 = x2 − 6x + 8 إذن
. ( f ◦ g)′(x) = 2x + 6 و g′(x) = 1 و f ′(x) = 2x -لدينا:

g′(x) f ′(g(x)) و ( f ◦ g)′(x) ب؈ن -المقارنة
g′(x) f ′(g(x)) = 1 f ′(x + 3) = 1[2(x + 3)] = 2x + 6 لدينا:

( f ◦ g)′(x) = g′(x) f ′(g(x)) : ومنھ

مركب الدالة مشتق

مبرهنــة

الدالة فإن u(I) ʄعڴ الإشتقاق v الدالة قبلت إذا و ، R من I اݝݨال ʄعڴ الإشتقاق u الدالة قبلت -إذا
[v (u(x))]′ = u′(x)v′ (u(x)) I من x ɠل أجل من لدينا و ، I ʄعڴ للإشتقاق قابلة v ◦ u

مــــثال

مــــثال

. f (x) =
√

x2 + 1 : ʏكمايڴ R ʄالمعرفةعڴ f العددية الدالة لتكن
. v(x) =

√
x و u(x) = x2 + 1 : -نضع

. v′(x) =
1

2
√

x
و u′(x) = 2x لدينا: . [v (u(x))]′ = u′(x)v′ (u(x)) و f (x) = (v ◦ u)(x) : ومنھ

f ′(x) = 2x · 1
2
√

x2 + 1
=

x
2
√

x2 + 1
إذن

لاق
نط
الإ

ـلة
رحــ

مـــــ
ف ر

ـــــــــــا
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ةبــــ
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المتتابعة المشتقات
تعريفتعريف

اݝݨال. ɸذا ʄعڴ المشتقة دالْڈا f ′ ، R من I مفتوح مجال ʄعڴ للإشتقاق قابلة دالة f
و f للدالة الثانية المشتقة الدالة Ȗس׿ܢ ( f ′)′ المشتقة دالْڈا فإن I مجال ʄعڴ للإشتقاق قابلة f ′ ɠانت -إذا

. f (2) أو f ′′ بالرمز لɺا يرمز
. f (n) بالرمز لɺا يرمز النونية المشتقة دالْڈا فإن مرة n للإشتقاق قابلة f الدالة ɠانت إذا وɸكذا

مثـــال

مثـــال

f (x) = x4 − 2x3 + x − 1 بـ: R ʄعڴ المعرفة f الدالة لتكن
f (4)(x) = 24 و f (3)(x) = 24x ، f ′′(x) = 12x2 − 6 ، f ′(x) = 4x3 − 6x + 1 لدينا:

. معدوم غ؈ف ʏطبيڥ عدد n ، دالة f مــــلاحظة:
n العدد قوى f الدالة ʏۂ f n -

النونية) (المشتقة n الرتبة ذات مشتقة ʏۂ f (n) -

f (x) = cos x : ʏكمايڴ R ʄعڴ المعرفة f الدالة لتكن : تطبيق
. f (5) و f (4) ، f ′′′ ، f ′′ ، f ′ المتتاȊعة المشتقة الدوال ع؈ّن 1

.n المرتبة ذات المشتقة f (n)(x) عبارة n ʏالطبيڥ العدد قيم خمنحسب 2

الحـــل
المتتاȊعة المشتقة الدوال ¶Ȗعي؈ن

f (4) = cos(x) ، f ′′′(x) = sin(x) ، f ′′(x) = − cos(x) ، f ′(x) = − sin(x) : لدينا R من x أجل من
f (5) = − sin(x)

f (n)(x) عبارة n ʏالطبيڥ العدد قيم تخم؈نحسب ·
k ∈ N حيث f (2k+1)(x) = (−1)k+1 sin(x) : نجد n = 2k + 1 أجل -من

k ∈ N حيث f (2k+2)(x) = (−1)k+1 cos(x) : نجد n = 2k أجل -من

التطبيقات

x 7→
√

u(x) الدالة ¶مشتقة

مبرهنــة

u√قابلة الدالة فإن I ʄعڴ تماما موجبة u ɠانت و R من I اݝݨال ʄعڴ للإشتقاق قابلة u الدالة ɠانت √)-إذا
u(x)

)′
=

u′(x)
2
√

u(x)
I من x ɠل أجل من ولدينا ، I ʄعڴ للإشتقاق

ف ر
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■

البــــرهـــان
f (x) = v ◦ u ومنھ v(x) =

√
x و f (x) =

√
u(x) نضع

u(x) ∈ ]0;+∞[ أي u(x) > 0 أي وموجبة R من I ʄعڴ للإشتقاق قابلة u لدينا
v′(x) =

1
2
√

x
لكن f ′(x) = u′(x)× v′ (u(x)) : حيث f ′ المشتقة دالْڈا و I ʄعڴ للإشتقاق قابلة f إذن

f ′(x) =
u′(x)

2
√

u(x)
ومنھ

مـــثال

مـــثال

f (x) =
√

x2 − 2x + 5 بـ: R ʄعڴ المعرفة f العددية الدالة لتكن
f ′(x) =

2x − 2
2
√

x2 − 2x + 5
=

x − 1√
x2 − 2x + 5

-لدينا:

x 7→ (u(x))n الدالة ·مشتقة

مبرهنــة

فإن R من I ʄعڴ للإشتقاق قابلة u الدالة ɠانت إذا ، 1 يختلفعن و معدوم غ؈ف ʏطبيڥ عدد n -

(u(x)n)′ = nu′(x) (u(x))n−1 I من x ɠل أجل من : ولدينا I ʄعڴ للإشتقاق قابلة un الدالة

■

البــــرهـــان
f (x) = v ◦ u ومنھ v(x) = xn و f (x) = (u(x))n نضع

R من I اݝݨال ʄعڴ للإشتقاق قابلة u الدالة
R ʄعڴ للإشتقاق قابلة v الدالة

دوما) محققة u(x) ∈ R) R من x ɠل أجل من ولدينا
I ʄعڴ للإشتقاق قابلة f إذن

v′(x) = nxn−1 لكن f ′(x) = ((v ◦ u)(x))′ = u′(x)v′ (u(x)) I من x ɠل أجل من
f ′(x) = nu′(x)u(x)n−1 ومنھ v′ (u(x)) = n (u(x))n−1 ومنھ

مـــثال

مـــثال

. f (x) = (x4 + 2x)6 بـ: R ʄعڴ المعرفة العددية الدالة f لتكن
f ′(x) = (24x2 + 12)(x4 + 2x)5 : أي f ′(x) = 6(4x3 + 2)(x4 + 2x)5 : لدينا

x 7→ 1
(u(x))n الدالة ¸مشتقة

مبرهنــة

ʄعڴ تنعدم لا u ɠانت و R من I اݝݨال ʄعڴ للإشتقاق قابلة دالة u ɠانت إذا ، معدوم غ؈ف ʏطبيڥ عدد n -(
1

u(x)n

)′
= − nu′(x)

(u(x))n+1 I من x ɠل أجل من ولدينا: I ʄعڴ للإشتقاق قابلة 1
un الدالة فإن I

ف ر
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■

البــــرهـــان

f (x) =
1

(u(x))n : نضع

v(x) =
1
x
: حيث f = v ◦ u : لدينا

م؄فɸنة حسب ومنھ I ʄعڴ تنعدم ولا I ʄعڴ للإشتقاق قابلة x 7→ (u(x))n ومنھ I ʄعڴ للإشتقاق قابلة u الدالة
للإشتقاق قابلة مقلوب مشتقة

حيث f ′ المشتقة دالْڈا و I ʄعڴ للإشتقاق قابلة f أي I ʄعڴ للإشتقاق قابلة 1
(u(x))n

f ′(x) = u′(x)v′ (u(x))

= − (u(x)n)′

(u(x)n)2

= −nu′(x)u(x)n−1

(u(x))2n

= − nu′(x)
u(x)2nu(x)−n+1

= − nu′(x)
u(x)2n−n+1

= − nu′(x)

(u(x))n+1

f ′(x) = − nu′(x)

(u(x))n+1 ومنھ

مـــثال

مـــثال

f (x) =
1

(x2 + 3)3 :ʏكمايڴ R ʄعڴ المعرفة العددية الدالة f لتكن

f ′(x) = − 6x
(x2 + 3)4 : لدينا

61 صفحة 40 تمرʈن ++ 66 صفحة 78 تمرʈن منزلية: تمارين

: الدرس سير حول ملاحظات
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المحفـوظ فراحتية : الأستـاذ 07 رقـــــم مـــذكـــرة

الإستمرارʈة و الإشتقاقية التعلمية: الوحدة
التحليل التعلم: ميدان

الإشتقاقية تطبيقات : الحصة موضوع

−المعاضيد بولعيد بن مصطفى الشɺيد : ثانوية
رʈا 3 + ر ت 3 عت+ 3 : المستوى

� ســـاعة 1 : المدة

المألوفة دوال حسابمشتقة : القبليـــة المكتسبـات
المشتقة الدالة بإستعمال دالة Ȗغ؈ف إتجاه : المستهدفة الكفاءات

،الأن؅فنت المدرســي الكتاب : المراجع

المــدة اــلدرس عناصــر المــراحل

: النفسية -التهيئة

مقترح نشاط

−2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

(
C f

)

(
C′

f

)
O

x

y
ودالْڈا f الدالة منحۚܢ (C′

f ) و (C f الشɢلالمقابل( ʏࢭ
f ′ المشتقة

: ʏالتاڲ اݍݨدول أتمم 1

f الدالة Ȗغ؈فات f ′(x) إشارة اݝݨال
I = [−2;−1]

J = [−1; 1]

k = [−1; 3]

بتغ؈فات f ′(x) ترȋطإشارة الۘܣ باݍݵاصية ذكر 2
f الدالة

دالة تغير إتجاه
التغير إتجاه و ¶المشتقة

مبرهنــة

R من D f مجال ʄعڴ للإشتقاق قابلة دالة f -
. D f ʄعڴ تماما م؅قايدة f الدالة فإن f ′(x) > 0 ، D f من x ɠل أجل من ɠان -إذا

. D f ʄعڴ تماما متناقصة f الدالة فإن f ′(x) < 0 ، D f من x ɠل أجل من ɠان -إذا
. D f ʄعڴ ثابتة f الدالة فإن f ′(x) = 0 ، D f من x ɠل أجل من ɠان -إذا

f (x) = (x2 − 4)2 بـ: R ʄعڴ المعرفة f الدالة : تطبيق
f الدالة Ȗغ؈ف -أدرسإتجاه

لاق
نط
الإ

ـلة
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ف ر
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الحـــل
f ′(x) = 2(2x)(x2 − حيث(4 f ′ المشتقة ودالْڈا R ʄعڴ للإشتقاق قابلة دالة f

x

4x

x2 − 4

f ′(x)

−∞ −2 0 2 +∞

− − 0 + +

+ 0 − − +

− 0 + 0 − 0 +

[0; 2] و ]− ∞;−2] اݝݨال؈ن ʄعڴ تماما متناقصة و [2;+∞[ و [−2; 0] اݝݨال؈ن ʄعڴ تماما م؅قايدة f الدالة

مــــلاحظة:
D f اݝݨال ʄعڴ تماما متناقصة أو تماما م؅قايدة ɠانت إذا ، D f اݝݨال ʄعڴ تماما رتʋبة f الدالة أنّ -نقول

المذɠور اݝݨال ʏࢭ معزولة قيم أجل من المشتقة إɲعدمت إذا ܵݰيحة الم؄فɸنة ɸذه -تبقى

مــثال

مــثال

f (x) = x3 بـ R ʄعڴ المعرفة الدالة
3x2 المشتقة ودالْڈا R ʄعڴ للإشتقاق قابلة f الدالة

x

f ′(x)

−∞ 0 +∞

+ +

{0} ʏۂ و منْڈية مجموعة f ′(x) = 0 المعادلة حلول مجموعة لأن ، R ʄعڴ تماما م؅قايدة f ومنھ

: تطبيق
f (x) = x3 − 3x2 + 4 بـ: R المعرفة الدالة f لتكن

. f أحسب(1−) ، f الدالة Ȗغ؈ف أدرسإتجاه 1

. R ʄعڴ f (x) إشارة إستɴتج ثم f الدالة Ȗغ؈فات جدول شɢل 2

g(x) =
1
2
− 3x − 4

x
بـ ]− ∞; 0[ ʄعڴ المعرفة g الدالة Ȗغ؈ف أدرسإتجاه 1 سؤال بإستعمال 3

الحـــل

f الدالة Ȗغ؈ف إتجاه دراسة 1
f ′(x) = 3x2 − 6x = 3x(x − حيث(2 f ′ المشتقة ودالْڈا R ʄعڴ للإشتقاق قابلة f الدالة

f ′(x) إشارة جدول

x

f ′(x)

−∞ 0 2 +∞

+ 0 − 0 +

[0; 2] اݝݨال ʄعڴ متناقصة و [2;+∞[ و ]− ∞; 0[ اݝݨال؈ن ʄعڴ تماما م؅قايدة f ومنھ
f حساب(1−)

f (−1) = (−1)3 − 3(−1)2 + 4 = 1 − 3 + 4 = 0

f الدالة ٰڈايات
lim

x→−∞
f (x) = lim

x→−∞
(x3) = −∞ lim

x→+∞
f (x) = lim

x→+∞
(x3) = +∞
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f الدالة Ȗغ؈فات جدول 2

x

f ′(x)

f

−∞ 0 2 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

44

00

+∞+∞

−1

0

محلية حدية قيمة f (0) و f للدالة صغرى محلية حدية قيمة f (2) أنّ ɲستɴتج f التغ؈فات جدول من •
fللدالة عظ׿ܢ

f (x) إشارة
x

f ′(x)

−∞ −1 2 +∞

− 0 + 0 +

g الدالة Ȗغ؈ف إتجاه دراسة 3

ومنھ g′(x) = x − 3 +
4
x2 : حيث g′ المشتقة دالْڈا و ]− ∞; 0[ اݝݨال ʄعڴ للإشتقاق قابلة g الدالة

g′(x) =
x3 − 3x2 + 4

x2 =
f (x)
x2

g′(x) إشارة
f (x) نفسإشارة من g′(x) إشارة

x

f ′(x)

−∞ −1 0

− 0 +

]− ∞;−1] اݝݨال ʄعڴ تماما متناقصة و [−1; 0[ اݝݨال ʄعڴ تماما م؅قايدة g الدالة ومنھ

36 − 37 صفحة 13 و 12 و 11 تمرʈن منزلية: تمارين

: الدرس سير حول ملاحظات
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......................................................................................................................................................................
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المحفـوظ فراحتية : الأستـاذ 08 رقـــــم مـــذكـــرة

الإستمرارʈة و الإشتقاقية التعلمية: الوحدة
التحليل التعلم: ميدان

الإشتقاقية(تاȊع) تطبيقات : الحصة موضوع

المعاضيد − بولعيد بن مصطفى الشɺيد : ثانوية
رʈا 3 + ر ت 3 + ت ع 3 : المستوى

� ســـاعة 1 : المدة

المألوفة دوال حسابمشتقة : القبليـــة المكتسبـات
إȖعطاف نقطة لدالة، اݝݰلية اݍݰدية قيم : المستهدفة الكفاءات

،الأن؅فنت المدرســي الكتاب : المراجع

المــدة اــلدرس عناصــر المــراحل

: النفسية -التهيئة
المحلية: الحدية القيم

تعريفتعريف

. I من حقيقي عدد x0 و R من I مجال ʄعڴ معرفة دالة f
x0 ʇشمل و I ʏࢭ محتوي I′ مفتوح مجال يوجد أنھ ʇعۚܣ f للدالة عظ׿ܢ محلية حدية قيمة f (x0) -

f (x) ≤ f (x0) : I′ من x ɠل أجل من بحيث
x0 ʇشمل و I ʏࢭ محتوي I′ مفتوح مجال يوجد أنھ ʇعۚܣ f للدالة صغرى محلية حدية قيمة f (x0) -

f (x0) ≤ f (x) : I′ من x ɠل أجل من بحيث
صغرى أو عظ׿ܢ حدية قيمة f (x0) أن: ʇعۚܣ للدالة محلية حدية قيمة f (x0) -

مـــثال

مـــثال

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−2

−1

1

2

3

4

5

6

7

(
C f

)

O i⃗

j⃗

27
5

−1

x

y

[−4; 4] اݝݨال ʄعڴ المعرفة الدالة f لتكن
f (x) =

1
5
(
x3 + 3x2 − 9x

) بـ:
المقابل الشɢل ʏࢭ ݳ موܷ (

C f
) تمثيلɺا

للدالة عظ׿ܢ محلية حدية قيمة ʏۂ 27
5

: أنّ نلاحظ
للدالة صغرى محلية حدية قيمة −1 و x0 = −3 عند

x1 = 1 عند

مبرهنــة

. المشتقة دالْڈا f ′ و I مجال ʄعڴ للإشتقاق قابلة و معرفة f الدالة لتكن -
ʇشمل I ʏࢭ محتوى I′ مفتوح مجال يوجد فإنھ إشارٮڈا مغ؈فة I من x0 قيمة عند f ′ المشتقة الدالة إɲعدمت إذا

.x0

. محلية حدية قيمة f (x0) Ȗس׿ܢ ، f (x0) حدية قيمة f فيھ تقبل

لاق
نط

الإ
ـلة

رحــ
مـــــ

ف ر
ـــــــــــا
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−1 1 2 3 4 5

−1

1

2

3

4

(
C f

)

O i⃗

j⃗

x0

x0 + αx0 − α I′

f (x0)

x

y

f (x0) ≤ f (x) : I′ من x ɠل أجل من

−1 1 2 3 4 5

−1

1

2

3

4

(
C f

)

O i⃗

j⃗

x0

x0 + αx0 − α I′

f (x0)

x

y

f (x) ≤ f (x0) : I′ من x ɠل أجل من

مــــلاحظة:
الفواصل محور ݍݰامل موازʈا النقطة ɸذه عند المماس و (الذروة) حدية نقطة Ȗس׿ܢ (x0; f (x0)) النقطة ¶

. y = f (x0) ʏۂ معادلتھ
f ′(x0) = 0 فإن: x0 عند محلية حدية قيمة f قبلت إذا ·

إنعطاف: نقطة

−1 1 2 3 4 5

−1

1

2

3

4

(
C f

)

O i⃗

j⃗

x

y

تعريفتعريف

الۘܣ النقطة ʏۂ الإɲعطاف نقطة
البياɲي المنحۚܢ المماس فٕڈا يخ؅فق

مبرهنــة

إɲعطاف نقطة يقبل (C f
) المنحۚܢ فإن الإشارة Ȗغ؈ف مع x0 عند f ′′ الثانية المشتقة الدالة إɲعدمت إذا -

.x0 فاصلْڈا
إɲعطاف نقطة يقبل (C f

) المنحۚܢ فإن الإشارة Ȗغ؈ف دون x0 عند f ′ ʄالأوڲ المشتقة الدالة إɲعدمت إذا
.x0 فاصلْڈا

مــثال

مــثال

إشارٮڈا Ȗغ؈ف ولا x0 = 0 عند تنعدم ʄالأوڲ مشتقْڈا f (x) = x3 بـ: R ʄعڴ المعرفة الدالة -(
C f

) للمنحۚܢ إɲعطاف نقطة A (0; f (0)) النقطة إذن
إشارٮڈا. وȖغ؈ف x0 = 1 عند تنعدم الثانية مشتقْڈا g(x) = x3 − 3x2 + 1 بـ: R ʄعڴ المعرفة الدالة -(

Cg
) للمنحۚܢ إɲعطاف نقطة A (0; g(0)) النقطة إذن

65 صفحة 70 و 64 صفحة 67 تمرʈن منزلية: تمارين

: الدرس سير حول ملاحظات
......................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................
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المحفـوظ فراحتية : الأستـاذ 09 رقـــــم مـــذكـــرة

الإستمرارʈة و الإشتقاقية التعلمية: الوحدة
التحليل التعلم: ميدان

التألفي التقرʈب : الحصة موضوع

−المعاضيد بولعيد بن مصطفى الشɺيد : ثانوية
رʈا 3 + ر ت 3 عت+ 3 : المستوى

� ســـاعة 1 : المدة

المألوفة دوال حسابمشتقة : القبليـــة المكتسبـات
مشكلات ݍݰل توظيفالمشتقات : المستهدفة الكفاءات

،الأن؅فنت المدرســي الكتاب : المراجع

المــدة اــلدرس عناصــر المــراحل

. x0 اݍݰقيقي عدد بجوار لدالة تألفي تقرʈب بأحسن التذك؈ف : النفسية -التهيئة

التألفي التقريب
خــاصية

. R من I مفتوح مجال ʄعڴ معرفة دالة f -
I ʄإڲ يɴت׿ܣ x + h حيث h حقيقي عدد ɠل أجل بحيثمن ε دالة توجد فإنھ I من x عند الاشتقاق f قبلت إذا

. lim
h→0

ε(h) = 0 مع f (x + h) = f (x) + h f ′(x) + hε(h) لدينا:
f (x) + h f ′(x) ʇس׿ܢ f (x + h) ≈ f (x) + h f ′(x) نكتبعندئذ: 0 قرʈبمن h أجل من

. fبالدالة المرفق ،0 قرʈبمن h أجل من f (x + h) لِـ التآلفي التقرʈب

■

البــــرهـــان

lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
= f ′(x0) ومنھ x0 عند للإشتقاق قابلة f لدينا و I من x0 ليكن

lim
h→0

ε(h) = f ′(x0)− f ′(x0) = 0 لدينا: يɢون ε(h) =
f (x0 + h)− f (x0)

h
− f ′(x0) : بوضع

f (x0 + h) = f (x0) + h f ′(x0) + hε(h) ومنھ f (x0 + h)− f (x0)

h
= ε(h) + f ′(x0) إذن:

مـــثال

مـــثال

. f (x) =
x − 2
x2 + 1

بـ: R ʄعڴ المعرفة العددية الدالة f لتكن
. f (1, 0001) للعدد 10−2 ʄإڲ المقرȋة القيمة لنحسب f للدالة التألفي التقرʈب -بإستعمال

. f ′(1) = 1 و f (1) = −1
2
، f ′(x) =

−x2 + 4x + 1
(x2 + 1)2 لدينا:

f (1, 0001) ≈ −0, 50 ومنھ f (1, 0001) = f (1 + 0, 0001) ≈ f (1) + 0, 0001 f ′(1) ومنھ

مــــلاحظة:
. f (x) ≈ f ′(x0)(x − x0) + f (x0) :ʏالتاڲɠ يصبح f للدالة تألفي تقرʈب أحسن x = x0 + h -بوضع

مـــثال

مـــثال

.x 7→ 1
2

x + 1 تألفية دالة ʏۂ 0 بجوار x 7→
√

x + 1 للدالة تألفي تقرʈب أحسن

0 x√بجوار + 1 ≈ 1
2

x + 1 : ونكتب

لاق
نط
الإ

ـلة
رحــ

مـــــ
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اولر ¶طريقة

1 2 3 4

1

2

3

4

5

(
C f

)

h

h
f′
(x

0)

h

h
f′
(x

1)h

h
f′
(x

2)h
h

f′
(x

3)

h

h
f′
(x

4)

h

h
f′
(x

5)

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6

A0

A1

A2

A3

A4

A5

A6

O

x

y
بيانية تمثيلات باɲشاء أولر طرʈقة Ȗسمح
،y0 = f (x0) و f ′ بمعرفة f لدالة تقرȎʈية
التآلفي التقرʈب ʄعڴ الطرʈقة ɸذه ترتكز
لدينا 0 من قرʈب h أجل من بحيث f للدالة

f (x0 + h) ≈ f (x0) + h f ′(x0) :
النقطة نɴآۜܣء A0(x0; f (x0)) من انطلاقا

x1 = x0 + h : حيث A1(x1; f (x1))

أن وȋما y1 = f (x0) + h f ′(x0) و
من f (x0 + h) ≈ f (x0) + h f ′(x0)

قرʈبة A1(x1; f (x1))فإن قرʈبمن0 hأجل
f الدالة Cمنحۚܢ fمن

A1 من انطلاقا إɲشاء يمكن الطرʈقة بنفس
،A2(x1 + h, f (x1) + h f ′(x1)) النقطة
حيث An(xn, yn)النقط إɲشاء يمكن وɸكذا

و xn = xn−1 + h
،n ⪰ 1 مع yn = f (xn−1) + h f ′(xn−1)

ʄعڴ نحصل ....،A2 ، A1 ، A0 النقط برȋط
h بإختيار مرتبط f للدالة تقرʈۗܣ بياɲي تمثيل
أقرب ɠانتاݍݵطوة وɠلما اݍݵطوة الذيʇس׿ܢ

دقة أك؆ف تمثيل ʄعڴ نحصل الصفر ʄإڲ

التفاضلية ·الكتابة
f (x + h)− f (x) = h f ′(x)+ hg(h) : المساواة تكتب ∆y = f (x + h)− f (x) و ∆x = (x + h)− x بوضع

0 من قرʈبا ∆x يɢون عندما ∆y ≈ f ′(x)∆x : التآلفي التقرʈب y∆ومنھ = f ′(x)∆x + ∆xg(∆x) : ʏيڴ كما
الف؈قيائية العلوم ʏࢭ ال؅فم؈ق ɸذا ʇستعمل dy = f ′(x)dy أو f ′(x) =

dy
dx

: التالية التفاضلية الصياغة نصطݏݳ

f (n) من بدلا dn f
dxn وɸكذا f ” من بدلا d2 f

dx2 و f ′ من dبدلا f
dx

نكتب عامة وȋصفة
تطبيقي ¸مثال

f ′(x) =
√

x و f (1) = 1 حيث [0; 5] اݝݨال ʄعڴ f للدالة أولر بطرʈقة تقرʈۗܣ منحۚܢ أɲآۜܡ
[0; 5] اݝݨال بمܦݳ نقوم و h = 0, 5 اݍݵطوة مثلا نختار

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

6

7

8

(
C f

)

A0 A1
A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

A9

A10

O

x

y
الإحداثيات ذات النقطة A1 ولتكن A0(0; 1) لتكن

(0, 5; f (0, 5)) أي (0 + 0, 5; f (0 + 0, 5))
f (0, 5) ≈ f (0 + 0, 5) + 0, 5 f ′(0) ≈ 1 + 0, 5(0) ≈ 1 لدينا:

A1(0, 5; 1) ومنھ
A2(0, 5 + 0, 5; f (0, 5 + 0, 5)) لتكن

f (0, 5 + 0, 5) ≈ f (0, 5) + (0, 5) f ′(0, 5) ≈ 1, 35
A2(1; 1, 35) : ومنھ

A3(1, 5; f (1, 5)) لتكن
f (1, 5) = f (1 + 0, 5) ≈ f (1) + (0, 5) f ′(1) ≈ 1, 85

A3(1, 5; 1, 85) : ومنھ
A4(2; f (2)) لتكن

f (2) = f (1, 5 + 0, 5) ≈ f (1, 5) + (0, 5) f ′(1, 5) ≈ 1, 85
A4(2; 2, 46) : ومنھ

A5(2, 5; f (2, 5)) لتكن
f (2, 5) = f (2 + 0, 5) ≈ f (2) + (0, 5) f ′(2) ≈ 3, 16

A5(2, 5; 3, 16) : ومنھ
A6(3; f (3)) لتكن

f (3) = f (2, 5 + 0, 5) ≈ f (2, 5) + (0, 5) f ′(2, 5) ≈ 3, 95
A6(3; 3, 95) : ومنھ
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A7(3, 5; 4, 81) : ومنھ f (3, 5) = f (3 + 0, 5) ≈ f (3) + (0, 5) f ′(3) ≈ 4, 81 ، A7(3, 5; f (3, 5)) لتكن
A8(4; 5, 74) : ومنھ f (4) = f (3, 5 + 0, 5) ≈ f (3, 5) + (0, 5) f ′(3, 5) ≈ 5, 74 ، A8(4; f (4)) لتكن

A9(4, 5; 6, 74) : ومنھ f (4, 5) = f (4 + 0, 5) ≈ f (4) + (0, 5) f ′(4) ≈ 6, 74 ، A9(4, 5; f (4, 5)) لتكن
A10(5; 7, 81) : ومنھ f (5) = f (4, 5 + 0, 5) ≈ f (4, 5) + (0, 5) f ′(4, 5) ≈ 7, 81 ، A10(5; f (5)) لتكن

: الدرس سير حول ملاحظات
......................................................................................................................................................................
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......................................................................................................................................................................
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المحفـوظ فراحتية : الأستـاذ 10 رقـــــم مـــذكـــرة

الإستمرارʈة و الإشتقاقية التعلمية: الوحدة
التحليل التعلم: ميدان

ݍݰل المشتقات توظيف : الحصة موضوع 
المشكلات

−المعاضيد بولعيد بن مصطفى الشɺيد : ثانوية
رʈا 3 + ر ت 3 عت+ 3 : المستوى

� ســـاعة 2 : المدة

العددية الدوال حول أولية مفاɸيم : القبليـــة المكتسبـات
،الصماء ناطقة اݍݰدود، كث؈ف دوال Ȗغ؈ف إتجاه دراسة : المستهدفة الكفاءات

،الأن؅فنت المدرســي الكتاب : المراجع

صماء: دالة ¶دراسة

. g(x) = 2 − x2
√

x2 − 1 : بــ D = ]−∞;−1]∪ [1;+∞[ اݝݨال ʄعڴ المعرفة g الدالة لتكن (I
. المقابل

(
O; i⃗, j⃗

)
والمتجاɲس المتعامد المعلم ʏࢭ البياɲي تمثيلɺا (Cg)

. g
(
−
√

2
)
و g

(√
2
)
: اُحسب 1

: بيانية بقراءة 2

. lim
x→+∞

g(x) و lim
x→−∞

g(x) : ع؈ّن - أ

R؟ ʄعڴ مستمرة g الدالة ɸل - ب
. برّر ؟ اليم؈ن من 1 عند للإشتقاق قابلة g الدالة ɸل - ج

. x قيم حسب g(x) إشارة ع؈ّن - د

]−∞;−1]∪ [1;+∞[ اݝݨال ʄعڴ المعرفة f الدالة لتكن (I I

. f (x) =
2
√

x2 − 1
x

− x + 1 : بــ
.
(

O; i⃗, j⃗
)
ومتجاɲس متعامد معلم ʏࢭ البياɲي تمثيلɺا (C f ) وليكن

اليم؈ن من 1 القيمة عند f الدالة اشتقاق اُدرسقابلية - أ 1
بيانيًا. النتائج فسّر . الʋسار 1−من القيمة وعند

. lim
x→+∞

f (x) و lim
x→−∞

f (x)اُحسب - ب

. f ′(x) =
g(x)

x2
√

x2 − 1
: x ∈ ]−∞;−1]∪ [1;+∞[ ɠل أجل من أنھ ب؈ّن 2

. f الدالة Ȗغ؈فات جدول أɲآۜܡ 3

. (C f ) لـ تناظر مركز ʏۂ I(0, 1) النقطة أن ب؈ّن 4

. (C f ) أɲآۜܡ 5

−2 −1 1 2

−3

−2

−1

1

2

O

(Cg)

x

y

1



: ناطقة دالة + الحدود كثيرة دالة ·دراسة
: ʏيڴ Rكما ʄعڴ المعرفة g الدالة ɲعت؄ف

g(x) = x3 − x2 + 3x + 1

. g الدالة اُدرسȖغ؈فات 1

α وحيدًا حلاً تقبل g(x) = 0 المعادلة أن ب؈ّن 2
. [−1; 0] اݝݨال ʏࢭ

. x قيم حسب g(x) اِشارة ع؈ّن 3

. α2 = −3 − 4
α − 1

: أن ب؈ّن 4

: الثاني الجزء

. f (x) =
x3 + x − 2

x2 + 1
Rبــ: ʄعڴ المعرفة f الدالة ɲعت؄ف

( 2cm الوحدة )
(

O; i⃗; j⃗
)
ومتجاɲس متعامد معلم ʏࢭ f للدالة الممثل ʄالمنڍ (C f )

:Rمن x ɠل أجل من أنھ ب؈ّن 1

f ′(x) =
(x + 1)g(x)
(x2 + 1)2

. f الدالة اُدرسȖغ؈فات ◁

. f (α) = α − 2
α2 + 1

: أن ب؈ّن 2

. α العدد باستعمال f (α) للعدد حصرًا استɴتج ◁

. f (x) = ax + b +
cx + d
x2 + 1

: x ∈ R ɠل أجل بحيثمن d و c ، b ، a الأعداد ع؈ّن 3

. لھ معادلة Ȗعي؈ن يطلب (∆) مائلا مقارȋًا مستقيمًا (C f ) للمنحۚܢ أنّ ب؈ّن أ)

. (∆) المستقيم ʄإڲ بالɴسبة (C f ) اُدرسوضعية ب)

:Rمن x ɠل أجل من أنھ تحقق 4

f ”(x) =
4(−3x2 + 1)
(x2 + 1)3

إحداثياتٕڈما. Ȗعي؈ن يُطلب اɲعطاف نقطۘܣ (C f ) للمنحۚܢ أن ب؈ّن ◁

. 0 فاصلْڈا الۘܣ النقطة عند f للدالة الممثل (C f ) للمنحۚܢ (T)للمماس معادلة اُكتب 5

؟ (∆) والمستقيم (T)للمماس بالɴسبة Ȗستɴتج ماذا ◁

المقارȋة. المستقيمات و (∆) ، (T) ، (C f ) أɲآۜܡ 6

: المعادلة حلول واشارة mعدد اݍݰقيقي الوسيط قيم حسب ناقشبيانيا 7
.m(x2 + 1) + 2 = 0

2



01 رقم التمرين تصحيح
المجال: على المعرفة g الدالة لتكن (I : الأول التمرين

D = ]−∞;−1]∪ [1;+∞[

. g (x) = 2−x2
√

x2 −1 : )بـ
O; i⃗ , j⃗

) والمتجانس المتعامد المعلم في البياني تمثيلها (Cg )

(1

g (
p

2) = 2−
(p

2
)2

√(p
2
)2 −1

= 2−2
p

2−1 = 2−2 = 0

g
(
−p2

)
= 2−

(
−p2

)2
√(

−p2
)2 −1

= 2−2
p

2−1 = 2−2 = 0

: بيانية بقراءة (2

: النهايات تعيين Î

lim
x→−∞g (x) =−∞

lim
x→+∞g (x) =−∞

بدون (Cg ) رسم يمكن لا لأنه R على مستمرة غير g الدالة Î
. R على القلم رفع

.[2;+∞[ و ]−∞;−1] المجال على مستمرة فهي
تقبل لأنها اليمين من −1 عند للإشتقاق قابلة غير g الدالة Î
الأسفل نحو متجه x = 1 معادلته التراتيب لمحور يا مواز مماسًا

: أي
lim
x

>→1

g (x)− g (1)

x −1
=−∞

: x قيم حسب g (x) إشارة تعيين Î

x

g (x)

−∞ −p2 −1 1
p

2 +∞

− 0 + + 0 −

]−∞;−1]∪ [1;+∞[ المجال على المعرفة f الدالة لتكن (II

. f (x) = 2
√

x2 −1

x
−x +1 : بـ

.(O; i⃗ , j⃗
) ومتجانس متعامد معلم في البياني تمثيلها (C f ) وليكن

(1

اليمين: من 1 القيمة عند f الدالة اشتقاق قابلية دراسة Î

lim
x

>→1

f (x)− f (1)

x −1
= lim

x
>→1

2
√

x2 −1

x
−x +1−0

x −1

= lim
x

>→1

2
√

x2 −1

x(x −1)
+ −x +1

x −1

= lim
x

>→1

2
√

x2 −1

x(x −1)
−1

= 0

0
−1 التعيين) عدم (حالة

= lim
x

>→1

2
√

x2 −1

x(x −1)
×

√
x2 −1√
x2 −1

−1

= lim
x

>→1

2(x2 −1)

x(x −1)
√

x2 −1

= lim
x

>→1

2���(x −1) (x +1)

x���(x −1)
√

x2 −1

= 2(2)

0+ =+∞

وتقبل اليمين من 1 عند للإشتقاق قابلة غير f الدالة ومنه
.x = 1 معادلته للأعلى موجه التراتيب لمحور يا مواز مماسا

اليسار: من −1 القيمة عند f الدالة اشتقاق قابلية دراسة

lim
x

<→−1

f (x)− f (−1)

x − (−1)
= lim

x
<→−1

2
√

x2 −1

x
−x +1−2

x +1

= lim
x

<→−1

2
√

x2 −1−x −1

x(x +1)

= lim
x

<→−1

2
√

x2 −1

x(x +1)
+ −x −1

x(x +1)

= lim
x

<→−1

2
√

x2 −1

x(x +1)
− ��x +1

x���(x +1)

= lim
x

<→−1

2
√

x2 −1

x(x +1)
− 1

x

التعيين) عدم (حالة = 0

0
+1

= lim
x

<→−1

2
√

x2 −1

x(x +1)
·
√

x2 −1√
x2 −1

+1

= lim
x

<→−1

2(x −1)���(x +1)

x���(x +1)
√

x2 −1
+1

= 2(−2)

−1(0+)
+1 = 4

0+ +1

=+∞

وتقبل اليسار من −1 عند للإشتقاق قابلة غير f الدالة ومنه
.x =−1 معادلته للأسفل موجه التراتيب لمحور يا مواز مماسا

: lim
x→+∞ f (x) حساب Î

lim
x→+∞ f (x) = lim

x→+∞
2
√

x2 −1

x
−x +1

= +∞
+∞ −∞ التعيين) عدم (حالة

=
2��>

=x
|x|

√
1−

�
�7

0
1

x2

�x
−x +1

= 2 ·1−∞+1 =−∞

: lim
x→−∞ f (x) حساب

lim
x→−∞ f (x) = lim

x→−∞
2
√

x2 −1

x
−x +1

= +∞
−∞ +∞ التعيين) عدم (حالة

=
2��>

=−x
|x|

√
1−

�
�7

0
1

x2

�x
−x +1

=−2 ·1+∞+1 =+∞

x ∈ ]−∞;−1] ∪ [1;+∞[ كل أجل من أنه نبېنّ (2

: f ′(x) = g (x)

x2
√

x2 −1

f ′(x) =
2 · 2x

2
p

x2−1
· x −1 ·2

√
x2 −1

x2
−1

=
2x2p
x2−1

−2
√

x2 −1−x2

x2

=

2x2 −2
√

x2 −1 ·
√

x2 −1−x2 ·
√

x2 −1√
x2 −1
x2

= 2x2 −2(x2 −1)−x2
√

x2 −1

x2
√

x2 −1

f ′(x) = ��2x2 +2���−2x2 −x2
√

x2 −1

x2
√

x2 −1

= 2−x2
√

x2 −1

x2
√

x2 −1
= g (x)

x2
√

x2 −1

: f الدالة تغيرات جدول إنشاء (3

(x2
√

x2 −1 > 0) لأن g (x) إشارة من f ′(x) إشارة
. D f من x كل أجل من

: ومنه
x

g (x)

f ′(x)

f (x)

−∞ −p2 −1 1
p

2 +∞

− 0 + + 0 −

− 0 + + 0 −

+∞+∞

f
(−p2

)
f
(−p2

)

2

00

f
(p

2
)

f
(p

2
)

−∞−∞

: (C f ) لـ تناظر مركز I (0;1) النقطة أن إثبات (4

f (2α−x)+ f (x) = 2β

f (2 ·0−x)+ f (x) = 2 ⇔ f (−x)+ f (x) = 2

2
√

(−x)2 −1

−x
− (−x)+1+ 2

√
x2 −1

x
−x +1

�����
−2

√
x2 −1

x
+�x +1+����2

√
x2 −1

x
��−x +1 = 2

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

O

(
C f

)

p
2

−p 2

I

x

y

1



1

ناطقة حدود+دالة كثيرة دالة دراسة

f (x) = x3 − x2 + 3x + 1 : يلي كما R على المعرفة g الدالة لتكن
: الأول الجزء

: +∞ وعند −∞ عند f الدالة نهايات حساب أ) 1
lim

x→−∞
f (x) = lim

x→−∞

(
x3
)
= −∞

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x3
)
= +∞

g للدالة التغيرات جدول تشكيل ثم اشارتـها ودراسة g′(x) حساب ◀
g′ المشتقة ودالتها R على للاشتقاق قابلة g الدالة

g′(x) = 3x2 − 2x + 3 : بـ معرفة
: اشِارتها دراسة

3x2 − 2x + 3 = 0 أي g′(x) = 0 المعادلة نحل
c = 3 و b = −2 ، a = 3 مع ∆ المميز نحسب

تقبل لا المعادلة وبالتالي ∆ = b2 − 4ac = −32 < 0 لدينا:
. a إشارة من g′(x) وإشارة R في حلول

: لدينا التغيرات: جدول

x

g′(x)

g(x)

−∞ +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

المجال في α وحيدا حلا تقبل g(x) = 0 المعادلة أن تبيان ب)
: [−1; 0]

g(−1)× g(0) < 0 و g(0) = 1 ، g(−1) = −0.07 لدينا
[0; 1] المجال على خاصة وبصفة R على تماما ورتيبة مستمرة دالة g و
حلا تقبل g(x) = 0 المعادلة المتوسطة القيم مبرهنة حسب إذن

0 < α < 1 حيث α وحيدا

: 10−2 سعته α لـ حصر إعطاء ◀
: الحصر مراحل و الخطوات كل فيه نوضح التالي بالجدول نستعين

طوة
الخ

b
a

a+
b

2
g(

a)
g(

b)
g
( a+

b
2

)
سعة

ال
01

−
1

0
−

0.
5

−
4

1
−

0.
88

1
02

−
0.

5
0

−
0.

25
−

0.
88

1
0.

17
0.

5
03

−
0.

5
−

0.
25

−
0.

38
−

0.
88

0.
17

−
0.

34
0.

25
04

−
0.

38
−

0.
25

−
0.

32
−

0.
34

0.
17

−
0.

01
0.

13
05

−
0.

32
−

0.
25

−
0.

29
−

0.
01

0.
17

0.
02

0.
07

06
−

0.
32

−
0.

29
−

0.
31

−
0.

01
0.

02
−

0.
06

0.
03

07
−

03
1

−
0.

29
−

0.
30

−
0.

06
0.

02
−

0.
02

0.
02

08
−

03
0

−
0.

29
−

0.
02

0.
02

0.
01

g(−0.30) = −0.02 أن نلاحظ ومنه
g(a)× g(b) < 0 ومنه g(−0.29) = 0.02 و

: نعتبر أن يمكن وبالتالي
. −0.30 < α < −0.29

: x قيم حسب g(x) إشارة تعيين جـ)
x

g(x)

−∞ α +∞

− 0 +

: α2 = −3 − 4
α − 1

: أن تبيان 2
.g(α) = 0 أن نعلم

α3 − α2 + 3α + 1 = 0 ومنه

: وبالتالي

α3 − α2 = −3α − 1

α2(α − 1) = −3α + 3 − 4

α2(α − 1) = −3(α − 1)− 4

α2 =
−3XXXX(α − 1)
XXXX(α − 1)

− 4
(α − 1)

= −3 − 4
(α − 1)

: الثاني الجزء

f (x) =
x3 + x − 2

x2 + 1
بـ: R على المعرفة f الدالة نعتبر

f ′(x) =
(x + 1)g(x)
(x2 + 1)2 : R من x كل أجل من أنه تبيان 1

: f ′ المشتقة ودالتها R من قيمة كل عند للإشتقاق قابلة f الدالة

f ′(x) =
(x2 + 1)(3x2 + 1)− (x3 + x − 2)(2x)

(x2 + 1)2

=
(3x4 + x2 + 3x2 + 1)− (2x4 + 2x2 − 4x)

(x2 + 1)2

=
3x4 + x2 + 3x2 + 1 − 2x4 − 2x2 + 4x

(x2 + 1)2

=
x4 + 2x2 + 4x + 1

(x2 + 1)2

: أخرى جهة من لدينا

(x + 1)g(x) = (x + 1)(x3 − x2 + 3x + 1)

= x4 − x3 + 3x2 + x + x3 − x2 + 3x + 1

= x4 + 2x2 + 4x + 1

. f ′(x) =
(x + 1)g(x)
(x2 + 1)2 : R من x كل أجل من

نفس من هي f ′(x) إشارة فإن (x2 + 1)2 > 0 أن بما ب)
. −(x + 1)g(x) إشارة



2

x

(x + 1)

g(x)

f ′(x)

−∞ −1 α +∞

− 0 + +

− − 0 +

+ 0 − 0 +

: النهايات حساب -
lim

x→+∞
f (x) = lim

x→+∞

(
x3 + x − 2

x2 + 1

)
= lim

x→+∞

(
x3

x2

)
= lim

x→+∞
(x) = +∞

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

(x) = −∞

: f الدالة تغيرات جدول -
x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 α +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

−2−2

f (α)f (α)

+∞+∞

من x كل أجل من بحيث d و c ، b ، a الحقيقية الأعداد تعيين 2
f (x) = ax + b +

cx + d
x2 + 1

: R

f (x) = ax + b +
cx + d
x2 + 1

=
(ax + b)(x2 + 1) + cx + d

x2 + 1

=
ax3 + bx2 + (a + c)x + b + d

x2 + 1
=

x2 + x − 2
x2 + 1

a = 1

b = 0

1 + c = 1

0 + d = −2

ومنه


a = 1

b = 0

a + c = 1

b + d = −2

نجد: بالمطابقة

f (x) = x − 2
2

x2 + 1
: ومنه


a = 1

b = 0

c = 0

d = −2

: وبالتالي

: معادلته تعيين يطلب (∆) مقاربا مستقيما (C f ) للمنحنى أن نبېنّ أ)
lim

x→+∞

(
1

x2 + 1

)
= 0 و lim

x→−∞

(
1

x2 + 1

)
= 0 لدينا:

للمنحنى مقارب مستقيم y = x المعادلة ذو (∆) فالمستقيم ومنه
. −∞ و +∞ عند (C f )

: (∆) المستقيم إلى بالنسبة (C f ) وضعية دراسة ب)
x ∈ R أجل من لدينا . [ f (x)− y] الفرق إشارة ندرس

f (x)− y = x − 2
x2 + 1

− x

. f (x)− y = − 2
x2 + 1

< 0 ومنه
. (∆) المقارب المستقيم تحت يقع (C f ) المنحنى إذن

: f (α) = α − 2
α2 + 1

أن تبيان 3
f (α) =

α(α2 + 1)− 2
α2 + 1

ومنه f (α) =
α3 + α − 2

α2 + 1
: لدينا

. f (α) = α − 2
α2 + 1

وبالتالي:

.α العدد حصر باستعمال ، f (α) للعدد حصرا استنتاج ◀
−0.30 < α < −0.29 لدينا

(−0.29)2 < α2 < (−0.30)2 ومنه
0.08 < α2 < 0.09 ⇔

1.08 < 1 + α2 < 1.09 ⇔
1

1.09
<

1
α2 + 1

<
1

1.08
⇔

−2
1.08

<
−2

α2 + 1
<

−2
1.09

⇔

−0.30 − −2
1.08

< α − −2
α2 + 1

< −0.29 − −2
1.09

⇔
−2.15 < f (α) < −2.12 وبالتالي:

f ”(x) = 4 × −3x2 + 1
(x2 + 1)3 : R من x كل اجل من أنه تحقق 4

f للدالة الثانية العبارة باستعمال الأولى المشتقة حساب نعيد
f (x) = x − 2

x2 + 1
أي

f ′(x) = 1 − −2 × 2x
(x2 + 1)2 : R من x كل أجل من ومنه

f ′(x) = 1 +
4x

(x2 + 1)2 ومنه
: f ” الثانية المشتقة الآن نحسب

f ”(x) =
(x2 + 1)2.4 − 4x.2x(x2 + 1)

(x2 + 1)4

=
4(x2 + 1)

[
(x2 + 1)− 2x2]

(x2 + 1)4

=
4
[
x2 + x − 4x2]
(x2 + 1)3

= 4 × 1 − 3x2

(x2 + 1)3

إحداثياهما. تعين يطلب انعطاف نقطتي (C f ) للمنحنى أن نبېنّ ◀
−3x2 + 1 = 0 يعني وهذا f ”(x) = 0 المعادلة نحل

c = 1,b = 0,a = −3 مع ∆ = b2 − 4ac المميز نحسب
حلين تقبل المعادلة ، ∆ = 02 − 4(−3)(1) = 12 > 0 ومنه

: x2 ، x1

x1 =
0 −

√
12

2 ×−3
=

−2
√

3
−6

=

√
3

3

x1 =
0 +

√
12

2 ×−3
=

+2
√

3
−6

=
−
√

3
3

: f ”(x) إشارة نستنتج
x

f ”(x)

−∞ −
√

3
3

√
3

3
+∞

− 0 + 0 −

أن نستنتج إشارتها وتغير قيمتين عند تنعدم الثانية المشتقة أن )بما
−

√
3

3 ; f
(
−

√
3

3

)) إحداثياهما انعطاف نقطتي (C f ) √)للمنحنى
3

3 ; f
(√

3
3

)) و
النقطة عند f للدالة الممثل (C f ) للمنحنى (T) المماس معادلة كتابة 5

: 0 فاصلتها التي
y = −1(x − 0) + ومنه y = f ′(x0)(x − x0) f (x0)

.y = x − 2 ومنه (−2)

نستنتج ومنه 1 التوجيه معامل نفس لهما (∆) والمستقيم (T) المماس ◀
يان. متواز المستقيمين أن



3

: (C f ) و (∆) ، (T) إنشاء 6

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

(C f )

y =
x−

2

y =
x

O

x

y

المعادلة حلول وإشارة عدد m الحقيقي الوسيط قيم حسب بيانياً نناقش 7
:m(x2 + 1) + 2 = 0

m(x2 + 1) = −2 وبالتالي m(x2 + 1) + 2 = 0 : لدينا
m =

−2
x2 + 1

ومنه
m + x = x +

−2
x2 + 1

: أي
. f (x) = x + m ومنه

(∆m) والمستقيم (C f ) المنحنى تقاطع نقط فواصل هي المعادلة حلول
.y = x + m المعادلة ذو

(∆) و (T) المستقيمين من كل يوازي (∆m) المستقيم أن نلاحظ
التوجيه. معامل نفس لهم لأن

R في حلول تقبل لا المعادلة فإن m < −2 أجل من •
m = −2 وحيد حل تقبل المعادلة فإن m = −2 أجل من •
مختلفان حلان تقبل المعادلة فإن −2 < m < 0 أجل من •

الإشارة. في
. R في حلول تقبل لا المعادلة فإن m ≥ 0 أجل من •
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الإستمرارʈة و الإشتقاقية التعلمية: الوحدة
التحليل التعلم: ميدان

المثلثية الدوال دراسة : الحصة موضوع

−المعاضيد بولعيد بن مصطفى الشɺيد : ثانوية
رʈا 3 + ر ت 3 عت+ 3 : المستوى

� ســـاعة 2 : المدة

المألوفة دوال حسابمشتقة : القبليـــة المكتسبـات
x 7→ a sin(bx + c) ، x 7→ cos(x) ، x 7→ sin(x) المثلثية: الدوال لدراسة توظيفالمشتقات : المستهدفة الكفاءات

،الأن؅فنت المدرســي الكتاب : المراجع

المــدة اــلدرس عناصــر المــراحل

اݍݨمع دسات؈ف و tan ، sin ، cos بدوال التذك؈ف : النفسية -التهيئة
cos الدالة و sin الدالة دراسة

مقترح نشاط
g(x) = cos x و f (x) = sin x Rبـ ʄعڴ المعرفت؈ن g و f الدالت؈ن )ɲعت؄ف

O;
−→

i ,
−→

j
)
متجاɲس و متعامد معلم ʄإڲ مɴسوب مستوي ʏࢭ ال؅فتʋب ʄعڴ g و f لـ البيانيان التمثيلان (Cg

) و (C f
)

[−π; π] اݝݨال ʄعڴ الدالت؈ن دراسة -نقتصر

. [0; π] اݝݨال ʄعڴ g(x) و f (x) إشارة حدد المثلثية الدائرة ʄإعتماداعڴ 1

اݍݨمع) دسات؈ف (بإستعمال 2
ɸندسيا) (فسرالنȘيجة الدالت؈ن أدرسشفاعة •

2π ɸو دورɸما و دورʈت؈ن g و f أن أثȎت •

.g′(x) و f ′(x)أحسب 3

g و f Ȗغ؈فات جدول شɢل ثم ، [0; π] مجال ʄعڴ g و f Ȗغ؈ف إتجاه إستɴتج 4

[−π; 0] اݝݨال ʄعڴ الإɲشاء إستɴتج ثم [0; π] مجال ʄعڴ (
Cg

) و (C f
) أɲآۜܡ 5

R ʄعڴ (
Cg

) و (C f
) إɲشاء كيفيتم إشرح 6

النشاط مناقشة

[0; π] اݝݨال ʄعڴ g(x) و f (x) إشار 1
x

g(x)

0 π
2 π

+ 0 −

x

f (x)

0 π

+

الدالت؈ن شفاعة دراسة 2
(−x) ∈ R فإن x ∈ R أجل من لدينا •

cos(−x) = cos(0− x) = cos(0) cos(x)+ sin(0) sin(x) = 1× cos(x)+ 0× sin(x) = cos(x)

ال؅فاتʋب ݝݰور بالɴسبة متناضر البياɲي منحناɸا و زوجية دالة cos الدالة إذن cos(−x) = cos(x) ومنھ
(−x) ∈ R فإن x ∈ R أجل من لدينا •

sin(−x) = sin(0 − x) = sin(0) cos(x)− sin(x) cos(0) = 0 − sin(x)× 1 = − sin(x)

المعلم لمبدأ بالɴسبة متناضر البياɲي منحناɸا و فردية دالة sin الدالة إذن sin(−x) = − sin(x) ومنھ

لاق
نط
الإ
ـلة
رحــ
مـــــ

ف ر
ـــــــــــا
عــــــــــ
مـــــــــــ
ـــاء
ـــــــــــــــــ
ةبــــ
رحل

م

1



دورʈت؈ن دالت؈ن g و f الدالت؈ن أن إثبات •
x + 2π ∈ R فإن: x ∈ R أجل من لدينا •

cos(x + 2π) = cos(x) cos(2π)− sin(x) sin(2π) = cos(x)× 1 − sin(x)× 0
2π دورɸا و دورʈة cos الدالة إذن cos(x + 2π) = cos(x) ومنھ

x + 2π ∈ R فإن: x ∈ R أجل من لدينا •
sin(x + 2π) = sin(x) cos(2π) + cos(x) sin(2π) = sin(x)× 1 + cos(x)× 0

2π دورɸا و دورʈة sin الدالة إذن sin(x + 2π) = sin(x) ومنھ
f ′(x) = cos(x) : حيث f ′ المشتقة Rودالْڈا ʄعڴ للإشتقاق قابلة f الدالة • 3

g′(x) = − sin(x) : حيث g′ المشتقة Rودالْڈا ʄعڴ للإشتقاق قابلة g الدالة •
g و f Ȗغ؈ف أتجاه إستɴتاج 4

تماما م؅قايدة f الدالة ومنھ x ∈ [
π

2
; π] أجل من f ′(x) < 0 و x ∈ [0;

π

2
] أجل من f ′(x) > 0 : لدينا •

[π
2 ; π] اݝݨال ʄعڴ تماما متناقصة و [0; π

2 ] اݝݨال ʄعڴ
[0; π] اݝݨال ʄعڴ تماما متناقصة g الدالة ومنھ x ∈ [0; π] أجل من g′(x) < 0 : لدينا •

التغ؈فات جدول

x

g′(x)

g(x)

0 π

−

11

−1−1

x

f ′(x)

f (x)

0 π
2 π

+ 0 −

00

11

00

البياɲي التمثيل 5
cos vالدالة

Ȗغ؈فاٮڈا. جدول من انطلاقا [0; π] اݝݨال ʄعڴ "cos" للدالة البياɲي التمثيل -نɴآۜܣء
الأحمر) (اݍݨزء زوجية "cos" الدالة ال؅فاتʋبلأن ݝݰور بالɴسبة بالتناظر [−π; 0] اݝݨال ʄعڴ الرسم ɸذا نتمم
: لدينا x حقيقي عدد ɠل أجل من لأن لھ مثيلات "دورʈات" بإنجاز Rوذلك ʄعڴ cosالدالة بيان ɲستɴتج ومنھ

cos(x + 2kπ) = cos(x)

−2π −3π/2 −π −π/2 0 π/2 π 3π/2 2π

sin vالدالة
Ȗغ؈فاٮڈا. جدول من انطلاقا [0; π] اݝݨال ʄعڴ "sin" للدالة البياɲي التمثيل -نɴآۜܣء

الأحمر) (اݍݨزء فردية "sin" الدالة لأن للمبدأ بالɴسبة بالتناظر [−π; 0] اݝݨال ʄعڴ الرسم ɸذا نتمم
: لدينا x حقيقي عدد ɠل أجل من لأن لھ مثيلات "دورʈات" بإنجاز Rوذلك ʄعڴ "sin"الدالة بيان ɲستɴتج ومنھ

sin(x + 2kπ) = sin(x)

−2π −3π/2 −π −π/2 0 π/2 π 3π/2 2π

ف ر
ـــــــــــا
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ـــــــــــــــــ
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ـــاء
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ــــنــــــ
ـــــــــــــــــ
ةبـــــ
رحل

م
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tan الدالة دراسة
تعريفتعريف

x بحيث x حقيقي عدد ɠل أجل من tan(x) =
sin(x)
cos(x)

بـ: معرفة ” tan ” بالرمز إلٕڈا نرمز الۘܣ و ظل الدالة

ܵݰيح عدد kحيث π

2
+ kπ يختلفعن

خواص
الدالة شفعية ¶دراسة

ܵݰيح عدد kحيث π

2
+ kπ يختلفعن x حقيقي عدد ɠل أجل من

tan(−x) =
sin(−x)
cos(−x)

= − sin(x)
cos(x)

= − tan(x) لدينا:
. فردية دالة ظل الدالة ومنھ

π دورɸا و دورʈة الدلة أنّ ·لنب؈ن
tan(x + π) =

sin(x + π

cos(x + π)
=

− sin(x)
− cos(x)

= tan(x)

π دورɸا و دورʈة دالة tan إذن
الظل الدالة [¸دراسة

−π

2
;

π

2

[
ʄعڴ دراسْڈا يكفي أي

]
−π

2
;

π

2

[
∩ D f ʄعڴ دراسْڈا πيكفي دورɸا و دورʈة الظل ]الدالة

0;
π

2

[
ʄعڴ دراسْڈا يكفي فردية دالة الظل -الدالة

[0;
π

2
[ اݝݨل ʄعڴ الدالة دراسة •

lim
x

<→ π
2

tan(x) = lim
x

<→ π
2

sin(x)
cos(x)

=
1

0+
= +∞ ; tan(0) =

sin(0)
cos(0)

= 0

الظل دالة ʄللمنڍ مقارب x =
π

2
المعادلة ذو المستقيم

الظل الدالة مشتقة •
: حيث tan′ المشتقة ودالْڈا [0;

π

2
[ ʄعڴ للإشتقاق قابلة الظل الدالة

tan′(x) =
cos(x) cos(x)− (− sin(x) sin(x)

cos2(x)
=

1
cos2(x)

[0;
π

2
[ ʄعڴ تماما م؅قايدة ظل الدالة أي tan′(x) > 0 ومنھ

الظل الدالة Ȗغ؈فات جدول •
x

tan′(x)

tan(x)

0 π
2

+

00

+∞

الظل للدالة البياɲي التمثيل •
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الإستمرارʈة و الإشتقاقية التعلمية: الوحدة
التحليل التعلم: ميدان

المثلثية(تاȊع) الدوال دراسة : الحصة موضوع

−المعاضيد بولعيد بن مصطفى الشɺيد : ثانوية
رʈا 3 + ر ت 3 عت+ 3 : المستوى

� ســـاعة 1 : المدة

المألوفة دوال حسابمشتقة : القبليـــة المكتسبـات
x 7→ a sin(bx + c) ، x 7→ cos(x) ، x 7→ sin(x) المثلثية: الدوال لدراسة توظيفالمشتقات : المستهدفة الكفاءات

،الأن؅فنت المدرســي الكتاب : المراجع

المــدة اــلدرس عناصــر المــراحل
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.2pi دورɸا ورʈة f الدالة أنّ إثبات أ) 1
: يɢون R من x + 2π و x ɠل أجل من

f (x + 2π) =
1
2

cos 2(x + 2π)− cos(x + 2π)

=
1
2
(2x + 4π)− cos(x + 2π)

=
1
2

cos(2x)− cos x

= f (x)

T = 2π دورɸا ، دورʈة f إذن:
تناظر: محور ال؅فاتʋبɸو محور أنّ إثبات ب)

: يɢون R x−من و x أجل من
f (−x) =

1
2

cos(−2x)− cos(−x) =
1
2

cos(2x)− cos x = f (x)

x = 0 : معادلتھ تناظر محور يقبل (C) ʏبالتاڲ و زوجية f الدالة إذن:

f ′(x) Ȗع؈ن أ) 2
f ′(x) = − sin(2x) + sin(x) يɢون و R ʄعڴ الإشتقاق تقبل f

f ′(x) = − sin(2x) + sin(x) = −2 sin(x) cos(x) + sin(x) = sin(x)(1 − 2 cos(x)) لدينا: ب)
[0; π] ʄعڴ f ′(x) إشارة دراسة ج)

ومنھ cos x = cos(
π

3
أو x = kπ ȃاࢭɢت cos x =

1
2
أو (sin x = 0 : ȃاࢭɢت f ′(x) = 0

يɢون و x ∈
{

0;
π

3
; π

}
x

1 − 2 cos x

sin x

f ′(x)

0 π
3 π

− 0 +

0 + + 0

0 − 0 + 0

النغ؈فات جدول •
x

f ′(x)

f (x)

0 π
3 π

0 − 0 + 0

−1
2

−1
2 −3

4
−3

4

3
2
3
2

ـــــم
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[−π; π] ʄعڴ المنحۚܢ رسم • 4
[−π; 0] اݝݨال ʄبعڴʋال؅فات ݝݰور بالɴسبة نظ؈فه نأحذ ثم [0; π] اݝݨال ʄعڴ (C) نرسم

. kπ
−→

i شعاعɺھ الذي الإɲܦݰاب بإستعمال ذلك و R ʄعڴ (C) رسم يمكن
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. t الݏݰظة عند المتحرك فاصلة متناسبمع الȘسارع أنّ إثبات
t ∈ حيث]∞+;0] x(t) = 3 cos

(
2t +

π

4

)
لدينا:

x′(t) = 3
[
−2 sin

(
2t +

π

4

)]
= −6 sin

(
2t +

π

4

)
: ʏۂ t عند الݏݰظية السرعة فتɢون

x′′(t) = −6
[
2 cos

(
2t +

π

4

)]
= −12 cos

(
2t +

π

4

)
: ɸو الȘسارع و

. المتحرك فاصلة مع متناسبا يɢون الم؅فحك Ȗسارع أن أي x′′(t) = −4
[
3 cos

(
2t +

π

4

)]
= −4x(t) : النȘيجة

: الدرس سير حول ملاحظات
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