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  : ة ــادلث ل توحـل  ل  ن  ل ــاحتمإب ــاحس 

ي "A .أ  "مسحوب  ن  نفس ل لونـت  ل ــال ـكر
يــات   يــات  سودلء ن  "1Uن  حمرلءنعنــاه " سـحب ثلاث كر أو " سـحب ثلاث  "3Uأو " سـحب ثلاث كر

يــات  حمرلء ن  يــات  بيضــاء ن  "3Uكر  "3Uأو " سـحب ثلاث كر

 ــديـنــا: 
3 3 3 3

3
3 3

5

3 1 3 1 1 133

6 6 5 1500

C
P A

C

 
                                         : 

133

1500
P A   

ي "B .ب   "ختلف  ل لون نثنى نثنىـمسحوب  نـت  ل ــال ـكر
ي  حمرلء ن  ي  سودلء وكر ي  بيضــاء وكر ي  حمرلء"سـحب أو " 2Uنعنــاه"سـحب كر ي  سودلء وكر ي  بيضــاء وكر  "3Uن  كر

 ــديـنــا: 
1 1 1

2 2 1
3 3

5

2 6 1 3 1 1 6 59

6 6 5 375

A A A
P B

A

     
                           : 

59

375
P B   

يC .ج  ختلفين "ـمسحوب  ن   ونين نـت  ل ــا" ل ـكر
ي نعنــاه " سـحب  يتين حمرلوتين وكر يتين بيض" أو" سـحب 1Uن  بيضــاء كر ي ــاكر  " 1Uن  حمرلء ون  وكر

يتين" سـحب  أو ي  بيضــاون  كر يتين"سـحب  أو "2Uن أو حمرلء(سودلء )وكر ي )بيضــاء أو حمرلء( كر  "2Uن سودلون  وكر
يتين" سـحب  أو ي ) سودلون  كر يتين" سـحب  أو "3Uن أو حمرلء( بيضــاءوكر ي ) بيضــاون  كر  "3Uن أو حمرلء( سودلءوكر

يتين" سـحب  أو ي )حمرلوتين  كر  "3Uن (سودلءأو  بيضــاءوكر

 ــديـنــا: 
   2 1 2 1 2 2 22 1 1 2

2 3 2 33 2 3 2

3 3 3

5 5

3 3 2 1 4 1 4 33 2 1

6 6 6 5

A A A AC C C C
P C

C A

           
         

: 
377

500
P C   

 كسة .يـمك  حســابــهــا أيضــا بإستعمــال  ل ـحــادثــ  ل ع
ي  Cلديــنــا:  "ختلف  ل لون نثنى نثنىـن أو مسحوب  ن  نفس ل لونـت  ل ــال ـكر

وننه         
133 59

1 1 1
1500 375

P C P C P A P B
 

        
 

                : 
377

500
P C   

 X مسحوب . ـء ل ــات  ل يةضــايحب عدد ل ـكر ـل سـمتغير ل عشولئي للذي يرفق بكـل 
X. متغير ل عشولئيـل ـممكن  ـل  مـن قةـيعةتـ .أ 0 1 2 3; ; ; 

  Xمتغير ل عشولئيـل  ل ــانون لحتمــاد قيـحدتـ .ب
 0ن  أجلX  " يــات   يستسـحب  نعنــاه  يضــاء"ب ثلاث كر

لديــنــا: 
3 3 3

3 3
3 3 3

5 5

3 2 1 4 253
0

6 6 6 5 1500

C A
P X

C A
                                : 

253
0

1500
P X    
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 1ن  أجلX  "يـتــان  يستــا بيضــاء يـ  بيضــاء وكر  نعنــاه " سـحب كر

لديــنــا: 
2 1 2 1 2

3 2 3 2
3 3 3

5 5

3 2 3 1 4 1 3 141
1

6 6 6 5 250

C C A A
P X

C A

    
           : 

141
1

250
P X    

 2ن  أجلX  "ي   يست بيضــاء  نعنــاه " سـحب كريتــان  بيضــاون  وكر

 لديــنــا: 
1 2 1 2 2

3 2 3 2
3 3 3

5 5

3 2 3 1 4 1 3 133
2

6 6 6 5 500

C C A A
P X

C A

    
         : 

133
2

500
P X    

 3ن  أجلX   يــات نعنــاه " سـحب  "ءبيضــا ثلاث كر

 لديــنــا: 
3

3

1 1 1
3

6 5 750
P X                                                     : 

1
3

750
P X    

3 2 1 0 ix 

1

750
 

133

500
 

141

250
 

253

1500
  iP X x 

 ي نلأللب ــاحس  . تيــاضةــاللر

 ـديــنــا : 
253 141 133 1 11

0 1 2 3
1500 250 500 750 10

E X
       

           
       

                  : 
11

10
E X   

05  
i)  ن بــاستعمــال  نبرهن  غوص أنّ : إذل كــانــارهبلbوc:أو ةين فةمــا بينـهمــا فإن 0a bc . 

لديـنــا: 

 

0

0

a b

a c

 



aوبــا تــالي:  bk

a ck'





bk هذل يعني أنّ:عددلن صحةـحــان، 'kو kحةث  ck'. 

 cيقسمbk أنــامـب، و c أولي نعb فإن نبرهن  غوصحسب ،فإنــهc يقسمk . 
kحةث  ''kعدد طيةعي يوجد عدد هذل يعني أنــه ck'' . 

a نــمــا سيق bk

k ck''





a وعلةه  bck'' وننهa عف  لععددــانضbc                      : 0a bc  

ii) 1  .حسب قيم ل عدد ل طيةعي ــ سلدرأn  4ن  بولقي ل قسم  للإقلةدي   كn 5وn 9على . 
 34 1 9  24 7 9  14 4 9  04 1 9 

يــ  ودورهــا 9على4nبـولقي ل ـقسم  للاقـلةدي  لعـعـدد   .3تشك  نتتــا ة  دور
k  3تـعمةــم:ن  أجل 2k  3 1k  3k n 

  9 7 4 1 4n  
 

 63 1 9  55 2 9  45 4 9  35 8 9  25 7 9  15 5 9  05 1 9 

يــ  ودورهــا 9على5nدد بـولقي ل ـقسم  للاقـلةدي  لعـعـ  .6تشك  نتتــا ة  دور
  6تـعمةــم:ن  أجل 5  6 4  6 3  6 2  6 1  6 n 

  9 2 4 8 7 5 1 5n  
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201721قي ل قسم  للإقلةدي  لععددــاج بــالستنتب. 1993 9على . 
 ــديــنــا: 1993 4 9:بــا تــالي 2017 20171993 4 9 :ّبــمــا أن 2017 672 3 1 :بــا تــالي 20171993 4 9  

 أنّ :بـمــا 21 3 9 و 20171993 4 9 :فإن 201721 1993 12 9  :ّأي أن 201721 1993 3 9   
201721للإقلةدي  لععددقي ل قسم  ــاب : 1993 3 هو: 9على 

 حقق : ـل تي ت nيم ل عدد ل طيةعين قيةتع 
  6ن  أجل 5  6 4  6 3  6 2  6 1  6 n 

 9 2 4 8 7 5 1 5n  

 9 7 4 1 7 4 1 4n  

 9 0 8 0 5 0 1 5 4n n 

 حققـل تي ت nقيم ل عدد ل طيةعي : 5 4 0 9n n  يه:  6 1 6 3 6 5n ; ;     حةث 
  6ن  أجل 5  6 4  6 3  6 2  6 1  6 n 

 9 2 4 8 7 5 1 5n  

 9 7 4 1 7 4 1 4n  

 9 4 0 7 0 1 0 5 4n n 

 حققـل تي ت nقيم ل عدد ل طيةعي : 5 4 0 9n n  يه:  6 6 2 6 4n ; ;    حةث 

 2 25 4 0 9n n   :هذل يعني أن     
2 2

5 4 0 9n n  :وبــا ــتــالي    5 4 5 4 0 9n n n n    
     5 4 5 4 0 9n n n n  :يعني أن 5 4 0 9n n   أو 5 4 0 9n n  

حققـل تي تnقيم ل عدد ل طيةعي : 2 25 4 0 9n n : 6 6 1 6 2 6 3 6 4 6 5n ; ; ; ; ;          / 
n :حقق أنه ن  أجل ل  عدد طيةعيـتل  أ.  34 1 7n .  

 ـديــنــا: 34 64 7 9 1   :وبــا تــالي 34 1 7 :هذل يعني أن 34 1 7n  
n :ن  أجل ل  عدد طيةعي :  34 1 7n . 

64ج أن ل عددــالستنت .ب 1k  63يقيل ل قسم  على.  

 ــديــنــا نـمــا سيق: 

 

3

3

4 1 7

4 1 9

k

k

 




 وبــا ــتــالي:  

 

6

6

4 1 7

4 1 9

k

k

 




 وبــا ــتــالي:  

 

6

6

4 1 0 7

4 1 0 9

k

k

  


 

 

أو ةين فةمــا بينـهمــا فإن:9و7مــا أن:وبـ 64 1 0 63k   
n:ن أنه ن  أجل ل   عدد طيةعي ــابةتأ.   3 3 1 3 24 4 4 3 9n n n    
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 ــديــنــا:
 

 

 

3

3 1

3 2

4 1 9

4 4 9

4 7 9

n

n

n





 







وبــا تــالي:  3 3 1 3 24 4 4 12 9n n n    مــا أن:ـب 12 3 9  

n:ن  أجل ل   عدد طيةعي  : 3 3 1 3 24 4 4 3 9n n n    
:مجموعـ ل ــال تي يكون ن  أجله nج قيم ل عدد ل طيةعيــالستنتب. 21 4 4 4 0 9n...     

21 ــدينــا: 4 4 4n...    4هــاـ ة  هندسة  أســاســامتتـبع   ــاموع حدود نتتـمجq  1وحدّهــا للأول 

وبــا تــالي: 
1

2 14 1 1
1 4 4 4 4 1

4 1 3

n
n n...


 

       
 

  

 21 4 4 4 0 9n...     :هذل يكــافئ 14 1 0 9n   :أي أن 14 1 9n  :3هذل يعني أن 1n k /k * 
ل تي يكون ن  أجلهــا ل ـمجموع:nقيم ل عدد ل طيةعي : 21 4 4 4 0 9n...     :3هي 1n k /k * 

1:  ــديــنــا  3 2 2B Az i;z i    3و 3Cz i . 
C  بــاكت  A

B A

z z

z z




 .مركبـعلى ل شك  للجبري ل عدد ل 

3 ــديــنــا: 3 2 2

1 3 2 2
C A

B A

z z i i

z z i i

    


   
5:وننه  

1 5
C A

B A

z z i

z z i

  


  
:وننه    

  
5 1 5

1 5 1 5
C A

B A

i iz z

z z i i

   


    
  

:وننه
2 2

5 5 25

1 5
C A

B A

z z i i

z z

   


 
  

26:وننه

26
C A

B A

z z i

z z





 :C A

B A

z z
i

z z





  

 يلته وعمدتهــاحس 1C :ب طو A

B A

z z
i

z z


 


و   2

2
C A

B A

z z
arg arg i k

z z




 
   

 
 kحةث

 ج طيةع  ل ـمثلثــالستنتABC::بــمــا أن
1

2

C A

B A

C A

B A

z z

z z

z z
arg

z z



 





 
   

فإن: 
 

1

2

AC

AB

AB;AC






 


  

 .قينســاوي ل ســاتونAقــائم فيABCل ـمثلث :

ن أنّ:بةــات 
2025

2 2 2

2 22 2
A B Cz z z

i
   

  
 

 . 

2لديــنــا: 2 2 1 3 3 3 2

2 2 2 2
A B Cz z z i i i        

 :2وننه 2 2

2 2 2 2
A B Cz z z i   

  

2وننه: 1 1

2 2 2 2
A B Cz z z

i
  

   
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2وبــا ــتــالي: 2 2

2 22 2
A B Cz z z

i
  

  

4لديـنــا:
2 2

2 2

i

i e




  :وبــا ــتــالي
2025 2025

4
2 2

2 2

i

i e


   
    

  
   

وبــا ــتــالي:
2025

2025

4
2 2

2 2

i

i e


 
  

 
2025بــمــا أن: 

506
4 4

 
   

فإن:
2025

4
2 2

2 2

i

i e


 
  

 
       :

2025
2 2 2

2 22 2
A B Cz z z

i
   

  
 

  

2Dبحةث: Dلاحق  ل نقط  Dzنتعةيأ.  B

A B

z z

z z





   

2D B

A B

z z

z z





يـكــافئ: 2D B A Bz z z z    :2يـكــافئD A Bz z z  :3أي أن 7Dz i   

2D:بــمــا أن: Dو B;Aنقطـ ج با نسي  لــاستنتللإ  B

A B

z z

z z





 نة .في إستقــا Dو B;Aل ـنقط فإن: 

AEنــعنــاه: Aبــا نسي  لعنقط  Cنظيرة ل نقط  Eب. ل نقط  CA :وهذل يعني أنE A A Cz z z z    
  بينّ أنّ لاحق  ل نقطE :7هيEz i  . 

E A A Cz z z z   :2يكــافئE A Cz z z  وبــا تــالي:   2 2 2 3 3Ez i i     :7Ez i   

بــمــا أن:أ.  
2

E A A C

D A B

z z z z

z z z

  


 
Eفإن:  A A C

D A A B

z z z z

z z z z

  


  
ل قطعتينهذل يعني أن    CE و BDنتنــاصفتين 

  ج طيةع  للربــاعيــاإستنتBCDE. 
ل قطعتين بــمــا أن: CE و BDل ـمثلث و نتنــاصفتينABCقــائم فيAقينســاوي ل ســاتون 

 مربع. BCDEللربــاعي فإن:
 ن ل ـمجموعفــتعةيب.   ـلـنقط M :2ن  للمستوي ل تي تحققMC ME MA MB   . 

فإن ننتص  ل قـطعــ  Aبــا نسي  لعنقط  Cنظيرة ل نقط   Eبــمــا أن: CE :2فإنMC ME MA   
MAلدينــا: MB MA BM   :لدينــا: هذل يعني أنMA MB BA  

2MC ME MA MB   2فئ:ــايك 2MA BA  فئ:ــايكMA BA  

مجموعفــ : ـلـنقط M:2ن  للمستوي ل تي تحققMC ME MA MB  هي للدلئرة ل تي نص  قطرهــاBA 
  

i) :ـــديــنــا       21 1 0g x x ln x D ;      
دل ــامعـن أن ل ــابةت   0g x   حلين أحدهـمــاتقيل:2حةث 2 2 3, ,   .وللأخر يطلب تعةينه 
  إنطلاقــا ن g  ، g ي أن، هذل يعن1ل تي فاصلتــهــا  يقطع محور ل فولصل في ل نقط 1 0g . 
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 g نستمرة ونتزليدة تـمــانــا على ل ــمـجــال 2 2 2 3, ; و ,   2 2 2 3 0g , g ,   :لآن 

 

2 2 0 02

2 3 0 12

g , ,

g , ,





 

دل ــامعـل  فإن حسب نبرهن  ل قيم ل ـمتوسط فإنه   0g x   تقيل حلا وحةدل:2حةث 2 2 3, ,  . 
إشــارة xن حسب قيمةيعت  g x على 0;.  

  1  0 x 

 0  0    g x 

ii) :ـــديــنــا  
  

   
1

0
1

f x D ;e e;
x ln x

   


    

يفهــا، بــاحس   . ــانيــا بيــاهـمحصل علةـر ل نتةج  ل يفستثم نـهايــات  للدلل  عفند للأطرلف ل ـمفتوح   ـمجموع  تعر
  

    0 0 0

1 1

1x x x

lim f x lim lim
x ln x x xln x  

  

  
 

 

لآن:  
0

0
x

lim x xln x






  و
0

1

x

lim
x

 

  
  

1

1x e x e

lim f x lim
x ln x 

 

 


لآن:  1 0
x e

lim ln x






  و
x e

lim x e




 

  
  

1

1x e x e

lim f x lim
x ln x 

 

 


لآن:  1 0
x e

lim ln x






  و
x e

lim x e




 

  
  

1
0

1x x

lim f x lim
x ln x 

 


لآن:  1
x

lim x ln x


  1و
0

x

lim
x

 

بــمــا أن: 
0x

lim f x




 و   
x e x e

lim f x ; lim f x
 

 

  

فإن f  يين  ــحــانل محور 0xنعــاد ــ  ل  ننـهــا  ل ترلتيبيقيل نستقةمين نقــاربين نولز وx e. 
بــمــا أن:  0

x

lim f x


فإن f 0نعــاد ــ   ل فولصل ــحــانل محور  قيم نقــارب نولزييقيل نستy عفند. 

ن  xن أنه ن  أجل ل ــابةتأ.    0;e e;  : 
 

  
22 1

ln x
f ' x

x ln x



  

fشتقــاق علىقــابلــ  للإ   0;e e;   ودل ـتـهــا ل ـمشتق: 
 

   
2

1
1

1

ln x x
x

f ' x
x ln x

  
     

  


  

وبــا ـتــالي: 
  

   
2

1 1

1

ln x
f ' x

x ln x

  



       : 

 

  
22 1

ln x
f ' x

x ln x



 )وهو ل ـمطلوب( 

إشــارة  : fن إتـجــاه تغير للدلل يعةتب. f ' x ن  إشــارة ln x 
 e 1  0 x 

   0    ln x 
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 :fنتنــاقص  تـمــانــا على 0 ونتزليدة تـمــانــا على ل  ن  ;1 1;e و e;. 
 .شكـل جدول  تغيرلتـهــا  

 e 1  0 x 

   0    f ' x 

0 

 

 

1 

  

 

 

 f x 

ن  xأجل ل  تحقق أنه ن ل ـأ.    0;e e; :  
 
  1

g x
f x x

x ln x
 


 

 ــديــنــا: 
  

1

1
f x x x

x ln x
  


وننه 

  
  

21 1

1

x ln x
f x x

x ln x

 
 


أي: 

 
  1

g x
f x x

x ln x
 


  

 ـلـمنحنى ل وضعة  ل نسبة  ــ سلدر ب. f مستقيمـ ول  د تهــاللذي نعy x.   

إشــارة f x x:ن  إشــارة 
 1

g x

ln x
0xلآن:    

 e  1  0 x 

   0  0    g x 

 0        1 ln x 

   0  0    f x x 

: 
  f أعلى  :على ل  ن  ل ــمجــا ين 0 و ;1 ;e. 
  fأسفل  :على ل  ن  ل ــمجــا ين 1;و e;. 
  fيقطع  :في ل  ن  ل ـنقطتين 1 1A و; B ;  

مستقيمـل  نشــاءإ   وللمنحنى f . 
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:ت  أنّ ــاثبإ 
  

 
1

1
2

1

e

dx ln
x ln x


 

 ــديــنــا:
    1 1

1
1

1 1

e e

xdx dx
x ln x ln x




   هي ن  ل شــكـل(u'

u
) 

وننه:
  

  
1

1

1
1

1

e
e

dx ln ln x
x ln x

 
   

وننه:
        

1

1
1 1 1

1

e

dx ln ln e ln ln
x ln x

   


0

وننه: 
  1

1 1

1 2

e

dx ln
x ln x

 
   

  
  

:
  

 
1

1
2

1

e

dx ln
x ln x


  

  2ب بـــــاحسcm،لمنحنىــامحدد بـمستوي ل ـح  حيز ل ــانس f  مستقيمـول  مستقةمين لللذن  ـول
1xــاهمــاد تــانع  وx e . 

بــمــا أنّ:  0f x x   1ن  أجلx ; e  
 

فإن:
  1

1

1

e

x dx
x ln x

 
 :وبــا ــتــالي

  1 1

1

1

e e

dx xdx
x ln x

 
   

وبــا ــتــالي:  2 2 2

1

1
2 2

2

e

ln x cm
  
        

  

وبــا ــتــالي:  21 1
2 4

2 2
ln e cm

 
    

 
  

:   24 2 2 2ln e cm     
iii)  ة  ل عددي ــامتتـل  nu  0بــمعرف  ـل 2u   ن  أجل ل وn  ن:  1n nu f u  
n :1أنه ن  أجل ل  عدد طيةعي ن بــا ترلجعــابرهل   nu   
 0ن  أجلn :01 2u    ) نـحققــ( 
 ن  أجلn::ّ1نفرض أن nu   ن  أجل صــحةحn:ّ11ونبره  أن nu   1ن  أجل صــحةحn . 

1 ــديـنــا ن  فرضة  ل ترلجــع: nu    
نتزليدة تـمــانــا على ل  ن f:بـــمــا أن 1; :فإن     1 nf f u f    

وننه: 1 nf u   :11هذل يعني أن nu    صــحةح 
n :1ن  أجل ل  عدد طيةعي : nu   

ن أن ل ـمتتــا ة ــابةت  nu قص نتنــا. 
 ــديــنــا نــمــا سيق:  0f x x    ن  أجل ل 1x ; 
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وبــا ـتــالي:  0n nf u u  :1لآن nu    
1هذل يعني أنّ:  0n nu u                                                            :  ل ـمتتــا ة nu  نتنــاقص 
: بــمــا أنج ــااستنتلل  nu فإن 1حدودة ن  للأسفل با ـعددـون قص نتنــا nu  نتقــارب. 
ــ يد نـهــايـحدتـ   nu. 

بـمــا أن: nu  فإن نـهــايـتـهــا نوجودة ووحةدة نتقــاربn
n

lim u l


  

1nنضع:  nu u l  :أي أن
  

1
0

1
l

l ln l
 


1l ــديـنــا: )ن  ل وضع ل نسبي(نــمــا سيق   أوl ) مرفوض( 

:1n
n

lim u


  
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05 
  ــديــنــا: 420 945 525x y ...... E  

يـ  420دلد :ـمشترك للأكبر للأعفـسمم ل ــاد ل قــاجإ   . 525و ;945

 ــديــنــا:
2

3

2

420 2 3 5 7

945 3 5 7

525 3 5 7

    


  
   

:وننه 420 945 525 3 5 7PGCD ; ;    : 420 945 525 105PGCD ; ;   

ئيي ــان  ل ثنــات  أنه إذل كــاثبإأ.  x; y دل ــامعـحلا لع  Eفإن 8 9x .  
بــمــا أن: 420 945 525 105PGCD ; ;  :فإن E تـكــافئ 4 9 5x y .... *   

ل ثنــائيي  ⤆ x; y  حلا لعـمعــادل E :ّ4هذل يعني أن 9 5x y  :ّأو ةــان فةـمــا بيـنـهـمــا 9و4وبــمــا أن 
فإن: 4 5 9x  :هذل يعني أن 4 4 9x    :هذل يعني أن 1 9x                              : 8 9x   

دل ــامعـج حلول  ل ــاب. لستنت  E.  
نــمــا سيق: 8 9x  :ّ9هذل يعني أن 8x k  حةثk. 
يض قةم  في xبتعو * :نـجد 4 9 8 9 5k y   :وننه 4 9 32 9 5k y   :4وننه 3y k حةثk 

دل ــامعـحلول  ل  : E:   9 8 4 3x;y k ; k   حةثk 
  . 11على 9n، بولقي ل قسم  للاقلةدي  لععددnيحسب قيم ل عدد ل طيةع ــ سلدرأ.  

 59 1 11  49 5 11  39 3 11  29 4 11  19 9 11  09 1 11 

يــ  ودورهــا 11على9nبـولقي ل ـقسم  للاقـلةدي  لعـعـدد   .5تشك  نتتــا ة  دور
  5تـعمةــم:ن  أجل 4  5 3  5 2  5 1  5 n 

  11 5 3 4 9 1 9n  

 ت  ل طيةعة ــائييــال ثنن يعةتب.  x; y دل ــامعـل تي هي حلول  ل E ول تي تحقق: 2033 2 0 11x y y    . 
 ــديــنــا: 2033 9 11  
بــمــا أنّ:   9 8 4 3 5 5 5 1x y k k k k          :فإن   5 1

2033 9 11
kx y   :أي 2033 1 11x y   

 ــديــنــا: 2 4 3 2 11y k     :وبــا ــتــالي 2 4 5 11y k    
وبــا ــتــالي: 2033 2 1 4 5 11x y y k        ّأي أن: 2033 2 4 6 11x y y k      
حتى يكـون: 2033 2 0 11x y y    فإن: 4 6 0 11k    أن:أي 4 6 11k    :أي أن 12 18 11k    
وبــا ــتــالي: 18 11k   :ّبـمــا أن 18 4 11  :فإن 4 11k  :ّ11هذل يعني أن 4k   حةث 

 ت  ل طيةعة ــائييــال ثن إذن: x; y دل ــامعـل تي هي حلول  ل E ول تي تحقق: 2033 2 0 11x y y    :هي 
      9 11 4 8 4 11 4 3x;y ;      حةث 

أي أن:   99 44 44 19x;y ;    حةث 
9ديــنــا: ــ  8a n  4و 3b n   و ةك d PGCD a;b.  
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  .d ممكن  لععددـن ل قيم ل يعةت  .أ
بــمــا أن: d PGCD a;b  :فإنdيقسـمa وb. 

4يقسـمd :وبــا ـتــالي 9a b :ولديــنــا ،   4 9 4 9 8 9 4 3 5a b n n      
 5يقسـمd: وبــا ـتــالي

5dهذل يعني أن: D                        ل قيم ل ـممكن  لععددd :هي 1 5d ;  
5d  يكونــال تي ن  أجله nن للأعدلد ل طيةعة يعةت  .ب . 

3يقسـم5: وبــا ـتــاليbو aيقسـم5 7a b :ولديــنــا ،   3 7 3 9 8 7 4 3 3a b n n n        
3nيقسـم5: وبــا ـتــالي  3يقسـم5: وبــا ـتــاليn 

  5نضــاعف   ـــ 3nهذل يعني أن:
3وبــا ــتــالي: 5n   :5أي أن 3n   حةث 

5d تي ن  أجلهــا يكونل nللأعدلد ل طيةعة  : :5هي 3n   حةث 
29: ــديــنــا  17 8A n n   24و 7 3B n n   

 ــديــنــا: :1n على يقيلان ل قسم BوAن أن ل عددن ــابةت .أ  

  

1 9 8

1 4 3

A n n

B n n

  


  
  

 1nيقيلان ل قسم  علىBوAل عددن  هذل يعني أنّ:
يـ .ب  .BوAمشترك للأكبر لععددن ـسمم ل ــا، ل ق nوحسب قيم nد بدلال ــاجإ

 ــديــنــا: 

 

1

1

A n a

B n b

 


 
وننه      1PGCD A;B n PGCD a;b    

 إذل كــان  1PGCD a;b  :فإن  1PGCD A;B n   
 إذل كــان  5PGCD a;b  :فإن   5 1PGCD A;B n   

 ، إنطلاقــا نـمــا سيق، 
 5إذل كــان 3n   حةث :فإن   5 1PGCD A;B n   
 5إذل كــانn r  حةث نع 0 1 2 4r ; ; ; :فإن  1PGCD A;B n   

04
2 : دل ــامعـل  ل ـمركي موع  للأعدلد ـحل في مج  3 1 0z z    

2:نعلـم أنّ  4b ac   :وبــا ـتــالي    
2

23 4 1 1 1 i        

1ل ــمــعــاد ــ  تقيل حلين مركيين مرلفقين:

3

2 2

i
z  2و 1

3

2 2

i
z z  :3 3

2 2 2 2

i i
S ;

  
   
  

  

6  ــديــنــا: 
i

Az e


3و 3

2 2
Bz i  . 
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  . جبريـل  على ل شك  Azل عدد ــ بــاكت .أ

6 ــديــنــا:

6 6

i

Az e cos i sin
     

     
   

                                               :3 1

2 2
Az i   

3A:حقق أنـت .ب Bz z   

3 ــديــنــا: 1 3 3

2 2 2 2
A Bz z i i

  
     

  
3وننه   3 1 3 1 3

2 2 2 2 2 2
A Bz z i      

3 3

2 2
i  

3وننه 3 3
3

4 4
A Bz z        :3A Bz z   

 .نسبته حديدـيطلب ت مركزه hكــاتحـب Aهي صورة ل نقط B ل نقط  ن أنّ ــابةت 

 ــديــنــا: 

 

h

h A B








Bأي أن:  k A  

Bوبــا ــتــالي: Az kz :أي أنB

A

z
k

z
 :ّهذل يعني أنA

A A

B k
z z

z z




 :ّ2نعلـم أن

A AA zz z  :ّ1أي أنAAz z   

Aوبــا ــتــا ـي: Bz kz  :3ونــمــا سيقA Bz z                                        :3k   
3kنسبتهو مركزه hيكــاتحل ـ . 

وزلويتهAللذي مركزهلدورلنــابMصورة ل نقط 'M  ـــديــنــا: 
2

 
 . Azو zبدلال  : 'zـ بــاكت .أ

وزلويتهAللذي مركزهلنلدورنعلـم أن ل عيــارة ل ـمركي   ـ
2

:هي  2
i

A Az' z e z z


  

3وبــا ـتــالي: 1 3 1

2 2 2 2
z ii i' z

 
    

   
    

   
  

3وبــا ـتــالي: 1 1 3

2 2 2 2
iz' izi     

1وبــا ـتــالي: 3 1 3

2 2
iz' iz





  

1D:ن أنّ ــابةت .ب Az z  .  

1فإن: RبــالدورلنCصورة ل نقط Dلاحق  ل نقط Dzبــمــا أن: 3 1 3

2 2
D Cz z ii


 

 حةث،C Az z 

3وبــا ــتــالي: 1 1 3 1 3

2 2 2 2
Dz i ii

   
   





2وبــا ــتــالي:  3 1

2 2
Dz i


 :3أي 1

1
2 2

Dz i   

:1D Az z   
1Iz ــديـنــا: .ج   ،ن أنّ ــابةت ADIOنعين.  
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1D ــديــنــا نـمــا سيق: Az z  1 ــتــالي:وبــاD Az z  :أي أنD A Iz z z z   :أيAD I  
يــان ونتقايســان( (1.........)  نتولزي أضلاعADIOهذل يعني أنّ:  )ضلاعفــان نتقــابلان نتولز

ن  جه  أخرى لديــنــا:
I

A A

I

z z

z z z

z




:وبــا ــتــالي
6

6
0

i
i

i

I

A z ez
e

z z e




 


 :وبــا ــتــالي
1

6

I

A

I

A

z

z z

z z

z z

z
arg



 





   
 





  

يكــافئ:
  2

6

A I

A; I k








 

ي  بينـهمــا  k(.........2)حةث )ضلاعفــان نتجــاورلن نتقايســان وللزلو

 .نعين ADIO :نستنتج أنّ  (2)و (1)ن    يست قــائـم (

:حقق ن  أنّ ـتل   
3 1

1
2

D Bz z i


   . 

3 ــديــنــا: 1 3 3
1

2 2 2 2
D Bz z i i

 
      

 
3وننه:  1 3 3

1
2 2 2 2

D Bz z i i       

1وننه: 3 1 3

2 2 2 2
D Bz z i

 
      

 
  

1وننه: 3 1 3

2 2 2 2
D Bz z i

 
       

 
  

وننه: 
1 3

1
2 2

D Bz z i
 

     
 

  

: 
3 1

1
2

D Bz z i


    
 ج عمدة لععددــالستنتD Bz z: 

نــمــا سيق: 
3 1

1
2

D Bz z i


   :وبــا ـتــالي   
3 1

1
2

D Barg z z arg i
 

   
 

  

وبــا ـتــالي:   
3 1

1
2

D Barg z z arg arg i
 

    
 

  

وبــا ـتــالي:   1D Barg z z arg i    

وبــا ـتــالي: 1 2
4

arg i k


    حةثk 

:  2
4

D Barg z z k


    حةثk 
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:  أنــامـعل nن قةم يعةت  

8

15
AP B   : 

 ــديــنــا: 
2 2

10
2

10

n n
A

A A
P B

A


 :وننه 
    1 10 9

10 9
A

n n n n
P B

   



أي:  

2 10 45

45
A

n n
P B

 
  

 
8

15
AP B  :يكــافئ

2 10 45 8

45 15

n n 
 ) 3هذل يعني أن:)نقيو ــn  7أوn )2لآن )مرفوض 6n  

 بــاحس 
A

P B . 3نــمــا سيقn  

لديــنــا: 
2 2

5 6
2

11

5

11A

C C
P B

C


  

5

11A
P B   

3nنضع    ،لات ــاتمجرة للاحـل شةــشكت. 
 بــاحس P A B دث ــاحـل  ل ــالحتمA B 

لديــنــا: 
3 8

4 15
P A B   

2

5
P A B  

 دث ــاحـل  ل ــان أن لحتمــابةت B 113ويــايس

220
 .

نــا:لديــ     P B P A B P A B           

وبــا ــتــالي: 
2 1 5

5 4 11
P B     

113

220
P B   

أي حســاب  ختلفينـمسحوبتين ن   ونين نـتين ل ي أن ل ـكر ــامـعل 1ل  ههور للرقمــاب لحتمــاحس .ب BP A 

:أنّ  نعلـم 
 
 B

P A B
P A

P B


 :وبــا ــتــالي 

2

5
113

220

BP A                          
88

113
BP A   

 

i) ــديــنــا : 
1

4 1
2

xf x x e x D 
    

 
  

:ن أنــابةت  
x

lim f x


 : 

 ــديــنــا: 
1

4 1
2

x

x x

lim f x lim x e x

 

 
   

 
 

Xنضع:  x :وبــا ــتــالي ،x X :بـــمــا أنx :فــإنX   

وننه     
1

4 1
2

X

x X

lim f x lim X e X
 

 
     

 
وننه: 

1
4 1

2

X

x X

lim f x lim X e X
 

 
    

 
  

A

3
4

B

8
15

B

7
15

A

1
4

B

5
11

B

6
11
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 وننه:  24
x X

lim f x lim X
 

 
Xe

X

 1 1

2 X



 

0 
 
 
 

                : 
x

lim f x


  

 بــاحس  
x

lim f x


.  

لديــنــا:  4
x x

xlim f x lim
 

 xe
 

0 1

2
x 1
 
  

 
 

 :وأن ق علىــابل  للاشتقــاق fن أن للدلل ــابةتأ.     4 1 1xf ' x e x    
ق علىــابل  للاشتقــاق fللدلل فإن  هي مجموع دل ـتــان قــابلتــان للإشتـقــاق علىfمــا أن بــ

:ن  x ــديــنــا ن  أجل ل  
1 1

4 1 4
2 2

x xf ' x e x x e    
        

   
 

وبــا ــتــالي:  4 4 4 4x xf ' x e xe x      :وبــا ــتــالي   4 4 4 4xf ' x x e x      
وبــا ــتــالي:    1 4 4xf ' x e x      
وبــا ــتــالي:    4 1 1xf ' x e x      

:ن  xن  أجل ل      4 1 1xf ' x e x   
 :على  fه تغير للدلل ــاجـلت ــ سلدر ب.

نـضع:  0f ' x  :يكــافئ  1 1 0xe x      :1يكــافئ 0

1 0x

x

e
  

  

1يكــافئ:  

0

x

x





  

 1 0   x 

 0    1x 

   0  1xe  

 0  0   f ' x 

f ة تــمــانــا على ل  ن نتزليد 0; و 1;وf ن نــاقصــ  تــمــانــا على لنت   0 1; 
 ـهــا.شك  جدول  تغيرلت 
 1 0   x 

 0  0   f ' x 

 
 

14 2e  

0 
 

  

 f x 

دل ــامعـن أن ل ــابةت ج.  0f x نعدو  وللآخرــاتقيل حلين أحدهم 1:أن حةث 5 2,  . 
   إنطلاقــا ن  جدول  ل تغيرلت 0 0f  هو حل لعـمـعــاد ـ  0هذل يعني أن  0f x . 

 fنعرف  ونستمرة ونتزليدة تـمــانــا على 1 5 2, و ;   1 5 2 0f , f لآن 

 

1 5 0 161

2 1 083

f , ,

f ,





 

دل ــامعـل حسب نبرهن  ل قيم ل ـمتوسط  فإن فإنه   0f x خرا وحةدلتقيل حل1: حةث 5 2,  
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دل ــامعـل    0f x نعدو  وللآخرــاتقيل حلين أحدهم 1:أن حةث 5 2,   

  1:أنّ  جــاإستنت
2

e      
 ــديـنــا نـمــا سيق:  0f  :1حةث أن 5 2,   

1وبــا ــتــالي:
4 1 0

2
e   

   
 

1وبــا ــتــالي:  
1 0

2
e      :0لآن  (1 5 2,  ) 

1وبــا ــتــالي:
1

2
e      

ســاممـدل  ل ــان أن نعــابةت .د للمنحنى fصل ــاعفند نقطته ذلت  ل فهي:   2 1y x      
 ــديــنــا:      : y f ' x f        

 ــديـنــا:    4 1 1f ' e     :وننه   4 1 1 1
2

f '


 
 

    
 

وننه:     2 1f '      

وبــا ــتــالي:    2 1: y x        
ســاممـلرسمم ل أ.   للمنحنى f :نـأخذ(   4 5 1 5f e , ; f    1و 6, ) 

: دل ــامعـعدد حلول  ل  mقيم ل وسةط للحقةقي وحسب ـ قشــانل ـمب.   22 4 4xx x m e x.... *   

 22 4 4xx x m e x    :22تكــافئ 4 4 xx x m xe     :24تكــافئ 2 4xm xe x x    

1تكــافئ:
4 1

2

xm x e x 
   

 
  

تكــافئ: f x m  
حلـول  ل ـمعــادل  22 4 4xx x m e x   هي فولصل نقط تقــاطع f نع للمستقيم ذي ل ـمــعــاد ــy m

 14ن  أجل 2m e;      فإن ل ـمعــاد ــ * .تقيل حلا وحةدل 
 14ن  أجل 2m e   فإن ل ـمعــاد ــ * مختلفين تقيل حلين. 
 14ن  أجل 2 0m e ;     فإن ل ـمعــاد ــ *  ثلاث حلول تقيل. 
 0ن  أجلm  فإن ل ـمعــاد ــ * يل حلين مختلفينتق. 
 ن  أجل 0m ;   فإن ل ـمعــاد ــ * .تقيل حلا وحةدل 

منحنىـستعمال  ل ــاب  f  بين أنه ن  أجل ل x  مجــال ـن  ل ; :فإن  0f x   
بــمــا أن:  f تحت حــانل ل ـفولصل في ل ـمجــال ; :فإن  0f x  . 

يـ تجئئ  ــاب  نلــاكمــستعمال  ل ــاب( ب : د ل عدد للحقةقيــاجإ
0

xxe dx




 

نضع: 

  x

u x x

v' x e





وننه:  

 

1

x

u' x

v x e





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 ـديــنــا: 
0

0 0

x x xxe dx xe e dx
 

         :وبــا ـتــالي
0

0

x x xxe dx xe e


        

وبــا ـتــالي: 
0

0

1x xxe dx x e


       

وبــا ـتــالي: 
0

1 1xxe dx e


      

 بــاحسج(  A منحنىـ ــامحدد بـول مستوي ـحيز ل ـلـح   ــانس f مستقةمين ـحور ل فولصل ول ـنل نــاوح

0xــاهمـد تةــاذن  نعـللع  و x تحقق أن :ل ـ و 
 2

2
2 3

3
A cm

 



  

ل مجــاـن  ل  x ن  أجل ل  بــمــا أن: 0; :  0f x  :فإن   
0

A f x dx


   

وبــا ــتــالي: 
0

1
4 1

2

xA x e x dx


  
   

 
 :أي أن   2

0 0

4 2 4xA xe dx x x dx
 

      

وبــا ــتــالي:     3 2 2

0

2
4 1 1 2

3
A e x x cm



    
        

  

وبــا ــتــالي:     3 2 22
4 1 1 2

3
A e cm         

تــالي:وبــا ــ    3 2 22
4 1 1 1 2

2 3
A cm


   

  
        

  
  

وبــا ــتــالي:  2 3 2 22
2 2 2

3
A cm         :وبــا ــتــالي  3 22

2
3

A cm     

وبــا ــتــالي: 
  3

22 3 2

3
A cm

 



                                     : 

 2

2
2 3

3
A cm

 



  
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ii) ــديــنــا : 1n n nu f u u   0و 1u  
n:nu ترلجع أنه ن  أجل ل  عدد طيةعيــان بــابرهل أ.  .  
 0ن  أجلn :0 1u   ) 1لآن: )نـحققــ 5 2,    
 ن  أجلn::ّنفرض أنnu   ن  أجل صــحةحn:ّ1ونبره  أنnu    1ن  أجل صــحةحn . 

nu ــديـنــا ن  فرضة  ل ترلجــع:   
وبــا ــتــالي:  0nf u  ن  أجل ل  )إنطلاقــا نـمــا سيق  x ;  :فإن  0f x  ) 

وننه: n nf u u   :1هذل يعني أنnu    صــحةح 
n :nuن  أجل ل  عدد طيةعي :  

 ة ــامتتـه تغير ل ــاجـج لتــالستنتب. nu. 
 ــديــنــا: 1n n nu u f u   :ن  أجل ل  عدد طيةعي وبــما أنn:nu ن  أجلو  x ; :فإن  0f x   

1فإن: 0n nu u                                  : nuنتــنــاقصــ  تـمــانــا على. 
: فإن xن أنه ن  أجل ل  عدد حقةقي نوجبــابةتأ.   0f x x  .  

: فإن xن  أجل ل  عدد حقةقي نوجب     f x x f x x    . 
إنطلاقــا للتمثةل ل يةــاني، f ن  أعلى ل ـمستقةـم ذي ل ـمعــاد ــy x )ويتقــاطعــان في  )ل ـمنص  ل ثــاني

ل نقط  0 0;. 
: فإن xن  أجل ل  عدد حقةقي نوجب :  0f x x  . 

0nu: ن أنه ن  أجل ل  عدد طيةعيــابرهل .ب  .
 0ن  أجلn :0 1 0u    ) نـحققــ( 
 ن  أجلn::ّ0نفرض أنnu   ن  أجل صــحةحn:ّ1ونبره  أن 0nu    1ن  أجل صــحةحn . 

0nu ــديـنــا ن  فرضة  ل ترلجــع:   
وبــا ــتــالي:  0n nf u u  ن  أجل ل  )إنطلاقــا نـمــا سيق  0x ;  :فإن  0f x x  ) 
1هذل يعني أن: 0nu    صــحةح 

n :0nuن  أجل ل  عدد طيةعي :  
  ة ــامتتـل  nu لآن ،رب ــانتق nu 0نتنــاقص  تـمــانــا ونـحدودة ن  للأسفل بــا ـعدد 
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