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 الموضوع الثاني 
 نقاط(   04) التمرين الأول: 

n   5عدد طبيعي أكبر أو يساوي 
M    وN   100عددان طبيعيان يكتبان على الترتيبn    001وn   1في نظام التعداد الذي أساسهn + 

 nفي النظام الذي أساسه   Nو    Mأكتب كلا من   (1
Mأكتب   - أ (2 N+   1في النظام الذي أساسهn +  
)استنتج أن    -بـ (2 )1M N k n+ =  nعدد طبيعي يطلب تعيينه بدلالة   kحيث   +
 nفي النظام الذي أساسه   kأكتب    -جـ (2
nيحققان:    bو    aن غير معدومين  ان طبيعيابرهن أنه يوجد عدد  (3 n

ab aaa k = 
)أوجد جميع الثنائيات   (4 );    :9من الأعداد الطبيعية غير المعدومة التي تحققd m + = + 
)حيث:   (4 );d PGCD  =  و( );m PPCM  = 
 

 نقاط(   04) التمرين الثاني: 

( )n
I   :المتتالية العددية المعرفة بـ

1

0

0

xI e dx−=   ومن أجل كل عدد طبيعيn  ،
1

0

n x

n
I x e dx−=  

تحقق أن:   - أ (1
0

1
1I

e
= −  

)،  nباستعمال المكاملة بالتجزئة، برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي    -بـ( 1 ) 1

1
1

n n
I n I e−

+
= + − 

،  nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي   (2
( )

1 1

1 1
n

I
n e n

 
+ +

)ثم استنتج نهاية المتتالية    )n
I 

n  ،1نضع من أجل كل عدد طبيعي  (3

!
n n

u I
n

= 

،  nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي   - أ( 3
( )

1

1
1 !

n n

e
u u

n

−

+
− = −

+
 

)استنتج أن:    -بـ(3  )
1 1 1 1

1 ...
0! 1! 2! !

n
e u

n
− = + + + + 

 
 نقاط(   05)  التمرين الثالث:

I.  المعادلة ذات المجهول  حل في مجموعة الأعداد المركبةz   : التالية( )( )22 3 2 10 0z i z z+ − − + =  
II.    المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس( ); ,O u v   

2لاحقاتها   Cو  A   ،Bنعتبر النقط   3
A

z i= − +   ،1 3
B

z i= و   −
C B

z z= على الترتيب . 

Bأكتب على الشكل الجبري ثم على الشكل الأسي العدد المركب   - أ (1 C

A C

z z

z z

−

−
  ABCاستنتج طبيعة المثلث  ثم  

 . يطلب تحديد عناصره المميزة Bإلى النقطة   Aالذي يحول النقطة   Tأوجد طبيعة التحويل النقطي    -بـ (1
)تنتمي إلى نفس الدائرة   Cو  A   ،Bبين أن النقط    -جـ (1 )   يطلب تعيين مركزها   ونصف قطرهاr 



 ـ
 ـــــ  ـــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ـــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ـــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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2) ( )   مجموعة النقط( );M x y   ذات اللاحقةz x yi= 1Aالتي تحقق:   +

C

z z

z z

−
=

−
  

)عين ثم أنشئ المجموعة   -أ (2 )  
)المجموعة  عين ثم أنشئ   -بـ (2 )'   صورة المجموعة( )  بالتحويلT  
عين  -أ (3

D
z   لاحقة النقطةD تكون النقطة    حتىC  مرجحا للجملة( ) ( ) ( ) ;1 , ;1 , ; 1A B D −  

  بالنسبة إلى النقطة   Cهي نظيرة النقطة   Dبين أن النقطة    -بـ (3
  ADBCعين بدقة طبيعة الرباعي   -جـ (3
 

 نقاط(   07)التمرين الرابع: 
I.  n  .عدد طبيعي غير معدوم 

n
f  بـ:   الدالة العددية المعرفة على( ) 1n x

n
f x x e −= 

( )n
C   تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس( ), ;O i j   وحدة الطول(2cm ) 

)أحسب   (1 )lim
n

x
f x

→−
)و   )lim

n
x

f x
→+

 
)بين أن جميع المنحنيات   (2 )n

C  .تمرّ من نقطتين ثابتتين يطلب تعيين إحداثيتيهما 
)،  xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي   (3 ) ( ) ( )1

'
n n

f x n x f x
−

= − 
اتجاه تغير الدالة   nأدرس حسب شفعية  - أ (4

n
f  .ثم شكل جدول تغيراتها 

)أدرس الوضع النسبي للمنحنيين   -بـ( 4 )n
C  و( )1n

C
+

 
)أنشئ في نفس المعلم المنحنيات    -جـ( 4 )1

C ،( )2
C  و( )3

C 

II.  ( )n
I   :المتتالية العددية المعرفة بـ

1

1

0

0

xI e dx−=    ومن أجل كل عدد طبيعي غير معدومn  ،( )
1

0

n n
I f x dx=  

أحسب   (1
0

I  و
1

I 
)،  nبين أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم   - أ (2 )1

1 1
n n

I n I
+
= − + + 

استنتج    -بـ( 2
2

I 
III. 1)  

n
A  مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنيين( )n

C  و( )1n
C

+
0xوالمستقيمين    1xو  = = 

III) 1 )  عبر عن
n

A   بدلالةn   و
n

I 
III) 2)    1عدد حقيقي أكبر تماما من 
III) 2  )( )S   مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنيين( )1

C  و( )2
C  0والمستقيمينx xو  = = 

III) 2  )برهن أن   -أ( ) ( )2 124 4 4 1S e e    −= − − + + 
III) 2  )بين أن   -بـ( )1

2A S =    2تكافئ 1e  = + +     ثم استنتج وجود وحدانية للعدد 
 انتهى الموضوع الثاني 
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يبي  يا التجر  حل مقترح لامتحان البكالور
 2025دورة ماي 

ياضيات   شعبة الر
 الموضوع الأول 

ين الأول:  ن( 05) التمر
 على حامل محور الفواصل: 3uو  0u  ،1u ،2uتمثيل الحدود  -( أ1
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
)تخمين اتجاه تغير المتتالية    -( بـ1 )nu :بها  وتقار
0نلاحظ أن   ● 1 2 3u u u u   

)وعليه: المتتالية   )nu متناقصة. 
)ونلاحظ أن حدود المتتالية    ● )nu  قارب نحو فاصلة نقطة تقاطع المنحنى تت

( )fC   والمستقيم( )D 
)وعليه: المتتالية   )nu متقاربة.  

1البرهان بالتراجع أن   -( أ2 4nu    من أجل كل عدد طبيعيn : 
)لتكن  )P n " :1الخاصية 4nu " 

0nمن أجل   0لدينا:  = 3u 1و  = 3 4    01أي 4u  
)ومنه:  )0P محققة . 
 nليكن 

)نفرض أن الخاصية  )P n   1صحيحة أي 4nu  
)ونبرهن صحة الخاصية   )1P n 11أي  + 4nu +  

1لدينا:  4nu   
)والدالة المرفقة بالمتتالية  )nu   متزايدة تماما على المجال 1;4 

)وعليه:  ) ( ) ( )1 4nf f u f  
11ومنه:  4nu +  
)لأن:  ) 1n nf u u +=  ،( )1 1f )و  = )4 4f = 

)إذن: الخاصية  )1P n  صحيحة. +
 وبالتالي:

فإن   بالتراجع،  الاستدلال  مبدأ  1وحسب  4nu    عدد كل  أجل  من 
 nطبيعي  

بـ2 أن    -(  )تبيان  )( )1

1
1 4

3
n n n nu u u u+ − = − عدد  − كل  أجل  من 

 : nطبيعي  
 :nلدينا من أجل كل عدد طبيعي 
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)استنتاج أن المتتالية  -( جـ2 )nu  :بة  متناقصة وأنها متقار
n :1لدينا من أجل كل عدد طبيعي  ● 4nu  

1أي:  0nu −    4و 0nu −  

): فيكون )( )
1

1 4 0
3

n nu u− −    :1أي 0n nu u+ −  
)المتتالية  ومنه: نستنتج أن )nu متناقصة.  

)ولدينا: المتتالية  ● )nu  1متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد 
)المتتالية  ومنه: نستنتج أن )nu نحو نهاية    متقاربة 

)تبيان أن المتتالية  -( أ3 )nv  يطلب تعيين حدها الأول:  2هندسية أساسها 
1nuومن أجل   nلدينا من أجل كل عدد طبيعي   : 
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)ومنه: المتتالية  )nv  2هندسية أساسهاq = 
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0                                      حيث:  0vوحدها الأول  
0

1
ln
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2
ln
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v

 
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 : nبدلالة  nvالتعبير عن   -( بـ3

n  :0لدينا من أجل كل عدد طبيعي  
n

nv v q=     :2ومنه
2 ln

3

n
nv

 
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)تبيان أن    -( أ4 )
1 1 2

ln 1 ln
32 2

nn n
w

   
= −   
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من أجل كل عدد طبيعي   

 : nغير معدوم  
1nuومن أجل   nلدينا من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم   : 
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=  +  + +     

    

−

− −   
= + +   

  

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

1

0 11

0 1 1

0 1 1

0 1 1

1
ln3 ... ln

3

ln3 ln3

1 11
ln ln ln ... ln

3 3 3

ln3 ln3 ... ln3 ln3

ln ... ln3 ln3 ... ln3 ln3

ln ... ln3 ln3

ln ...

ln

n

n
n

n n

n n

n n

n

u

n

u uu
w

n

w v v v n

w v v v n n

w v v v

w v

−

−

−

−

−

− 
+ + +  

 

+ −

− −−    
= + + +    

    

+ + + + −

= + + + + + + + −

= + + + + −

= + + +

= ( )0

1 2 1 2 2
ln 2 1 ln

1 2 1 3 3

n n
nq

q

− −    
=  = −    

− −    
 

 :منهو

( ) ( )
1 1 2

ln 2 1 ln
32 2

n
nn n

w
 

= −   
 

 

  :إذن

( )
1 1 2

ln 1 ln
32 2

nn n
w

   
= −    
   

 

)استنتاج   -( بـ4 )
1

lim ln
2

nnn
w

→+
: 

n :1لدينا من أجل كل عدد طبيعي 
lim 0

2nn→+
 :منهو =

1
lim 0

2

1
lim 1 1

2

1 2 2
lim 1 ln ln

3 32

nn

nn

nn

→+

→+

→+

− =

− =

     
− =     

     

 

  ومنه:

( )
1 2

lim ln ln
32

nnn
w

→+

 
=  

 
 

ين الثاني:  ن( 03,5) التمر
 
 
 

 

212فيكون عدد الحالات الممكنة لهذا السحب:  144= 
 z  ذات اللاحقة Mللنقطة  الحالات الممكنة في الجدول التالي جميع نسجل 

 

x  y  ( ) ( )ln lnz x i y= +  

1  1  0z =  

1  e  z i=  

1  
1

e
 z i= −  

e  e  1z i= +  

e  1  1z =  

e  
1

e
 1z i= −  

1

e
 1

e
 1z i= − −  

1

e
 1  1z = −  

1

e
 e  1z i= − +  

 

)( حساب 1 )p A   و( )p B: 
●  A  : "M  الفواصل "نقطة من حامل محور 

0zمعناه:  1zأو   = 1zأو   = = − 

) ومنه: )
2 1 1 1 1

2

4 2 4 6 4

12
p A

+  + 
)نجد:  = )

1

3
p A = 

●  B  :  ية الموجهة )" قيس الزاو );OM u  يساوي
4


− " 

ية الموجهة  Bالحدث  )يكافئ: " قيس الزاو );u OM   يساوي
4

 " 
1zمعناه:  i= +   

)ومنه:  )
2

2

2

12
p B )نجد:  = )

1

36
p B = 

)( تبيان أن  2 )
4

9
p C = : 

●  C  " :M  نقطة من الدائرة التي مركزهاO   1ونصف قطرها " 
zمعناه:  i=   أوz i= 1zأو   − 1zأو   = = − 

)ومنه:  )
1 1 1 1 1 1 1 1

2

4 2 4 6 2 4 6 4

12
p C

 +  +  + 
=  

)نجد:  )
4

9
p C = 

الوعاء مع   بطاقتين من  التوالي  نسحب على 
إرجاع البطاقة المسحوبة إلى الوعاء في كل 

 مرة. 



 

 3 

ونصف   Oمن الدائرة التي مركزها   M( حساب احتمال أن تكون النقطة  3
 علما أنها من حامل محور الفواصل:  1قطرها  

)معناه: حساب  )Ap C 

)ومنه:  )
( )

( )

1 1 1 1

2

2 4 6 4

12
1

3

A

p A C
p C

p A

 + 

= =  

)نجد:  )
2

3
Ap C = 

ير أن قيم المتغير العشوائي    -( أ4  :2و   1، 0هي   Xتبر
 نستعين بالجدول التالي:

x  y  ( ) ( )ln lnz x i y= +  X OM z= =  

1  1  0  0  
1  e  i  1  

1  
1

e
 i−  1  

e  e  1 i+  2  
e  1  1  1  

e  
1

e
 1 i−  2  

1

e
 1

e
 1 i− −  2  

1

e
 1  1−  1  

1

e
 e  1 i− +  2  

 

ومنه:  0;1; 2X = 
)وحساب Xقانون الاحتمال للمتغير العشوائي   -( بـ4 )2  1Xp e −  : 

( )

( ) ( )

( )

2

2

2 1 1 2 1 1

2

4 1
0

912

4
1

9

2 2 6 6 6 2 4
2

912

p X

p X p C

p X

= = =

= = =

+  + + 
= = =

 

  ومنه:

ix  0  1  2  
( )ip X x=  1

9
 4

9
 4

9
 

)حساب  )2  1Xp e − : 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )2

2

2

2

1 2

1 2

1 0

   0

 

 

 

1

5
1

9

X

X

X

X

p e p X

p e p X

p e p X p X

p e

−

−

−

−

= −

=

= +



=







=



=
 

ين الثالث:  ن(  04) التمر
يجاد ثنائية   -( أ1 )إ )0 0;    حلا للمعادلة( )8 27 11... E − = −: 

 باستعمال خوارزمية إقليدس لدينا:
27 3 8 3

8 2 3 2

3 1 2 1

=  +

=  +

=  +

 

 ومنه:

( )

( )

( ) ( ) ( )

3 2 1

3 8 2 3 1

3 8 2 3 1

3 3 8 1

3 27 3 8 8 1

3 27 9 8 8 1

10 8 27 3 1

8 10 27 3 1...

− =

− −  =

− +  =

 − =

−  − =

 −  − =

−  +  =

− − − = 

 

)بضرب طرفي المساواة   )   في العدد(  نجد:  −11(
( ) ( )8 110 27 33 11− = − 

)ومنه:  ) ( )0 0; 110;33  = 
)حل المعادلة   -( بـ1 )E : 

)لدينا:  )8 27 11... E − = − 
)ولدينا أيضا:   ) ( ) ( )08 110 27 33 11... E− = − 

)بطرح   )0E   من( )E  :نجد( ) ( ) ( )8 110 27 33 ... "E − = − 
)من   )"E  :يقسم   27لدينا( )8 110   8أولي مع   27و   −

110يقسم   27ومنه: حسب مبرهنة غوص فإن   − 
110 أي  27k − 27ومنه:  = 110k =  kمع   +

يض قيمة   )في   بتعو )"E  8نجد 33y k=  kمع   +
)ومنه:  ) ( ) ;

27 110;8 33 /S k k k  = + +  
يجاد العدد الصحيح    -( أ2 )حتى تكون الثنائية   kإ )27 110;8 33k k+ +

)حلا للمعادلة   )4 9 17 ... 'E + = : 
)الثنائية   )27 110;8 33k k+ )حل للمعادلة   + )'E  :معناه 

( ) ( )

4

4 27 110 9 8 33 17

108 440 72 297 17

180 720

720

180

k k

k k

k

k

k

+ + + =

+ + + =

=

= −

= −

−  

2بحيث يكون   و  استنتاج قيمتي   -( بـ2 17u 3و  = 11u = − : 
): nلدينا من أجل كل عدد طبيعي  )2 3

nn
nu  =  +  − 

2nمن أجل   )لدينا:  = )2 4 9 17 ... 'u E = + = 
3nمن أجل   )لدينا:  = )3 8 27 11...u E = − = − 

ب ـ1من   )نستنتج أن للمعادلتين    -( أ2و    -(  )E   و( )'E   نفس الحلول من
4kأجل   = − 
27 ومنه: 4 110 = −  8و   + 4 33 = −  + 



 

 4 

2نجد:  1و  = = 
البرهان أن   -( أ3 3 2 5n

nu     من أجل كل عدد طبيعيn : 
2من أجل   1و   = )لدينا:   = )2 2 3

nn
nu =  + − 

 ومنه:
( )    ( )

 

 

2

3 2 5

2 2 3 5 3 2 5

2 2 5

nn
n

n n
n

n
n

u

u

u 



  + − −





 +  

 : nحسب قيم  5على   nuدراسة بواقي القسمة الإقليدية للعدد  -( بـ3
 :nلدينا من أجل كل عدد طبيعي 

 

n =  4p  4 1p +  4 2p +  4 3p +  p  

2n   1  2  4  3   5  

nu   3  1  2  4   5  
 

: حيث 3 2 5n
nu   

البرهان أن   -( أ4 2 4 2 5n
nS  −    من أجل كل عدد طبيعيn : 

): nلدينا من أجل كل عدد طبيعي  )12 3
nn

nw += + −  
n :0لدينا من أجل كل عدد طبيعي و 1 ...n nS w w w= + + +  

 ومنه:
( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )

0 11 2 1

0 11 2 1

11

11

2 3 2 3 ... 2 3

2 2 ... 2 3 3 ... 3

3 12 1
2 1

2 1 3 1

1
2 2 1 3 1

4

nn
n

nn
n

nn

n

nn
n

S

S

S

S

+

+

++

++

= + − + + − + + + −

= + + + + − + − + + −

− −−
=  + 

− − −

= − − − −

 

( ) ( )( )
( )

( )

11

11

4 8 2 1 3 1

4 8 2 8 3 1

4 16 2 3 3 7

nn
n

nn
n

nn
n

S

S

S

++

++

= − − − −

=  − − − +

=  + − −

 

 ومنه:
( )  

       

 

 

 5

4 16 2 3 3 7 5

4 1 5 ; 16 1 5 ; 3 2 5 ; 7 2 5

2 3

2

2 2 5

4 2 2

2 4

5

nn
n

n

n
n

n

n

n

n

S

S

S

S

   + − −


 −  −





 

−  + −

−

− 

  −

 

 : 5على  2025Sاستنتاج باقي القسمة الإقليدية للعدد   -( بـ4
 

  ( )

 

   ( )

 

2025
2025

2025

2025

2025

2025

2 4 2 5

2 2 5 ; 2025 4 506 1

2 4 2 5

6 5 ; 6 4 5

4 5

S

S

S

S

  − 


 =  +

 − 

 − − 



 

 4هو   5على  2025Sباقي القسمة الإقليدية للعدد  ومنه: 

ين الرابع:   ن( 07,5)التمر

I. g   الدالة العددية المعرفة على 1− بـ   :( ) ln 1
1

x
g x x

x
= − −

−
 

)ب  احس -( أ1 )lim
x

g x
→−

)و    )lim
x

g x
→+

: 

( ) ( )lim lim ln 1
1

1
lim ln

x x

t

x
g x x

x

t
t

t

→− →−

→+

−

 
= − − 

− 

− 
= − 

 

=

 

1لأن: 
lim 1

t

t

t→+

−
)و   = )lim ln

t
t

→+
− = − 

( ) ( )lim lim ln 1
1

1
lim ln

x x

t

x
g x x

x

t
t

t

→+ →+

→+

−

 
= − − 

− 

+ 
= − 

 

=

 

1لأن: 
lim 1

t

t

t→+

+
)و   = )lim ln

t
t

→+
− = − 

)ب  احس -( بـ1 )
1

lim
x

g x


⎯⎯→

)و    )
1

lim
x

g x


⎯⎯→

: 

( ) ( )

( )

1 1

0

0

lim lim ln 1
1

1
lim ln

1
lim 1 ln

x x

t

t

x
g x x

x

t
t

t

t t t
t

 





⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→

⎯⎯→

 
= − −




− 

− 
= − 

 

 
= − − 

 

= −



 

لأن: 
0

lim ln 0
t

t t


⎯⎯→

)و   = )
0

lim 1 1
t

t


⎯⎯→

− = و   −
0

1
lim

t t
⎯⎯→

= + 

( ) ( )

( )

1 1

0

0

lim lim ln 1
1

1
lim ln

1
lim 1 ln

x x

t

t

x
g x x

x

t
t

t

t t t
t

 





⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→

⎯⎯→

+

 
= − − 

− 

+ 
= − 

 

= + −

=

 

لأن: 
0

lim ln 0
t

t t


⎯⎯→

)و   = )
0

lim 1 1
t

t


⎯⎯→

+ و   =
0

1
lim

t t
⎯⎯→

= + 
)حساب   -أ( 2 )'g x  الدالة المشتقة للدالةg:  

قابلة للاشتقاق على  gالدالة   1− :ودالتها المشتقة 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2

2

2

2

1 1
'

11

1 1

1

'

'
11

1
'

1

1

x x
g

x
g

x
xx

g x
xx

x

x

g x

x

x

− −
= −

−−

−
−

−

=
−−

− − +

=
−

=
−

 

 وتشكيل جدول تغيراتها:  gدراسة اتجاه تغير الدالة   -( بـ2



 

 5 

)إشارة   )'g x  على 1−   من إشارةx− :كما يلي 
 
 
 
 

 

  ومنه:
متزايدة تماما على المجال   gالدالة   - ;0−  
متناقصة تماما على كل من المجالين  gالدالة   - 0;1   و 1;+ 

 جدول تغيراتها كالتالي:
 
 
 
 
 
 
 
)( تبيان أن المعادلة  3 ) 0g x 4حيث  تقبل حلا وحيدا   = 5  : 

مستمرة ومتناقصة تماما على المجال   gالدالة   4;5 
)ولدينا:  )4 0,235g )و  + )5 0,136g )أي:   − ) ( )4 5 0g g  

)فإن المعادلة  المتوسطة  ومنه: وحسب مبرهنة القيم   ) 0g x تقبل حلا وحيدا   =
  4حيث 5    يحقق( ) 0g  = 

)( استنتاج إشارة 4 )g x   على 1−: 
الدالة   تغيرات  السؤال   gمن جدول  إشارة    (3ومن  )نستنتج  )g x  على

 1−  :كما يلي 
 
 
 

II. f  الدالة العددية المعرفة على 1− بـ :   
 

( )

( )
2 3

0
ln 1

;

6
; 0

2

x

x x

x
f x x

x

e
f x x

e e

 −
=




− = 




+ +

 

)حساب   -( أ1 )lim
x

f x
→−

)و    )lim
x

f x
→+

 ثم تفسير النتيجتين بيانيا: 

( )
2

0
6

lim lim
3 2

x

x xx x

e
f x

e e→− →−

−
= =

+ +
 

limلأن:  0x

x
e

→−
2limو   = 0x

x
e

→−
= 

( )
( )

( )

0

ln 1
lim lim

ln 1 1
lim

1

x x

x

x
f x

x

x x

x x

→+ →+

→+

−
=

− −
= 

−

=

 

)لأن:  )ln 1
lim 0

x

x

x→+

−
1و   =

lim 1
x

x

x→+

−
= 

)المنحنى   )fC   الممثل للدالةf   يقبل مستقيما مقاربا أفقيا هو حامل محور
0yالفواصل و    معادلة له.  =

)ب  احس -( بـ1 )
1

lim
x

f x


⎯⎯→

)و    )
1

lim
x

f x


⎯⎯→

 :ر النتيجتين بيانيايفس تثم  

( )
( )

1 1

0

ln 1
lim lim

ln
lim

1

x x

t

x
f x

x

t

t

 



⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→

−

−
=

=
−

=

 

لأن: 
0

lim ln
t

t


⎯⎯→

= −  و( )
0

lim 1 1
t

t


⎯⎯→

− = 

( )
( )

1 1

0

ln 1
lim lim

ln
lim

1

x x

t

x
f x

x

t

t

 



⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→

−
=

=
+

= −

 

لأن: 
0

lim ln
t

t


⎯⎯→

= −  و( )
0

lim 1 1
t

t


⎯⎯→

+ = 
)المنحنى   )fC   الممثل للدالةf   1يقبل مستقيما مقاربا عموديا وx معادلة  =

 له.

)ن أن  ابي ت -( أ2 ) ( )
0

0 1
lim

6x

f x f

x
⎯⎯→

−
= − : 

( ) ( )

( )

( )

( )( )
( )

2

0 0

2

20

2

20

20

6
1

0 3 2lim lim

6 3 2
lim

3 2

3 2
lim

3 2

1 2
lim

3 2

x

x x

x x

x x x

x xx

x x

x xx

x x

x xx

e
f x f e e

x x

e e e

x e e

e e

x e e

e e

x e e

 







⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→

⎯⎯→

⎯⎯→

−
+

− + +=

− + + +
=

+ +

− +
=

+ +

− −
=

+ +

 

2
0

1

6

1 2
lim

3 2

x x

x x
x

e e

x e e
⎯⎯→

− −

+ +

= −

= 

 

لأن: 
0

1
lim 1

x

x

e

x
⎯⎯→

−
و   =

2
0

2 1
lim

63 2

x

x x
x

e

e e
⎯⎯→

−
= −

+ +
 

)ب احس -( بـ2 ) ( )
0

0
lim

x

f x f

x
⎯⎯→

−  : 

( ) ( )
( )

( )
0 0

2
0

ln 1
10

l

2

im lim

ln 1
l

1

im

x x

x

x

f x f x

x x

x x

x

 



⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→

−
+−

− +

= −

=

=  

 تفسير النتيجتين بيانيا: -( جـ2

) لدينا: ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0
lim lim

x x

f x f f x f

x x 
⎯⎯→ ⎯⎯→

− −
  

 0غير قابلة للاشتقاق عند   fالدالة  

 الإرشاد المعطى( )حسب 
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)ومنه: المنحنى   )fC   معامل    0النقطة ذات الفاصلة  عند  نصفي مماسين  يقبل

1توجيهيهما  

6
1و   −

2
−  

)معادلتيهما:   )
1

: 1
6

gT y x= − )و   − )
1

: 1
2

dT y x= − − 

)( تبيان أن  3 )
1

1
f 


=

−
 : 

ومن أجل  ( I .3لدينا من  4;5 :( ) 0g  =  

)أي:  )ln 1 0
1





− − =

−
)ومنه:    )ln 1

1





− =

−
 

ولدينا من أجل   4;5 :( )
( )ln 1

f





−
= 

 ومنه:

( )

( )
1

1

11

1
f

f 






  
−=

=

= 

−

−  

)حساب   -( أ4 )'f x : 
قابلة للاشتقاق على  fالدالة   0;1− :ودالتها المشتقة 

على المجال   ●   0;1 1;+: 

)لدينا:  )
ln 1x

f x
x

−
  ومنه: =

( )

( )
( )

2

2

ln 1

'

'

1

x
x

xf

x
x

x

x
f

x

g

−

=

−
−=  

  على المجال ● ;0−: 

)لدينا:  )
2

6

3 2

x

x x

e
f x

e e

−
=

+ +
 ومنه: 

( )
( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )( )

( )

2

2
2

2 2

2

2 2

2
2

2

2
2

6 3 2 6 2 3
'

3 2

6 2 3 3 2
'

3 2

6 2 2

6

'

'

3

3

2

2

2

x x x

x

x x x x x x

x x

x

x

x

x x x x

x

x x

x x

e e e e e e
f

e

e e e
f

x
e e

e e e e
f x

e e

e

e

e
f x

e

x
e

e

− +
=

+

− + + + +
=

+ +

+ − − −
=

+

−

+

+

+

=
+

 

 ومنه: 

( )
( )

   

( )
( )( )

( )
 

2

2
2

' ; 0;1 1;

6 2 2
' ; ;0

3 2

x x x

x x

g x
f x x

x

e e e
f x x

e e


= +


 − +
 = −


+ +

 

 تغيراتها: ثم تشكيل جدول   fدراسة اتجاه تغير الدالة   -( بـ4

)إشارة  ●  )'f x   على المجال   0;1 1;+   من إشارة( )g x    
 لدينا:   (I .4من السؤال 
( )' 0g x    على كل من المجالين 0;1  و 1;+ 
( ) 0'g x    على المجال ; + 

)إشارة  ●  )'f x   على المجال ;0−   2من إشارةxe − 
)أي:  ) 0'f x    على المجال ;0− 
2لأن:   0xe −    2و 0xe +    0وxe    و( )

2
2 3 2 0x xe e+ +  

 ومنه:
 
 

 

 وعليه:
المجالات   fالدالة    - من  كل  على  تماما  متناقصة  ;0−   ، 0;1   و

 ; + 
متزايدة تماما على المجال   fالدالة   - 1;  

 يعطى جدول تغيراتها كالتالي:
 
 
 
 
 
 
)ب ا( حس5 )1f −  ،( )0f ،( )2f  و( )5f  اء  نشإثم( )fC : 

 لدينا: 

    ( )
( )

( )

  ( )
( )

( )2

ln 1
0;1 1; :

6
;

2

0 :

0

5 0,3

1 0,

13 02

7x

x x

x
x f x

x

e
x f

f

fe e

f

x
f

 − 
 + =  

  


 − 
 − =  

+ + 

−



=

−

= −

 

)إنشاء  )fC: 
 2cmوحدة الطول  ملاحظة:  

 
 
 
 
 
 
 
 

يجاد العددين الحقيقيين  6  :bو   a( إ
من   xلدينا من أجل كل عدد حقيقي   2; 1− − −: 

2

6

2 13 2

x a b

x xx x

−
= +

+ ++ +
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( ) ( )

( )( )

( )

2

2 2

2 2

1 26

2 13 2

6 2

3 2 3 2

26

3 2 3 2

a x b xx

x xx x

x ax a bx b

x x x x

a b x a bx

x x x x

+ + +−
=

+ ++ +

− + + +
=

+ + + +

+ + +−
=

+ + + +

 

6aبالمطابقة نجد:   b+ = 2و   − 0a b+ = 
12aومنه:  = 6bو   − = 

 فيكون: 

2

6 12 6

2 13 2

x

x xx x

−
= − +

+ ++ +
 

ج أن  ااستنت  -( بـ6
2

6 12 6

3 2 1 2 1

x x x

x x x x

e e e

e e e e

− −

− −

− −
= +

+ + + +
: 

 نستنتج أن: -( أ6من 

2

6 12 6

3 2 2 1

x

x x x x

e

e e e e

−
= − +

+ + + +
 

 ومنه:

( ) ( )2

2

6 12 6

3 2 1

66 1

2

1

2

3 2 1

2

x x

x x

x x x

x x x x

x

x x x x

e e

e e

e e e

e e e

e

e

e e e e

− −

− −

− −

− −

−
= − +

+ + + +

−
= − +

+ + + +

 

جـ6 بالمنحنى  احس  -(  المحدد  المستوي  الح يز  )ب مساحة  )fC   محور وحامل 
ln2xالفواصل والمستقيمين   = 0xو    − = : 

)مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى  𝒜لتكن  )fC  وحامل محور الفواصل
ln2xوالمستقيمين   = 0xو   − =   

)  ملاحظة: )fC   يقع أسفل حامل محور الفواصل على ln 2;0− 
 ومنه:

( )

( ) ( )

0

ln 2

0

2

ln 2

0

ln 2

0 0

ln 2 ln 2

0 0

ln 2 ln 2

0

ln 2 l

2 2

6
4

3 2

12 6
4

1 2 1

12 6
4 4

1 2 1

2
24 24

1 2 1

24 ln 1 2 24 ln 1

x

x x

x x

x x

x x

x x

x x

x x

x x

A f x dx

e
dx

e e

e e
dx

e e

e e
dx

x

A

A

A

A

A

dx
e e

e e
d dx

e e

e e

−

−

− −

− −

−

− −

− −

− −

− −

− −

− −

− −

− −

=  −

=
+ +

 
= − 

+ + 

= −
+ +

− −
= − +

+ +

   = − + + +
   







 

 

( ) ( )

( )

( )

2

0

n 2

24 ln3 ln5 24 ln 2 ln3

24ln3 24ln5 24ln 2 24ln3

24 ln5 ln 2 2ln3

2 n

10
24l

4 ln10

9

l 9

n

A

c

A

A

A

A m

= − − + −

= − + + −

= + −

= −

=

 

 الموضوع الثاني 
ين الأول: )  ن( 04,5التمر

 :nفي النظام الذي أساسه   Nو  M( كتابة كلا من  1
5nلدينا من أجل كل عدد طبيعي  : 

( ) ( ) ( ) ( )

1

0 1 2 3

3 2

2 3

0 1 2 3

100

1 0 1 0 1 1 1

0 0 3 3 1

1 4 3

1

13

4 3

41

1

n

n
M n

M n n n n n

M n n n n

M n n n

M n n n n

M

+
=

=  + +  + +  + +  +

= + + + + + +

=

=

=

+ + +

 +  +  + 

 

5nمن أجل كل عدد طبيعي  ولدينا : 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

0 1 2 3

3 2

4 3 2

0 1 2 3 4

001

1 1 0 1 0 1 1

1 0 0 3 3 1

1 3 3

1

13

1 3 3

3

1

11
n

n
N n

N n n n n n

N n n n n

N n n n n

N n n n n n

N

+
=

=  + +  + +  + +  +

= + + + + + +

= + + + +

=  +  + 

=

+  + 

 

Mكتابة   -( أ2 N+  1في النظام الذي أساسهn+ : 
5nمن أجل كل عدد طبيعي  لدينا : 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1

0 1 2 3

0 1 2 3

0

1

1 2

3

4

0 1 2 3

4

100 001

1 0 1 0 1 1 1

1 1 0 1 0 1 1

1 1 0 1 0 1

1 1

1 0 0 1

0 1 1

1

1

0

0

0

1 1 0

1

0

1

1

n

n

n
M N n n

M N n n n n n

n n n n

M

n

M N n n n n

n n

M N n n

M N n n

n

N

n n

+

+

+
+ = +

+ =  + +  + +  + +  +

+  + +  + +  + +  +

+ = + + +  + +  +

+ + +

+ = + + + + +

+ =  + +  + +  + +  +

+ 

=

+

+

)ج أن  ااستنت   -( ب ـ2 )1M N k n+ = عدد طبيعي يطلب تعيينه  kحيث   +
 : nبدلالة 

5nمن أجل كل عدد طبيعي  و  -( أ2من  لدينا : 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )( )

( )( )
( )

1

1 4

1 4

3

3 2

3 2

10010

1 1 1 1

1 1

1 1 1

1 1 3

1

3 1

1 3 3 2

n
M N

M N n n

M N n n

M N n n

M N n n n n

M N n n

N k

n

M n

n

+
+ =

+ =  + +  +

+ = + + +

 + = + + +
 

+ = + + + + +

+ +

+

+

=

= +

+

+

 

 

3                                                      حيث:        23 3 2k n n n= + + + 

𝒜 

𝒜 
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 : nفي النظام الذي أساسه  kكتابة   -( جـ2
5nمن أجل كل عدد طبيعي  لدينا : 

3 2

2 3

0 1 2 3

3 3 2

2 3 3

2 3 3 1

1332
n

k n n n

k n n n

k n n n n

k

= + + +

= + + +

= + 

=

 +  + 
 

 يحققان :  bو  a( البرهان أنه يوجد عددان طبيعيان غير معدومين  3
n n

k ab aaa=  
nلدينا:  n

k ab aaa=  
 تكافئ: 

( )( )

( )( )

( )( )

( )

( ) ( )( )
( ) ( )

3 2 0 1 0 1 2

3 2 2

3 2 2

3 2 3 2 2

3 2 3 2

3 2 2 3 2

3 3 2

3 3 2

3 3 2 1

3 3 2

3 3 2

3 3 2

n n n b n a n a n a n a n

n n n b an a an an

n n n a an b n n

n n n a an an an bn bn b

n n n a an a b n a b n b

n n n a n a a b n a a b n ab

+ + + =  +   +  + 

+ + + = + + +

+ + + = + + +

+ + + = + + + + +

+ + + = + + + + +

+ + + = + + + + +

 

 بالمطابقة: 

( )

2 1

3

2

a

a a b

ab

 =


+ =


=

 

1ومنه:                                                                      

2

a

b

=


=
 

يجاد جميع الثنائيات  4 )( إ );    :من الأعداد الطبيعية التي تحقق 
9d m + = + 

)لدينا:  );d PGCD  = 
'ومنه:  d =    و' d =   :حيث'   و' .أوليان فيما بينهما 

)ولدينا:  ) ( ); ;PPCM PGCD      =  
mأي:  d   =  

يض:   'فينتج بالتعو 'm d d d  =    
'أي:  'm d =   

9dولدينا:  m + = + 
 ومنه: 

( ) ( )

 9

' ' ' 9

' '

1;3 9

' 9

1 ' ' ' 9 .

;

..

d

D

d d

d d d

d

d

  

  

  

+   =  +

+   −  =

 =

+  − = 
 

●  1d = 
( )   :تكافئ 

( )

1 ' ' ' 9

' ' ' 8

' ' 1 8

  

  

 

+  − =

 − =

− =

 

 الجدول التالي:نلخص النتائج في 
 

8  4  2  1  ' 1 −  

9  5  3  2  '  
1  2  4  8  '  

1  1  1  4  ( )' ; 'PGCD    
 

 ومنه:
( ) ( ) ( ) ( ) ' ; ' 3;4 , 5;2 , 9;1  =  

 إذن:
( ) ( ) ( ) ( ) ; 3;4 , 5;2 , 9;1  =  

●  3d = 
( )   :تكافئ 

( )

( )

3 1 ' ' ' 9

1 ' ' ' 3

' ' ' 2

' ' 1 2

  

  

  

 

+  − =

+  − =

 − =

− =

 

 نلخص النتائج في الجدول التالي:
 

2  1  ' 1 −  

3  2  '  
1  2  '  

1  2  ( )' ; 'PGCD    
 

 ومنه:
( ) ( ) ' ; ' 3;1  =  

 إذن:
( ) ( ) ; 9;3  = 

●  9d = 
( )   :تكافئ 

( )

( )

9 1 ' ' ' 9

1 ' ' ' 1

' ' ' 0

' ' 1 0

  

  

  

 

+  − =

+  − =

 − =

− =

 

'بما أن      فإن' 1 0 − 'أي:  = 1 = 
 ومنه:

( ) ( ) ' ; ' 1;  =  

 إذن:
( ) ( ) ; 9;9  = 

 خلاصة: 
)الثنائيات   );   9من الأعداد الطبيعية التي تحققd m + =  هي: +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ; 3;4 , 5;2 , 9;1 , 9;3 , 9;9 /    =   
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ين الثاني:   ن( 03,5)التمر

0التحقق أن   -( أ1

1
1I

e
= −: 

( )
1

1
1 1

0
0

0

0

1
1 1 1

1
1

x xI

e

e dx e e e

I

e

− − − − = = − = − − − = − +

=

= − 

−

+
 

)البرهان أن  -( بـ1 ) 1
1 1n nI n I e−+ = +  : nمن أجل كل عدد طبيعي   −

: nلدينا من أجل كل عدد طبيعي 
1

0

n x
nI x e dx−=  

ومنه: 
1

1
1

0

n x
nI x e dx+ −
+ =  

1nu                           باستعمال المكاملة بالتجزئة، نضع: x 'و   =+ xv e−= 
)                                              ومنه:   )' 1 nu n x= xvو   + e−= − 
 وعليه:

( )

( )

( )

( )

1
1

1
1

0
0

1

1
1

0

1

1

1

1

1

0 1

1

1

n x

n

n x
n

n x

n

n

n n

I

I

x e n x e dx

I e n x e dx

I e n

I n e

I

+ − −
+

− −

+

−
+

−

+

 = − − − + 

 = − − + +

=

= +

− + +

−





  

( البرهان أن  2
( )

1 1

1 1
nI

n e n
 

+ +
 :nمن أجل كل عدد طبيعي  

لدينا  0;1x  :0أي 1x  :1  ومنه 0x−  −  

)وأيضا:   )1 1 ...xe e− −   
لدينا من أجل   0;1x   ومن أجل كل عدد طبيعيn :0 1nx  

)  ومنه ) تكافئ : 

( )

1

1 1 1

1

0 0 0

1 1

1 1 1

0 0

1 1

1 1

1 1 1
0 0

1 1

1 1

1 1

n n x n

n n x n

n n

n

n

n

e x x e x

e x dx x

I
n e

x e dx dx

e x

n

I x
n n

I
e n n

− −

− −

− + +

 

 

   
    + +   

   
−   −  



+ +   


+ +

  

 

)استنتاج نهاية المتتالية  )nI: 
 :nلدينا من أجل كل عدد طبيعي 

( )
1 1

lim lim lim
1 1

0 lim 0

n
n n n

n
n

I
n e n

I

→+ →+ →+

→+

 
+ +

 

 

 الحصر فإن:   النهاية بحسب مبرهنة 
                                                  

lim 0n
n

I
→+

= 

البرهان أن   -( أ3
( )

1

1
1 !

n n

e
u u

n

−

+ − =
+

 : nمن أجل كل عدد طبيعي   

n: 1لدينا من أجل كل عدد طبيعي 

!
n nu I

n
= 

 ومنه:

( )

( )
( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

1 1

1
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1 1

1 ! !

1 1
1

1 ! !

1 1

1

!

! 1 ! !

1 1

1 ! 1 ! !

1 1

! 1 ! !

1

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

n n n

n n

n

u u I I
n n

u u n I e I
n n

n e
u u I I

n n n

n e
u u I I

n n n n

e
u u I I

n n n

e
u u

n

+ +

−
+

−

+

−

+

+

−

−

+

− = −
+

 − = + − − +

+
− = − −

+

− =

−

−

+

+
− = − −

+ +

−
+

+

= −

 

)ج أن  ااستنت  -(بـ3 )
1 1 1 1

1 ...
0! 1! 2! !

ne u
n

− = + + + +: 

لدينا:  -( أ3من 
( )

1

1
1 !

n n

e
u u

n

−

+ − = −
+

 

)ومنه:  )
( )

1

1

1 !
n ne u u

n
+− =

+
 

 فيكون:

( )

( )

( )

( )
( )

( )

0 1

1 2

2 3

2 1

1

1
0 :

1!

1
1:

2!

1
2 :

3!

...

1
2 :

1 !

1
1:

!

n n

n n

n e u u

n e u u

n e u u

n e u u
n

n e u u
n

− −

−

= − =

= − =

= − =

− − =
−

− − =

 

 

 بالجمع نجد:
( )

( )

( )

( )

( ) ( )

0 1 1 2 2 1 1

0

0

0

...

1 1 1 1
...

1! 1! 1 ! !

1 1 1
...

1! 1! !

1 1 1
...

1! 1! !

1 1 1
... ... 1

1

1 1

0! 0!

1
1

0! 1! ! !

n n n n

n

n

n

e u u u u u u u u

n n

e u u
n

e u u
n

e u u
n

− − −− + − + + − + − =

+ + + +
−

− = + + +

− + = + + + +

− + = + + + +

 

 

 حيث: 

0 0

1 1 1
1 1 1

0!
u I

e e

 
= =  − = − 

 
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يض   1بـ   0uبتعو
1

e
)في  − )1: 

( )

( )

1 1

1 1 1 1
1 ...

0! 1! 1! !

1 1 1 1 1
1 1 ...

0! 1! 1! !

1 1 1 1
1 ...

0! 1! 1! !

n

n

n

e u
e n

e u
n

e u
n

 
− − + = + + + + 

 

+ − = + +−

+

+ ++

− = + + +

 

 

ين الثالث:   ن(  04,5)التمر
I  المعادلة ذات المجهول   . حل في مجموعة الأعداد المركبةz  : التالية 

( )( ) ( )22 3 2 10 0 ...z i z z E+ − − + = 
( )E   :2تكافئ 3 0z i+ − 2أو   = 2 10 0z z− + = 

●  2 3 0z i+ − 0معناه:  = 2 3z i= − + 
●  2 2 10 0z z− + = 

)                                                  فنجد:  نحسب المميز   )
2

36 6i = − = 
2ومنه: للمعادلة   2 10 0z z− + 2و  1z  قانمتراف انحل = 1z z= 

1هما:   1 3z i= 2و  − 1 3z i= + 
)فتكون حلول   )E :المعادلة هي  

 0 1 22 3 ; 1 3 ; 1 3S z i z i z i= = − + = − = + 
II .2 3Az i= − +   ،1 3Bz i= 1و  − 3C Bz z i= = + 

Bالعدد المركب   ةبا كت -( أ1 C

A C

z z

z z

−

−
   :الأسيثم على الشكل الج بري  

2                   لدينا: 
1 3 1 3 6

2 2
2 3 1 3 3

i
B C

A C

z z i i i
i e

z z i i


− − − − −

= = = =
− − + − − −

 

22 2
i

B C

A C

z z
i e

z z


−

= =
−

 

 : ABCج طبيعة المثلث ااستنت 

2Bلدينا:  C

A C

z z

z z

−
=

−
2CBومنه:   CA= 

argولدينا: 
2

B C

A C

z z

z z

 −
= 

− 
)ومنه:   );

2
CA CB


= 

 Cقائم في   ABCنستنتج أن المثلث 
يجاد  -( بـ1 يل النقطي  إ تعيين  يطلب  Bإلى   Aالذي يحول   Tطبيعة التحو

 عناصره المميزة: 

22:   -( أII .1لدينا من  2
i

B C

A C

z z
i e

z z


−

= =
−

   

)ومنه:  )2B C A Cz z i z z− = − 
يلته   2iبما أن   يل النقطي    1تختلف عن   2عدد مركب طو Tفإن التحو

 تشابه مباشر  هو  Bإلى  Aالذي يحول  
 عناصره المميزة: 

1ذات اللاحقة   C  الصامدة مركزه النقطة - 3Cz i= − 
2نسبته   - 2k i= =  

)زاويته   - )arg 2
2

i


 = = 

)تنتمي إلى نفس الدائرة    Cو    A    ،Bن أن النقط  ابي ت  -( جـ1 )    يطلب
 :rونصف قطرها   تعيين مركزها  
فإن الدائرة المحيطة به    ( -( أII  .1)السؤال    Cقائم في   ABCبما أن المثلث  
 Cو  A  ،Bتشمل رؤوسه  

)تنتمي إلى نفس الدائرة    Cو    A    ،Bالنقط  ومنه:   )  قطرها هو وتر    التي
 Cالقائم في   ABCمثلث لل

 فيكون: 
منتصف القطعة المستقيمة    مركزها   - AB  لاحقتها ذات الz   نصف  و

 :  حيث rقطرها  
2 3 1 3 1

2 2 2

A Bz z i i
z

+ − + + −
= = = −   

1 3 3 5
1 3 3

2 2 2

A B C

r A B C

r z z z z z z

r i i

  

= = =

= − = − = −

= + + = + =

 

)المجموعة   انشاءن ثم يعي ت  -( أ2 ) : 

1Aلدينا: 

C

z z

z z

−
=

−
  

 تكافئ: 

1A

C

A C

M

z z

z z

z z z

AM C

z

−
=

= −

=

−

−  

)ومنه: المجموعة   )   هي المستقيم المحوري للقطعة المستقيمة AC 
)إنشاء المجموعة  ملاحظة: ) .في آخر التمرين 

)تعيين ثم إنشاء المجموعة    -( بـ2 )'   صورة المجموعة( )   يل  :Tبالتحو
)أن    -( بـII .1لدينا من  )T   يحولA  إلىB   وC .نقطة صامدة 

أي أن صورة القطعة   AC  يل هي  Tبالتحو BC 
المجموعة   )ومنه:  )'   المستقيمة للقطعة  المحوري  المستقيم  هي  BC    وهو

 حامل محور الفواصل.
)إنشاء المجموعة  ملاحظة: )' .في آخر التمرين 

أ3 النقطة    Dzن  يعي ت   -(  النقطة    Dلاحقة  تكون  للجملة   Cحتى  مرجحا 
( ) ( ) ( ) ;1 , ;1 , ; 1A B D − : 

)مرجح للجملة   Cالنقطة   ) ( ) ( ) ;1 , ;1 , ; 1A B D  :معناه −
1 1 1

1 1 1

A B D
C

z z z
z

 +  − 
=

+ −
 

 ومنه:
1 1 1

1 1 1

2 3 1 3 1

2 3

3

A B D
C

D A B C

D

Dz i

z z z
z

z z z z

z i i i

 +  − 
=

+ −

= + −

= −

= −

− − −

−

+ +

 

 :بالنسبة إلى النقطة   Cهي نظيرة النقطة   Dن أن النقطة  ابي ت  -( بـ3
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هي منتصف القطعة  معناه: نبين أن   CD 
 لدينا: 

1 3 2 3 1

2 2 2

C Dz z i i
z

+ + − −
= = − =  

 بالنسبة إلى النقطة   Cهي نظيرة النقطة   Dالنقطة  ومنه: 
Cيمكن أن نبرهن أيضا أن   ملاحظة: D = 

1 3
1 3 3

2 2

1 3
2 3 3

2 2

CC

DD

C z z z i i

C D

D z z z i i






 = = − = − − − = − −

  =
 = = − = − − + = − −


 

باعي  يعي ت  -( جـ3   ADBCن بدقة طبيعة الر
منصف   :لدينا AB  منII .1جـ ) -   

منتصف   :ولدينا CD   منII .3 )ـب  - 
أي:  AB   و CD .متناصفان 

 . متوازي أضلاع ADBCومنه: الرباعي  
2CBو   Cقائم في   ABCولدينا: المثلث  CA=  منII  .1أ )-   
 .مستطيل ADBCومنه: الرباعي  

 الإنشاءات في الشكل المرافق. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ين ال  ن( 07,5): بعرا التمر
 


