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 الجمهورية الجزائرية الديمقراطية الشعبية

 وزارة التربية الوطنية

                                                                          29المقاطعة انويات تمنراست ث                                                                ديرية التربية بولاية تمنراستــــم 

 2017/ 2016وسم الدراسي : ــالم                             امتـحان  البكالوريا التجريبي للتعليم الثانوي                         

                                                                                                                       .                                                                                                         الثالثة علوم التجريبية: ة ــــــشعبال

 د 30و  سا 3المـــــــــــــــدة :                                                                              اختبار في مادة الرياضيات  

 أن يختار أحد الموضوعين التاليين :  المترشحعلى 

 الموضوع الأول

  نقاط ( :  4)  التمرين الأول

; 𝑂)الفضاء منسوب الى المعلم المتعامد المتجانس    𝑖 ⃗⃗⃗   ;  𝑗 ⃗⃗⃗  ;  𝑘 ⃗⃗⃗⃗ ) نعتبر النقط :  ؛ 

( ) ( ) ( )0;3; 1 ; 2;0; 1 , 1 ; 1;0C B A− )و    − )0;4;1−D 

)معادلة ديكارتية للمستوي  ال  بين أنثم  متوازي الأضلاع ABCDأثبت أن الرباعي  (1 )ABC 

3𝑥هي                                + 2𝑦 + 𝑧 − 5 = 0  . 

)( عين معادلة ديكارتية للمستوي2 )Q الذي  يحوي المستقيم ( )ABالمستوي  و يعُامد( )ABC. 

)عين  ثمثيلا  وسيطيا للمستقيم  المار من النقطة ( 3 )3;0;2 −−H   و العمودي على المستوي( )Q 

)و مماس للمستوي  Hالذي مركزه Sأكتب معادلة ديكارتية لسطح الكرة( 4 )ABC ثم   أدرس  تقاطع  سطح 

)و المستقيم  Sةالكر )CD. 

 نقاط ( : 5التمرين الثاني )

)  : C/ حل في مجموعة الأعداد المركبة 1 )( )23 3 1 0z z z− − + = . 

; 𝑂 )المستوي المركب منسوب إلى معلم  /2 𝑖  ⃗  ; Cو   𝐴 ،   𝐵لتكن   ، (    
  

 نقط لواحقها على الترتيب: 

           

3 1

2 2
Az i= −

 
  ،3Bz =

    
     ،ACz z= . 

 أثبت أن     
1962 2016 0A Cz z+ بحيث يكون     nثم عين قيم العد الطبيعي   =

n

A

C

z

z

 
 
  

 حقيقي موجب   

Cالمركب  أكتب العدد  ( 3 A

B A

z z

z z

−

−
 .ABCاستنتج طبيعة المثلث ثم على الشكل الأسي 

Eقة النقطة  حلا Ezعين  ( 4

 
Bصورة

 
 2  ونسبتهAالذي مركزه Sلتشابه المباشر با

  
وزاويته  

3


 بين أن  ؛ ثم  

 . في استقامية  Eو  C؛   Aالنقط  

A  بحيث يكون zذات اللاحقة  Mعين مجموعة النقط  (5

C

z z

z z

−

−
Cz)  ؛  تخيليا  صرفا   z   . ) 
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 نقاط(  4التمرين الثالث )

)لتكن         )nu    متتالية معرفة بـ
4

1
0 =u   ومن أجل كل عدد طبيعيn :

4

23
1

+

+
=+

n

n
n

u

u
u . 

:      nحتى يكون من أجل كل عدد طبيعي    a    ،b( عين العددين الحقيقيين  1
4

1
+

+=+

n

n
u

b
au    ثم برهن بالتراجع بين أنه.

n   :2من أجل كل عدد طبيعي   1nu−   . 

)أدرس اتجاه تغير المتتالية    (2 )nu   ؛  ثم استنتج  أن( )nu  متقاربة 

)المتتالية  ( لتكن 3 )nv :من أجل كل عدد طبيعي المعرفة كما يليn  :
n

n
n

u

u
v

−

+
=

1

2
  . 

)بين أن المتتالية   )nv  هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول . أكتبnv  وnu  بدلالةn  ثم أحسبlim
𝑛→+∞

𝑢𝑛   

( ثم أحسب المجموع :  4
n

n

n
vvvv

S
5

.....
551

2

2

10

++++=  . 

 نقاط (:  7التمرين الرابع ) 

)المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس     , , )O i j 

I لتكن الدالة العددية    )g المعرفة على 0,+   :  بـ
1

( ) 2lng x x x
x

= − − 

0xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي   -1     ؛
2

2

( 1)
( )

x
g x

x

−
  . gثم استنتج اتجاه تغير الدالة    =

)ادرس  إشارة   -2 )g x (                    .   لاحظ أن  g(1)=0   ) 

II)  العدديةنعتبر الدالةf المعرفة على 0,+     :بـ
21

( ) (ln ) 2f x x x
x

= + − ).  وليكن   − )C   منحناها البياني في

 . المستوي السابق 

بين أن    -1
2(ln )

lim 0
x

x

x→+
limثم احسب      = ( )

x
f x

→+
  . 

من xتحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي     0,+  ؛
1

( ) ( )f f x
x

ثم احسب    =
0

lim ( )
x

f x
+→

 .  و فسر النتيجة هندسيا 

من xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي   -2 0,+    ؛
( )

( )
g x

f x
x

  . fثم شكل جدول تغيرات الدالة     =

)أنشئ المنحنى   -3 )C   . 

:بين أن الدالة  -4 lnh x x x x−  هي دالة أصلية للدالةln( )x x على 0,+   ؛ ثم باستعمال التكامل بالتجزئة 

بين أن   
2

1

(ln ) 2

e

x dx e= −  . 

)مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى أحسب   -5 )C 1و محور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتيهماx xو  = e= . 

 

 انتهى الموضوع الأول 
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 الموضوع الثاني 

 نقاط ( :   5التمرين الاول )

2:   المعادلة ℂ ( حل في مجموعة الأعداد المركبة 1 6 10 0z z− + =  . 

)حيث:   zحلول المعادلة ذات المجهول   ℂ   استنتج في  ) ( )
2

2 6 2 10 0z z+ − + + =  

)( المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 2 ); ,O u v النقط ،A،B ،C  ،D   لاحقاتها 

              3
A

z i= 3     و  −
B

z i= 1    و   +
C

z i= 1و    و   +
D

z i= −     

وزاويته   Aالذي مركزه   rعين الكتابة المركبة للدوران 
2


  

3  )E   7النقطة التي لاحقتها 3
E

z i= 5هي  F؛ تحقق أن لاحقة   rصورتها بالدوران    Fو   − 3
F

z i= +          

  AEبالانسحاب الذي شعاعه   Fصورة  Hعين لاحقة النقطة  

  AEHFو عين بدقة طبيعة الرباعي  Hو  A  ،B ،E ،F( مثل النقاط  4

)( عين المجموعة 5 )   مجموعة النقطM  ذات اللاحقة z  41:  حيث
i

z i ke


−

= −  .  ∗ℝيمسح   kوذلك عندما   +

)عين المجموعة   )E  مجموعة النقطM    ذات اللاحقةz  1:   حيث 1z i z i− − = − + . 

 

 :  نقاط ( 4) التمرين الثاني 

;  𝑂 ; 𝑖  ; 𝑗)الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس          𝑘⃗ ) . 

)  ليكن  )2pو( )1p المستويان  ذا  المعادلتين الديكارتيتين  على  الترتيب     : 

                           062;0942 =−++−=−+− zyxzyx   

)بين  أن      ( 1 )2pو( )1p نرمز بـ  . متعامدان( )D  المستويين إلى  مستقيم  تقاطع( )2p و( )1p . 

)بين  أن  تمثيلا وسيطيا للمستقيم         )D هو :      Rt

tz

ty

tx










=

+−=

+−=

:38

27

  . 

)كيفية من المستقيم  نقطة Mلتكن  ( 2   )D و لتكنA ذات الإحداثيات النقطة( )1;4;9 النقطة حقق أن . ت −−−

A   لا  تنتمي  إلى  المستوي( )1p إلى  المستوي   و لا( )2p بين  أن ثم :   

211414 22 +−= ttAM 

)  : بـ  Rالدالة  العددية  المعرفة  على  fلتكن    (3  ) 214 14 21f t t t= − + 

 و نرمز لها في هذه أصغرية  AMالمسافة  اتكون فيهالتي  Mثم أستنتج إحداثيات  fأدرس  تغيرات  الدالة        

 Hـ الحالة بـ

)ليكن    (4  )Q      المستوي  العمودي  على( )D   و  المار  من  النقطةA عين معادلة ديكارتية للمستوي ( )Q  ثم

)على المستقيم  Aهي المسقط العمودي للنقطة   Hبرهن أن   )D. 
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 نقاط ( : 4) التمرين الثالث 

 ( )
n

u  المتتالية العددية المعرفة علىN   : كما يلي
0

2=u    ومن  من أجل كل عدد طبيعيn     ،
1

4
5

+
= −

n

n

u
u

  

1(  احسب :  1
u     2و

u    ثم  برهن بالتراجع  أنه من أجل كل عدد طبيعيn  :2 4
n

u   

)(  بين أن  2 )
n

u . متزايدة ثم استنتج أنها  متقاربة 

:   n( برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 3
1

4
4

2

n

n

u
u

+

−
−   

:    n( استنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي 4

1

1
0 4

2

n

n
u

−

 
 −   

 
limثم  احسب      

n
x

u
→+

 .                                                                                                                                                                                  

   

 نقاط ( :  7التمرين الرابع  )

)بـ :   ℝالمعرفة على  fلتكن الدالة            ) ( )2 xf x ax bx c e−= + +  . 

)أعداد حقيقية  و   cو b؛ aحيث   )fC   تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس 

)بحيث يقبل   cو b؛ aعين الأعداد الحقيقية  -1 )fC  عند النقطة( )3;0 −A  و العدد 3مماسا معامل توجيهه

)حل للمعادلة  3 ) 0f x = . 

3نضع  -2 , 0 , 1c b a= − = = 

limأحسب ( )
x

f x
→−

limو   ( )
x

f x
→+

 و شكل جدول تغيراتها .  fالدالة ثم أدرس اتجاه تغير  

)أكتب  معادلة لـ   -3 )T   مماس  المنحنى( )fC  0عند النقطة التي فاصلتها=x نقط تقاطع  اتثم عين إحداثي

( )fC   مع حامل محور الفواصل. 

)أرسم  -4 )T   و( )fC . 

)فإن  ℝمن xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي  -5 ) ( ) ( )2 ' " 2 xf x f x f x e−+ + دالة أصلية   ثم استنتج =

 .   ℝعلى  fللدالة 

)مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحني   أحسب بوحدة المساحات ، -6 )fC   ومحور الفواصل والمستقيمين اللذين

1xمعادلتاهما   3xو   = = 

7- m   وسيط حقيقي ؛  ناقش بيانيا وحسب قيمm  عدد وإشارة حلول المعادلة
2 3 0xx me− + =. 

 

 انتهى الموضوع الثاني  
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 2017التصحيح المفصل للاختبار التجريبي للشعبة العلوم التجريبية ماي 

 الموضوع الأول

 نقاط ( :  4التمرين الأول ) 

; 𝑂)الفضاء منسوب الى المعلم المتعامد المتجانس    𝑖 ⃗⃗⃗   ;  𝑗 ⃗⃗⃗  ;  𝑘 ⃗⃗⃗⃗ ) نعتبر النقط :  ؛ 

( ) ( ) ( )0;3; 1 ; 2;0; 1 , 1 ; 1;0C B A− )و    − )0;4;1−D 

BCADمعناه ان    متوازي الأضلاع ABCDت أن الرباعي اثبا (1 )و لدينا     = )0;3;2−AD   و

( )0;3;2−BC   و منه محققة 

)أن  المعادلة ديكارتية للمستوي  اثبات  )ABC   3هي𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 − 5 = لنبين أن النقط الثلاثة تنتمي إلى       0

 هذا  المستوي   

 3(1) + 2(1) + (0) − 5 =  تنتمي إلى هذا المستوي .   𝐴محققة و منه   0

3(2) + 2(0) + (−1) − 5 =  تنتمي إلى هذا المستوي .  𝐵محققة و منه   0

3(0) + 2(3) + (−1) − 5 =  تنتمي إلى هذا المستوي .  𝐶محققة و منه   0

)و منه المعادلة  الديكارتية للمستوي  )ABC  3هي𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 − 5 = 0 . 

)عين معادلة ديكارتية للمستويت (2 )Q  الذي  يحوي المستقيم( )ABالمستوي  و يعُامد( )ABC  : 

)للمستوي ليكن شعاع الناظيمي  )Q  هو 𝑛′ ⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝑎; 𝑏; 𝑐)   و الشعاع الناظيمي للمستوي( )ABC    هو 𝑛 ⃗⃗⃗⃗ (3; 2; 1)    

)و  )1;1;1 −−AB 

)لدينا   )Q  يحوي المستقيم( )ABالمستوي يعني أن و يعُامد   𝑛′⃗⃗⃗⃗ .  𝑛 ⃗⃗⃗⃗ = . ⃗⃗⃗⃗′𝑛 و   0  𝐴𝐵 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = أي ان  0

{
𝑎 − 𝑏 − 𝑐 = 0… . (1)

  3𝑎 + 2𝑏 + 𝑐 = 0……(2)
𝑏بالجمع نجد     = −4𝑎   نجد   (1)بالتعويض في المعادلة𝑎 + 4𝑎 − 𝑐 =

𝑐 و منه 0 = 5 𝑎      بوضع𝑎 = ⃗⃗⃗⃗ ′𝑛 نجد ان   1  ⃗(1; −4; )و منه معادلة (5 )Q هي من الشكل

054 =++− dzyx  النقطة و هو يشملA   نعوض إحداثياتها في المعادلة الديكارتية نجد

( ) ( ) 005141 =++− d  3و منه=d   معادلة( )Q   0354هي =++− zyx 

)عين  ثمثيلا  وسيطيا للمستقيم  المار من النقطة ت (3 )3;0;2 −−H  و العمودي على المستوي( )Q 

;𝑀(𝑥هو مجموعة النقط  𝑦; 𝑧)  حيثIRt

tz

ty

tx










−=

−=

−=

:

35

4

2

 

)و مماس للمستوي Hالذي مركزه  Sمعادلة ديكارتية لسطح الكرة ةبا كت (4 )ABC  هو مجموعة النقط

𝑀(𝑥; 𝑦; 𝑧)  حيث( )ABCHdHM )نحسب    =; )
( ) ( ) ( )

14
123

530223
;

222
=

++

−−++−
=ABCHd 

)و منه ) ( ) 1432
222
=++++ zyx  0164222بالتبسيط نجد =−++++ zxzyx 

)و المستقيم Sسطح الكرة الوضع النسبي بين    ةسادر )CD    
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)التمثيل الوسيطي للمستقيم  )CD    لدينا  ( )1;1;1−CD    هوIRt

tz

ty

tx










−=

+=

−=

`:

1`

3`

`

و منه نعوض في المعادلة   

)نجد  Sالديكارتية للسطح    ) ( ) ( ) 011`6`41`3``
222 =−−+−−+++ ttttt   3`6`03و منه 2 =++ tt    و هذا يكافئ

01`2`2 =++ tt   1و منه للمعادلة حل مضاعف هو` −=t  إذن سطح الكرة يتقاطع مع المستقيم في نقطة أي انه مماس

)للسطح في النقطة   )2;2;1 −K . 

 نقاط ( : 5التمرين الثاني )

) : Cحل في مجموعة الأعداد المركبة    (1 )( )23 3 1 0z z z− − + 03يكافئ   = =−z   او

0132 =+− zz   3أي ان=z    1و نحسب المميز للمعادلة الثانية−=   للمعادلة حلين هما

iz
2

1

2

3
' izو   =+

2

1

2

3
" مجموعة الحلول هي     =−









+−= iiS
2

1

2

3
;

2

1

2

3
;3  

 

; 𝑂 )المستوي المركب منسوب إلى معلم  (2 𝑖  ⃗  ; Cو   𝐴    ،𝐵،  لتكن   (    
  

 نقط لواحقها على الترتيب: 

           

3 1

2 2
Az i= −

 
  ،3Bz =

    
     ،ACz z= . 

ت أن    اثبا  
1962 2016 0A Cz z+ 6نكتب العددان على الشكل الأسي    =


i

A ez
−

6و   =


i

C ez و منه   =
1962

61962














=

−


i

A ez   و منه( ) ( ) 1327sin327cos3271962
−=−+−== −  iez i

A   

و 

2016

62016














=


i

C ez   و منه( ) ( ) 1336sin336cos3362016
+=+==  iez i

C      011و منه =+− 

بحيث يكون     nن قيم العد الطبيعي ي عيت  

n

A

C

z

z

 
 
  

 حقيقي موجب  

 و حسب دستور موفر   لدينا مما سبق 









−







=







 −
+






 −
==














=









 −−

3
sin

3
cos

3
sin

3
cos33




n
i

nn
i

n
ee

z

z i
n

n
i

n

B

A
  

1يكون عددا حقيقيا موجب يعني ان 
3

cos =






 n
0و  

3
sin =







 n
kأي ان  

n



2

3
=








عدد طبيعي و منه   kو   

knنجد   عدد طبيعي  kو      =6
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Cالعدد المركب  ة ب اكت (3 A

B A

z z

z z

−

−
لدينا     على الشكل الأسي 

i

i

i

AB

AC e

e

e

i

i

i

ii

zz

zz
3

6

2

2

1

2

3

2

1

2

3
3

2

1

2

3

2

1

2

3






−

==

+

=

+−

+−+

=
−

−
 

=1بما أن ABCج طبيعة المثلث ااستنت  
−

−

AB

AC

zz

zz
+=و  











−

−
kk

zz

zz

AB

AC :2
3

arg 


فإن المثلث   

ABC. متقايس الأضلاع 

Eلاحقة النقطة   Ezن  يعي ت (4

 
Bصورة 

 
 2  ونسبتهAالذي مركزه Sلتشابه المباشر با

  
وزاويته  

3


  

A

i

B

i

E zezez 












−+= 33 212



و منه  

( ) ( )













−−−+














+= iiizE

2

1

2

3
3113

2

3

2

1
ومنه   2

iiiizE
2

3

2

3

2

1

2

3
333 +=














−−+= 

iiizzلدينا     في استقامية  Eو  C؛  Aأن النقط  اثبات  AE 2
2

1

2

3

2

3

2

3
و   −=+−+=

iiizz AC =+−+=−
2

1

2

3

2

1

2

3
)و منه    )ACAE zzzz −=− أي ان  2

ACAE  في استقامية.  Eو  C؛  Aالنقط   و منه  =2

Aبحيث يكون   zذات اللاحقة  Mعين مجموعة النقط  ت( 5

C

z z

z z

−

−
Czتخيليا  صرفا     )  z  ) 

+=يعني أن  










−

−
kk

zz

zz

C

A :
2

arg 


)و هذا يعني أن   ) kMAMC 

+=

2
و منه     ;

0. =MAMC   و منه مجموعة النقطM  هي الدائرة ذات القطر AC. 

 نقاط(  4التمرين الثالث )

)لتكن         )nu    متتالية معرفة بـ
4

1
0 =u   ومن أجل كل عدد طبيعيn :

4

23
1

+

+
=+

n

n
n

u

u
u . 

الحقيقيين  يعي ت(  1 العددين  :      nحتى يكون من أجل كل عدد طبيعي    a    ،bن 
4

1
+

+=+

n

n
u

b
au      نجد الاقليدية  بالقسمة 

4

10
3

4

10123
1

+
−=

+

−+
=+

nn

n
n

uu

u
u     3و منه=a   ،10−=b 

n   :2ن بالتراجع بين أنه من أجل كل عدد طبيعي  ا رهالب 1nu−     

لدينا 
4

1
0 =u   12و منه 0 − u     محققة 
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2نفرض أن   1nu−       12و لنبرهن أن 1 − +nu 

   لطريقة الأولى : ا

12نبرهن أن   +− nu  02أي 1 + +nu   

4

25

4

10125

4

10
322 1

+

+
=

+

−+
=

+
−+=+ +

n

n

n

n

n

n
u

u

u

u

u
u   02موجبة لان + nu   02و منه 1 + +nu. 

11نبرهن أن   +nu  011أي −+nu   










+

−
=

+

−
=

+

−+
=−

+
−=−+

4

1
2

4

22

4

1082
1

4

10
311

n

n

n

n

n

n

n

n
u

u

u

u

u

u

u
u  2لان   عدد سالب لان 1nu−      11و منه +nu   

12و منه   1 − +nu  إذن من أجل عدد طبيعيn   2فإن 1nu−   

 الطريقة الثانية  :  

)حيث   fلدينا الدالة المرفقة هي  )
4

23

+

+
=

x

x
xf    و دالتها المشتقة هي( )

( )24

10
'

+
=

x
xf   

متزايدة على المجال   fو منه   1;2− . 

 2 1nu−     و منه نجد( ) ( ) ( )12 fuff n −      كون أنf  12متزايدة أي ان 1 − +nu  

2فإن   nو منه   من أجل عدد طبيعي  1nu−   

المتتالية    ةسادر (2 تغير  )اتجاه  )nu   :

( )( )
4

21

4

2

4

423

4

23
22

1
+

+−
−=

+

+−−
=

+

−−+
=−

+

+
==−+

n

nn

n

nn

n

nnn
n

n

n
nn

u

uu

u

uu

u

uuu
u

u

u
uu    2الفرق موجب لأن 1nu−   

 و منه المتتالية متزايدة . 

)ج  أن  ا استنت   )nu  بما ان المتتالية متزايدة و محدودة من الاسفل فهي متقاربة .   متقاربة : 

)المتتالية  ( لتكن 3 )nv :من أجل كل عدد طبيعي المعرفة كما يليn  :
n

n
n

u

u
v

−

+
=

1

2
  . 

)ين أن المتتالية  يب ت )nv  لدينا    هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول

n

n

n

n

n

nn

nn

n

n

n

n

n

n
n v

u

u

u

u

uu

uu

u

u

u

u

u

u
v

2

5

1

2

2

5

22

105

234

8223

4

23
1

2
4

23

1

2

1

1
1 =











−

+
=

+−

+
=

−−+

+++
=

+

+
−

+
+

+

=
−

+
=

+

+
المتتالية  و منه   +

( )nv  هندسية أساسها
2

5
3و حدها الأول 

3

9

4

1
1

2
4

1

1

2

0

0
0 ==

−

+

=
−

+
=

u

u
v 

     :  nبدلالة nuو  nvة ب اكت

n

nv 







=

2

5
3  

لدينا  
n

n
n

u

u
v

−

+
=

1

2
−=+2أي ان   nnnn uvuv  2و منه−=+ nnnn vvuu   أي ان( ) 21 −=+ nnn vvu     و

n منه 

n

n

n
n

v

v
u









+

−








=
+

−
=

2

5
31

2
2

5
3

1

2
 . 
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1ب احس 

2

5
3

2

5
3

lim

2

5
31

2
2

5
3

limlim =



















=









+

−








=
+→+→+→ n

n

nn

n

n
n

n
u 

ب المجموع :  ا( حس4
n

n

n
vvvv

S
5

.....
551

2

2

10

 بوضع    . =++++
3

2

2

5
3

55 n

n

n

n

n

n
v

t =









)و منه    == )nt   متتالية هندسية

و حدها الأول   2أساسها 
3

11

0

0 ==
v

t    و منه( )12
3

1

12

12
... 1

1

0210 −=








−

−
=+++= +

+
n

n

nn tttttS 

 نقاط (:  7التمرين الرابع ) 

)المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس     , , )O i j 

𝐈 لتكن الدالة العددية    )g المعرفة على 0,+   :  بـ
1

( ) 2lng x x x
x

= − − 

0xن أنه من أجل كل عدد حقيقي  يبي ت  -1   :  
2

2

( 1)
( )

x
g x

x

−
 =  : 

 ( ) ( )x
x

xxg ln2
1
)       و         =−− )

( )
2

2

2

2

2

12121
1'

x

x

x

xx

xx
xg

−
=

−+
=−+=   

)مما سبق نجد أن    gج اتجاه تغير الدالة ااستنت   ) 0' xg  و منه الدالةg   متزايدة على 0,+. 

)إشارة    ة سادر -2 )g x بما أن  ( ) 01 =g     و الدالةg   متزايدة على 0,+  تتلخص الاشارة في الجدول الموالي 

+ 1 0 x 

)إشارة  ـــ  0 +  )xg' 

𝐈𝐈) نعتبر الدالة العدديةf المعرفة على 0,+     :بـ
21

( ) (ln ) 2f x x x
x

= + − ).  وليكن   − )C   منحناها البياني في

 المستوي السابق . 

أن    اثبات    -1
2(ln )

lim 0
x

x

x→+
xt  نضع   = )و منه      = ) +=

+→
t

x
lim    و منه

( )  ( )  ( )
0

ln2
lim

ln
lim

ln
lim

2

2

222

=







==

+→+→+→ t

t

t

t

x

x

ttx
لان    

( )
0

ln
lim =









+→ t

t

t
 )التزايد المقارن (. 

limب    احس   ( )
x

f x
→+

   : ( )
( )

+=







−−+=

+→+→ xx

x

x
xxf

xx

2ln1
1limlim

2

لان   2

( )
0

2ln1
lim

2

2
=








−−

+→ xx

x

xx
. 
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من  xتحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي  ال   0,+   ؛
1

( ) ( )f f x
x

: لدينا   =

( ) ( ) ( )xfx
x

xx
x

x
x

x
xx

f =−−+=−−−+=−















−+=








2ln

1
2ln

1
2

1
ln

11 22

2

 

ب احس
0

lim ( )
x

f x
+→

   :( ) ( ) +==







=

+→→→ ++
xf

x
fxf

xxx
lim

1
limlim

00
)المنحني منه  و       )

fC يقبل مستقيما مقارب  

 . x=0معادلته عموديا    

من  xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي  ت -2 0,+    ؛
( )

( )
g x

f x
x

 )بالحساب  = ) ( ) 2ln
1 2

−−+= x
x

xxf   و  منه

( ) ( )
( )
x

xg

x

x
x

x

x

xxx
x

xx
xf =

−−

=
−−

=−−=

ln2
1

ln21
ln

1
2

1
1'

2

2

2  

 :  fجدول تغيرات الدالة    

+ 1 0 x 

) ـــ ـ 0 +  )xf ' 

+ + 

0 

( )xf 

 

 

)المنحنى   رسم -3 )C :  

 

:بين أن الدالة  -4 lnh x x x x− هي دالة

)lnأصلية للدالة  )x xعلى 0,+  

( ) x
x

xxxh ln1
1

ln' =−+=   محققة 

 باستعمال التكامل بالتجزئة   

ن أن  يبي ت  
2

1

(ln ) 2

e

x dx e= −    بوضع( ) 1' =xu   و( ) ( )2ln xxv )و منه    = ) xxu )و   = ) ( )x
x

xv ln
2

' =    

)و منه    ) 1' =xu   و( ) ( ) ( )( )  ( )   22ln22.` lnln 1
1

1
1

−=−=−= − eedxxdxxvxu xxxxx
e

eee

   

)ب مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى احس  -5 )C 1و محور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتيهماx xو  = e= 

 ( ) ( ) 







−−+=

ee

dxx
x

xdxxf
1

2

1

2ln
1

)و منه   . ) ( ) 22ln
2

1

1

2

1

+−







−+= exxxdxxf

ee

   

( ) aue
e

ee
e

dxxf

e

.
2

9
3

2
2

2

3
21

2

22

1









+−=+−+−+=. 

 انتهى الموضوع الأول    
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 الموضوع الثاني 

 نقاط ( :   5التمرين الاول )

2المعادلة  :  ℂحل في مجموعة الأعداد المركبة   (1 6 10 0z z− + للمعادلة حلين هما  =−4نحسب المميز  =

iz izو '3=− +=3"     

)حيث:   zحلول المعادلة ذات المجهول   ℂج في  ااستنت   ) ( )
2

2 6 2 10 0z z+ − + + مما سبق نجد أن للمعادلة تكافئ   =

iz −=+ izاو   32 +=+ izأي ان     32 izاو    1=− izو منه    1=+ izاو   1=+ هما حلى المعادلة  1=−

 الأخيرة  

)( المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 2 ); ,O u v النقط ،A،B ،C  ،D   لاحقاتها 

              3
A

z i= 3و       −
B

z i= 1و       +
C

z i= 1و   و    +
D

z i= −     

وزاويته   Aالذي مركزه  rن الكتابة المركبة للدوران يعي ت
2


): هي    )AA zzizz )أي   '−=− )iziiz +−=+− و   '33

iizzمنه  42' −+= 

3  )E   7النقطة التي لاحقتها 3
E

z i=     rصورتها بالدوران    Fو   −

5هي   Fتحقق أن لاحقة  ال 3
F

z i= )   لدينا      + ) iiiiiiiizz EF 354237423742 +=−++=−+−=−+=     

 محققة  

AEFHأي   AEبالانسحاب الذي شعاعه  Fصورة   Hين لاحقة النقطة  ي عت zzzz و  منه     −=−

iiiizzzz AEFH +=+−−++=−+= 933735. 

      Hو  A ،B  ،E ،Fل النقاط  يمث(ت4

متوازي    AEHFن بدقة طبيعة الرباعي  يعي ت

أضلاع فيه زاوية قائمة و فيه ضلعان متجاورتان  

 متقايسان فهو مربع .

)ين المجموعة  ي عت (5 )   مجموعة النقطM   ذات

41حيث :   zاللاحقة  
i

z i ke


−

= − وذلك عندما  +

k   يمسحℝ∗  41لدينا
i

z i ke


−

= −  يعني أن   +

i

keiz 4)1(


−

أي ان  −−=

  kiz 


2
4

)1(arg و هذا يعني   −−=−+

( ) kDMI 


2
4

;0 عدد صحيح   kو   =−+

نصف مستقيم   مجموعة النقط هي  )DM  أي موازي للمنصف الثاني ذي المعادلة )  −1و الذي معامل توجهيه

xy −=) 
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)ن المجموعة  يعي ت )E   مجموعة النقطM   ذات اللاحقة

z   : 1حيث 1z i z i− − = − DMCMتكافئ + = 

مجموعة النقط هي محور القطعة المستقيمة   CD  . 

 نقاط ( :  4التمرين الثاني ) 

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس        

(𝑶 ; 𝒊  ;  𝒋  ;  𝒌⃗⃗ ) . 

)ليكن    )2pو( )1p المستويان  ذا  المعادلتين

 :    الديكارتيتين  على  الترتيب 

                           062;0942 =−++−=−+− zyxzyx   

)بين  أن   ت (1 )2p
و 

( )1p  شعاعيهما الناظيميانمتعامدان  :    𝑛` ⃗⃗⃗⃗ (−2 ; 1; ⃗⃗⃗ 𝑛و   (1  (1;−2; على الترتيب     (4

)نحسب الجداء السلمي نجد   ) ( ) ( ) 0141221  و منه متعامدان .  −+−+=

)نرمز بـ   )D  إلى  مستقيم  تقاطع المستويين( )2pو( )1p . 

)ن  أن  تمثيلا وسيطيا للمستقيم  ي بيت       )D هو :      Rt

tz

ty

tx










=

+−=

+−=

:38

27

  

( )D  محتواة في( )1p  يعني( ) ( ) ( ) 09438227 =−++−−+− ttt     محققة .    0=0يعني ان 

( )D  محتواة في( )2p  يعني( ) ( ) ( ) 0638272 =−++−++−− ttt     محققة و  منه    0=0يعني ان( )D   هو

 . تقاطعهما 

)نقطة كيفية من المستقيم Mلتكن   (2 )D و لتكنA النقطة ذات الإحداثيات( )1;4;9 −−−   . 

)لا  تنتمي  إلى  المستوي   Aحقق أن النقطة تال )1p  و لا  إلى  المستوي( )2p 

( ) ( ) ( ) 0914429 0418أي ان  −−−+−−= )لا تنتمي الى  Aغير محققة و منه  −+= )1p 

( ) ( ) ( ) 061492 01118أي ان  −−+−+−−= )لا تنتمي الى  Aغير محققة و منه  −= )2p 

211414  : ثم  بين  أن 22 +−= ttAM    لدينا( )tttM ;38;27 و منه   −+−+

( )1;34;22 ++−+ tttAM   و منه( ) ( ) ( )2222 13422 +++−++= tttAM  بالنشر و

211414التبسيط نجد  22 +−= ttAM. و هو المطلوب 

)  : بـ  Rالدالة  العددية  المعرفة  على  f( لتكن   3  ) 214 14 21f t t t= − + 

 :   fتغيرات  الدالة     ةسادر     

)النهايات  ) +=
−→

xf
x
lim و( ) +=

+→
xf

x
lim 

)المشتقة : ) 1428' −= txf     تنعدم عند
2

1
متزايدة على المجال  fو منه   +;0    و متناقصة على المجال

 0;−. 
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 جدول تغيراتها  

+ 
2

1
 − 

x 

+ + 

 

 

2

35
 

( )xf 

 

 أصغرية و نرمز لها في هذه  AMتكون فيها المسافة التي  Mج إحداثيات اأستنت 

نستنتج أن قيمة  f: من جدول تغيرات  Hالحالة بــ 
2

1
=t  و

2

35
=AH  و منه








−−

2

1
;

2

13
;6H 

)ليكن  (  4  )Q      المستوي  العمودي  على( )D   و  المار  من  النقطةAيمي للمستوي  ظ الشعاع النا( )Q  هو شعاع

)توجيه للمستقيم  )D شعاعه الناظيمي هو   و منه 𝑛"⃗⃗⃗⃗  ⃗(2; 3; 2𝑥معادلته الديكارتية من الشكل  (1 + 3𝑦 + 𝑧 + 𝑑 = 0 

(9−)2يعني أن Aبما انه مار بالنقطة  + 3(−4) + (−1) + 𝑑 = 𝑑و منه    0 = و منه المعادلة الديكارتية     31

)للمستوي   )Q  2هي𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 + 31 = 0. 

)على المستقيم  Aهي المسقط العمودي للنقطة  Hن أن  ا برهال )D: يجب أن تكون  H   نقطة من( )D  الشعاع وAH

 هو شعاع عمودي على شعاع توجيه هذا المستقيم  









−

2

3
;

2

5
;3AH   شعاع توجيه المستقيمو ( )D هو   𝑛"⃗⃗⃗⃗  ⃗(2; 3; نحسب الجداء السلمي   (1

0
2

1212

2

3

2

15
6". =

+−
=+−=nAH  و منه محققة 

 نقاط ( : 4التمرين الثالث ) 

 ( )
n

u  المتتالية العددية المعرفة علىN   : كما يلي
0

2=u    ومن  من أجل كل عدد طبيعيn     ،
1

4
5

+
= −

n

n

u
u

  

3ب :  ا(  حس1
2

4
51 =−=u    و

3

11

3

4
52 =−=u      

n  :2ن بالتراجع  أنه من أجل كل عدد طبيعي  ا برهال 4
n

u   

42لدينا   1  u  محققة 

2نفرض أن   4
n

u     42و لنبرهن أن 1  +nu 
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2 4
n

u   بالقلب نجد
4

11

2

1


nu
1نجد  −4بالضرب في   

4
2 −−−

nu
نجد   5بإضافة 

4
4

53 −
nu

432أي ان   1  +nu   42و منه 1  +nu  إذن من اجل كل عدد طبيعيn   فإن

42  nu. 

)ن أن يبي ت ( 2 )
n

u  نحسب الفرق   متزايدة  :

( )( )

n

nn

n

nn
n

n

nn
u

uu

u

uu
u

u
uu

+−−
=

−−
=−−=−+

14454
5

2

42الفرق موجب لان     1  nu  فإن

04 − nu  01و +− nu  و هو المطلوب . 

 .: بما المتتالية متزايدة و محدود من الأعلى فهي متقاربة ج أنها  متقاربة ااستنت  

:  nن أنه من أجل كل عدد طبيعي  ا برهال (3
1

4
4

2

n

n

u
u

+

−
−   

)لدينا   )n

nn

n

nn

n u
uu

u

uu
u −=

+−
=+−=+−=− + 4

144
1

4
544 42و بما ان  1  nu  بالقلب نجد

2

11

4

1


nu
)و منه        , )nn uu −− + 4

2

1
4 1   . 

:   nج أنه من أجل كل عدد طبيعي  ااستنت  (4

1

1
0 4

2

n

n
u

−

 
 −   

 
)مما سبق نجد أن     )nn uu −− + 4

2

1
40 1

)و منه  ) ( )







−−− −+ 11 4

2

1

2

1
4

2

1
40 nnn uuu  أي( )121 4

2

1
40 −+ −− nn uu   و ها كذا

( ) ( )







−−− −−+ 22121 4

2

1

2

1
4

2

1
40 nnn uuu  أي ان( )231 4

2

1
40 −+ −− nn uu  إلى أن ....

)نصل إلى التعميم   )011 4
2

1
40 uu

nn −−
)و منه   ++ )011 4

2

1
40 uu

nn −−
اي ان ++

( )2
2

1
40

11 ++ −
nnu  اي انnnu

2

1
40 1 − ''1نجد  بتعويض +

2

1
40

−
−

nnu  . و هو المطلوب 

nب   احس   
n

u
+→

lim          1       بما أن' += nn12

1
40

−
−

nnu   0و
2

1
lim

1
=

−+→ nn
فحسب الحصر   

0limنجد  =
+→

n
n

u 
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 نقاط ( :  7التمرين الرابع  )

)بـ :   ℝالمعرفة على  fلتكن الدالة            ) ( )2 xf x ax bx c e−= + +  . 

)أعداد حقيقية  و   cو b؛ aحيث   )fC   تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس 

)بحيث يقبل  cو b؛ aن الأعداد الحقيقية  يعي ت -1 )fC عند النقطة( )3;0 −A  و العدد 3مماسا معامل توجيهه

)حل للمعادلة  3 ) 0f x = . 

( ) 30 −=f 3و هذا يعني−=c  

)لدينا  و ) ( ) ( ) ( )  xxx ecbxbaaxecbxaxebaxxf −−− −+−+−=++−+= 22' 22   

( ) 30' =f  3يعني أن=−cb;   0و منه=b 

( ) 03 =f   يعني ان( ) ( ) 0333 3 =−= −eaf  1و منه=a 

3نضع  -2 , 0 , 1c b a= − = )تصبح  = ) ( ) xexxf −−= 32 

)باحس ) ( ) 0lim3limlim
2

2 ==−=
+→

−

+→+→ xx

x

xx e

x
exxf  لأنه  بوضع  tx   نجد =2

0lim4
4

limlim

2

2

22

=







=








=

+→+→+→ tttxxx e

t

e

t

e

x
 

( ) ( ) +== −

−→−→

x

xx
exxf 2limlim 

): المشتقة :   fالدالة  اتجاه تغير  ةسادر ) ( ) xexxxf −++−= 32' )إشارتها من إشارة  2 )322 ++− xx  

31تنعدم عند العددين   متناقصة على المجالين   fو منه −و 1;−−  و +;3   متزايدة على المجال

 3;1− 

 : و شكل جدول تغيراتها  

+  3 1− − x 

 3

6

e
 + 

 
0 e2− 

( )xf 

 

)معادلة لـ   ةبا كت -3 )T   مماس  المنحنى( )fC  0عند النقطة التي فاصلتها=x  33معادلة المماس هي −= xy 

)ن إحداثيات نقط تقاطع  يعي ت )fC   مع حامل محور الفواصل 

( ) 0=xf 032يكافئ =−x .  3اي ان=x 3او−=x  نقطتي التقاطع هما( )0;3Bو( )0;3−C 
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)رسم  -4 )T   و( )fC  

 فإن   ℝمن  xن أنه من أجل كل عدد حقيقي يبي ت -5

( ) ( ) ( )2 ' " 2 xf x f x f x e−+ + =  

( ) ( ) xexxf −−= و 32

( ) ( ) xexxxf −++−= 32' 2 

( ) ( ) ( ) xx exxexxf −− −−++−= 3222" )أي ان 2 ) ( ) xexxxf −−−= 14" 2 

)و منه ) ( ) ( ) ( ) xx eexxxxxxfxfxf −− =−−+++−−=++ 2146423"'2 222 

   ℝعلى  fدالة أصلية للدالة  جااستنت 

( ) ( ) ( ) xexfxfxf −=++ )يكافئ  2'"2 ) ( ) ( ) xexfxfxf −+−−= هي fو منه الدالة الأصلية للدالة   2'"2

)حيث  Fالدالة ) ( ) ( ) xexfxfxF −−−−= )أي   2'2 ) ( ) ( ) xxx eexxexxF −−− −++−−−−= 23232 22  

)أي  ) ( ) ( ) xxx eexxexxF −−− −−−++−= 23262 )و منه22 ) ( ) xexxxF −+−−= 122 

)مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحني   ب بوحدة المساحات ،احس -6 )fC   ومحور الفواصل والمستقيمين اللذين

1xمعادلتاهما   3xو   =  هي   =

( ) ( ) ( )  ( )  ( ) ( ) 3133

3

3

1

3

1

3

3

142344 −−− −+++=+−=+−=   eeexFxFdxxfdxxfA 

( ) ( )  aueeeA .142344 313 −−− −+++= 

7- m   وسيط حقيقي   ناقش بيانيا وحسب قيمm  عدد وإشارة حلول المعادلة
2 3 0xx me− + = 

)المعادلة تكافئ     )32 −−= xme x

)أي ان    ) xexm −−=− )يكافئ    32 )xfm =−   

)حلها هو إيجاد  فواصل نقاط تقاطع المنحنى   )fC  المستقيم( )m المعادلة   ذوmy −=   

 المناقشة 

em  لما 2−−  أي ان em 2  نلاحظ ان( )m و( )fC   . لا يتقاطعان و منه ليس للمعادلة حلول 

emلما  emأي ان −=−2 )نلاحظ أن =2 )m و( )fC    يتقاطعان في نقطة وحيدة فاصلتها سالبة ومنه

 للمعادلة حل وحيد سالب.

emلما  23 −−− أي ان em 23   نلاحظ أن( )m  و( )fC    يتقاطعان في نقطتين فاصلاتهما سالبان

 ين ومنه  للمعادلة حلين سالب

 

)نلاحظ أن  m=3أي ان m−=−3لما   )m  و( )fC   يتقاطعان في نقطتين إحداهما فاصلتها معدومة و الأخرى

 فاصلتها  سالبة ومنه  للمعادلة حلين إحداهما معدوم و الأخر سالب . 
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30لما  −− m 30 أي ان m  نلاحظ أن( )m  و( )fC   يتقاطعان في نقطتين فاصلاتهما مختلفان في الاشارة

 ومنه  للمعادلة حلين مختلفان في الاشارة . 

0لما 
6

3
− m

e
0  أي ان  

6
3

− m
e

)نلاحظ أن   )m  و( )fC    يتقاطعان في ثلاثة نقاط  نقطتان فاصلاتهما

 موجبتان و نقطة فاصلتها سالبة  ومنه  للمعادلة حلين موجبان و حل سالب  . 

3 لما

6

e
m 3  أي أن −=

6

e
m )نلاحظ أن  =− )m  و( )fC  يتقاطعان في نقطتh ن فاصلاتهما مختلفان في الاشارة

 ومنه  للمعادلة حلين مختلفان في الاشارة

3لما 

6

e
m −3 أي ان

6

e
m −  نلاحظ أن( )m و( )fC   يتقاطعان في نقطة فاصلتهما سالبة  ومنه  للمعادلة حل

 وحيد  سالب .

 انتهى الموضوع الثاني  
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 اختبار بكالوريا  تجريبي  شعبة الثالثة علوم تجريبية 

 الموضوع الأول

 التمارين عناصر الإجابة  التنقيط 

 مجزأة كاملة 

  ن 04

0.25 

 

0.75 

 

 

 

0.5 

0.5 

 

 

 

0.5 

 

 

 

 

 

0.25 

 

0.25 

 

 

0.25 

 

 

 

 

0.25 

 

0.5 

BCADمعناه ان   متوازي الأضلاع ABCDاثبات أن الرباعي  (1 و لدينا     =

( )0;3;2−AD  و( )0;3;2−BC   و منه محققة 

)اثبات  أن  المعادلة ديكارتية للمستوي  )ABC  3هي𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 − 5 = لنبين أن النقط      0

 𝐶 و 𝐵و  𝐴الثلاثة تنتمي إلى هذا  المستوي  

)تعين معادلة ديكارتية للمستوي  (2 )Q   الذي  يحوي المستقيم( )ABالمستوي  و يعُامد
( )ABC

 

)ليكن شعاع الناظيمي  للمستوي  )Qهو      𝑛′ ⃗⃗⃗⃗  ⃗(1; −4;  و منه    (5

)معادلة  )Q  0354هي =++− zyx 

)عين  ثمثيلا  وسيطيا للمستقيم  المار من النقطة ت (3 )3;0;2 −−H   و العمودي على المستوي

( )Q 

IRt

tz

ty

tx










−=

−=

−=

:

35

4

2

 

)و مماس للمستوي Hالذي مركزه Sكتابة معادلة ديكارتية لسطح الكرة (4 )ABC   نحسب

( )
( ) ( ) ( )

14
123

530223
;

222
=

++

−−++−
=ABCHd 

0164222 =−++++ zxzyx 

)و المستقيم Sدراسة  الوضع النسبي بين  سطح الكرة )CD    

)التمثيل الوسيطي للمستقيم   )CD   IRt

tz

ty

tx










−=

+=

−=

`:

1`

3`

`

و منه نعوض في المعادلة  الديكارتية  

)نجد  Sللسطح     ) ( ) ( ) 011`6`41`3``
222 =−−+−−+++ ttttt    و منه

03`6`3 2 =++ tt   2`2`01و هذا يكافئ =++ tt  1و منه للمعادلة حل مضاعف هو` −=t   إذن

)سطح الكرة يتقاطع مع المستقيم في نقطة أي انه مماس للسطح في النقطة  )2;2;1 −K . 

 التمرين الأول

  ن5

 

1 

. 

 

 

 

0.5 

 

 

 

0.5 

 

 

 

 

 

izللمعادلة حلين هما   =−1و نحسب المميز   z=3  ول المعادلة حل (1
2

1

2

3
' و   =+

iz
2

1

2

3
" −=     

ت أن    ااثب   (2
1962 2016 0A Cz z+ 6نكتب العددان على الشكل الأسي    =


i

A ez
−

و    =

6


i

C ez 13271962و  =
−== − i

A ez 
   

و 

2016

62016














=


i

C ez   13362016و منه
== i

C ez 
011و منه      =+− 

بحيث يكون    nتعيين قيم العد الطبيعي  

n

A

C

z

z

 
 
  

 حقيقي موجب   

 التمرين الثاني
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0.5 

 

0.5 

 

0.5 

 

0.5 

 

 

 

 

 

 

 

1 

kn  عدد طبيعي  kو      =6

كتابة  العدد المركب  (3
C A

B A

z z

z z

−

−
لدينا    على الشكل الأسي 

i

AB

AC e
zz

zz
3


−

=
−

−
 

 متقايس الأضلاع . ABCالمثلث  

        :Eلاحقة النقطة  Ezتعيين  (4

 

izE
2

3

2

3
+=   

ACAEفي استقامية   لدينا   Eو   C؛  Aاثبات  أن النقط  النقط   و منه  =2

A  ؛C  وE .في استقامية 

بحيث يكون  zذات اللاحقة  Mتعين مجموعة النقط  (5
A

C

z z

z z

−

−
 تخيليا  صرفا      

(Cz z
+=( يعني أن  











−

−
kk

zz

zz

C

A :
2

arg 


و هذا يعني أن 

( ) kMAMC 

+=

2
.0و منه     ; =MAMC  و منه مجموعة النقطM  هي الدائرة

ذات القطر  AC. 

 0.25 ن 4

 

0.25 

 

 

 

 

 

 

0.5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0.25 

 

 

0.25 

 

 

 

 

0.25 

 

0.25 

0.25 

 

 

0.25 

 a  ،b        : 3=a      ،10−=b( تعيين العددين الحقيقيين  1

n   :2البرهان بالتراجع بين أنه من أجل كل عدد طبيعي  1nu−    

لدينا
4

1
0 =u    12و منه 0 − u    محققة 

2نفرض أن  1nu−       12و لنبرهن أن 1 − +nu 

12نبرهن أن  +− nu   02أي 1 + +nu   

4

25

4

10125

4

10
322 1

+

+
=

+

−+
=

+
−+=+ +

n

n

n

n

n

n
u

u

u

u

u
u    02موجبة لان + nu    02و منه 1 + +nu

. 

11نبرهن أن  +nu   011أي −+nu   










+

−
=

+

−
=

+

−+
=−

+
−=−+

4

1
2

4

22

4

1082
1

4

10
311

n

n

n

n

n

n

n

n
u

u

u

u

u

u

u
u   لان لان   سالب  عدد 

2 1nu−       11و منه +nu  

12و منه   1 − +nu  إذن من أجل عدد طبيعيn    2فإن 1nu−   

المتتالية   (2 تغير  اتجاه  )دراسة  )nu    :
( ) ( )

4

21
1

+

+−
=−+

n

nn

nn
u

uu
uu    لأن موجب  الفرق 

2 1nu−    . و منه المتتالية متزايدة 

)استنتاج  أن     )nu  . متقاربة  : بما ان المتتالية متزايدة و محدودة من الاسفل فهي متقاربة 

)المتتالية لتكن   (3 )nv :من أجل كل عدد طبيعي  المعرفة كما يليn  :
n

n
n

u

u
v

−

+
=

1

2
 . 

)تبيين أن المتتالية  )nv  هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول   لديناnn vv
2

5
1 المتتالية  و منه   +=

( )nv  هندسية أساسها
2

5
30و حدها الأول  =v 

:        nبدلالة nuو  nvكتابة 

n

nv 







=

2

5
3  

 التمرين الثالث 
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nو منه  

n

nu









+

−








=

2

5
31

2
2

5
3

 . 

1limحساب   =
+→

n
n

u 

حساب المجموع :   (4
n

n

n
vvvv

S
5

.....
551

2

2

10

)منه     . =++++ )12
3

1 1 −= +n

nS 

 

  ن 7
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  𝐈  لتكن الدالة العددية    )g  المعرفة على 0,+  :  بـ
1

( ) 2lng x x x
x

= − − 

0xتبيين أنه من أجل كل عدد حقيقي  -1     :

2

2

( 1)
( )

x
g x

x

−
 =  : 

)مما سبق نجد أن   gاستنتاج اتجاه تغير الدالة   ) 0' xg   و منه الدالةg   متزايدة على 0,+. 

)دراسة   إشارة   -2 )g x  بما أن( ) 01 =g    و الدالةg   متزايدة على 0,+ تتلخص الاشارة في

 الجدول الموالي  

+ 1 0 x 

 ــ  0 +  )إشارة  ـ )xg' 

𝐈𝐈)  نعتبر الدالة العدديةf المعرفة على 0,+    :بـ
21

( ) (ln ) 2f x x x
x

= + −    اثبات    أن     −

1-

2(ln )
lim 0

x

x

x→+
xtنضع     = )و منه      = ) +=

+→
t

x
lim   و منه

( )  ( )  ( )
0

ln2
lim

ln
lim

ln
lim

2

2

222

=







==

+→+→+→ t

t

t

t

x

x

ttx

لان   
( )

0
ln

lim =








+→ t

t

t
 )التزايد المقارن (. 

limحساب      ( )
x

f x
→+

 :    ( ) +=
+→

xf
x
lim. 

من xالتحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي  0,+  ؛
1

( ) ( )f f x
x

 : ل   =

حساب 
0

lim ( )
x

f x
+→

   :( ) +=
+→

xf
x 0

lim      المنحني  منه  و( )
fC يقبل مستقيما مقارب  

 . x=0معادلته عموديا    

من xتبين أنه من أجل كل عدد حقيقي  -2 0,+   ؛
( )

( )
g x

f x
x

 =  

 

 

 : fجدول تغيرات الدالة    

+ 1 0 x 

 ــ 0 +  ) ــ )xf ' 

+ + 

0 
( )xf 

 

 

)رسم المنحنى  -3 )C  : 

 

:بين أن الدالة   -4 lnh x x x x− هي دالة أصلية للدالةln( )x x على 0,+  

 التمرين الرابع
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 الموضوع الثاني
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1 

 

 

 

( ) x
x

xxxh ln1
1

ln' =−+=  محققة 

 باستعمال التكامل بالتجزئة   

تبيين أن   
2

1

(ln ) 2

e

x dx e= −   بوضع( ) 1' =xu   و( ) ( )2ln xxv )و منه    = ) xxu و   =

( ) ( )x
x

xv ln
2

' )و منه     = ) 1' =xu   و

( ) ( ) ( )( )  ( )   22ln22.` lnln 1
1

1
1

−=−=−= − eedxxdxxvxu xxxxx
e

eee

   

)حساب مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى    -5 )C  و محور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتيهما

1x xو = e= 

 ( ) ( ) 







−−+=

ee

dxx
x

xdxxf
1

2

1

2ln
1

)و منه   . ) ( ) 22ln
2

1

1

2

1

+−







−+= exxxdxxf

ee

   

( ) aue
e

ee
e

dxxf

e

.
2

9
3

2
2

2

3
21

2

22

1









+−=+−+−+=. 

 انتهى الموضوع الأول    

 

 التمارين عناصر الإجابة  التنقيط 

 مجزأة كاملة 

  ن 04

 

0.5 

 

0.5 

 

 

 

 

1 

 

0.5 

 

0.5 

 

 

 

 

 نقاط ( :   5التمرين الاول ) .

izللمعادلة حلين هما   =−4المعادلةل في نحسب المميز ( حلو 1 izو  '3=− +=3"     

)استنتاج  حلول المعادلة   ) ( )
2

2 6 2 10 0z z+ − + + مما سبق نجد أن منه    =

iz izاو   1=+  هما حلى المعادلة الأخيرة  1=−

وزاويته  Aالذي مركزه   r( تعيين الكتابة المركبة للدوران  2
2


 : هي   

( )AA zzizz )أي  '−=− )iziiz +−=+− iizzو منه   '33 42' −+= 

5هي  Fالتحقق أن لاحقة   (3 3
F

z i= izFلدينا        +  محققة     =+35

izHأي   AEبالانسحاب الذي شعاعه  Fصورة   Hتعيين لاحقة النقطة   += 9. 

 التمرين الأول
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، A(تمثيل النقاط  4
B ،E  ،F   وH      

تعيين بدقة طبيعة  

الرباعي  

AEHF 
متوازي أضلاع  

فيه زاوية قائمة و 

فيه ضلعان  

متجاورتان   

متقايسان فهو  

 مربع . 

تعيين المجموعة   (5

( )  هي  

نصف مستقيم 

 )DM   أي موازي للمنصف الثاني ذي المعادلة −1و الذي معامل توجهيه  (xy −=) 

)تعيين المجموعة   )E   مجموعة النقطM   ذات اللاحقةz  : 1حيث 1z i z i− − = − + 

DMCMتكافئ  مجموعة النقط   =

هي محور القطعة المستقيمة   CD 

. 

4  

 

0.5 
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0.25 

 

0.25 

 

 

 

0.25 

 

 

 

)تبين  أن    -1 )2p
و 

( )1p متعامدان :  شعاعيهما الناظيميان    𝑛` ⃗⃗⃗⃗ (−2 ; 1; و   (1

𝑛 ⃗⃗⃗  (1;−2; على الترتيب  نحسب الجداء السلمي نجد   (4

( ) ( ) ( ) 0141221  و منه متعامدان . −+−+=

)نرمز بـ   )D  إلى  مستقيم  تقاطع المستويين( )2pو( )1p . 

)تبيين  أن  تمثيلا وسيطيا للمستقيم         )D هو :      Rt

tz

ty

tx










=

+−=

+−=

:38

27

  

( )D  محتواة في( )1p  يعني( ) ( ) ( ) 09438227 =−++−−+− ttt     يعني ان

 محققة .    0= 0

( )D  محتواة في( )2p  يعني( ) ( ) ( ) 0638272 =−++−++−− ttt     يعني ان

)محققة و  منه    0= 0 )D  هو تقاطعهما . 

)لا  تنتمي  إلى  المستوي   Aحقق أن النقطة الت -2 )1p  و لا  إلى  المستوي

( )2p 

 

التمرين  

 الثاني: 
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211414  : بين  أنت 22 +−= ttAM . 

)  : بـ  Rالدالة  العددية  المعرفة  على  f( لتكن   3  ) 214 14 21f t t t= − + 

 :   fدراسة  تغيرات  الدالة        

)النهايات  ) +=
−→

xf
x
lim و( ) +=

+→
xf

x
lim 

)المشتقة : ) 1428' −= txf     تنعدم عند
2

1
متزايدة على المجال  fو منه  

 +;0    و متناقصة على المجال 0;−. 

 جدول تغيراتها  

+ 
2

1
 − 

x 

+ + 

 

 

2

35
 

( )xf 

 

 و نرمز لها في هذه  أصغرية AMتكون فيها المسافة التي  Mأستنتاج إحداثيات 









−−

2

1
;

2

13
;6H 

)المعادلة الديكارتية للمستوي   (  4  )Q 2هي𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 + 31 = 0. 

)على المستقيم  Aهي المسقط العمودي للنقطة  Hبرهان أن  ال )D: 

0الجداء السلمي  
2

1212

2

3

2

15
6". =

+−
=+−=nAH و منه محققة 

4 0.25+

0.25 
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3(  حساب :  1
2

4
51 =−=u    و

3

11

3

4
52 =−=u      

n  :2البرهان بالتراجع  أنه من أجل كل عدد طبيعي   4
n

u   

42لدينا   1  u  محققة 

2نفرض أن   4
n

u     42و لنبرهن أن 1  +nu 

2 4
n

u   بالقلب نجد
4

11

2

1


nu
1نجد  −4بالضرب في   

4
2 −−−

nu

4نجد   5بإضافة  
4

53 −
nu

432أي ان   1  +nu  42و منه 1  +nu إذن

42فإن   nمن اجل كل عدد طبيعي    nu. 

التمرين  

 الثالث 
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0.5 

)( تبيين أن 2 )
n

u    متزايدة :  نحسب الفرق
( )( )

n

nn
nn

u

uu
uu

+−−
=−+

14
1   

 .الفرق موجب 

 استنتاج أنها  متقاربة : بما المتتالية متزايدة و محدود من الأعلى فهي متقاربة . 

:  nالبرهان أنه من أجل كل عدد طبيعي   -3
1

4
4

2

n

n

u
u

+

−
−   

)لدينا   )n

n

n u
u

u −=− + 4
1

4 42و بما ان  1  nu  بالقلب نجد

2

11

4

1


nu
)و منه        , )nn uu −− + 4

2

1
4 1   . 

:   nاستنتاج أنه من أجل كل عدد طبيعي   -4

1

1
0 4

2

n

n
u

−

 
 −   

 
مما سبق نجد أن    

( )nn uu −− + 4
2

1
40 و منه 1

( ) ( )







−−− −+ 11 4

2

1

2

1
4

2

1
40 nnn uuu  أي

( )121 4
2

1
40 −+ −− nn uu   و ها كذا

( ) ( )







−−− −−+ 22121 4

2

1

2

1
4

2

1
40 nnn uuu  أي ان

( )231 4
2

1
40 −+ −− nn uu  إلى أن نصل إلى التعميم ....

( )011 4
2

1
40 uu

nn −−
)و منه    ++ )011 4

2

1
40 uu

nn −−
اي ++

)ان  )2
2

1
40

11 ++ −
nnu  اي انnnu

2

1
40 1 − نجد   بتعويض +

1''
2

1
40

−
−

nnu   . و هو المطلوب 

nحساب      
n

u
+→

lim                 1بما أن' += nn12

1
40

−
−

nnu   و

0
2

1
lim

1
=

−+→ nn
0limفحسب الحصر نجد   =

+→
n

n
u 

 

(7 

نقاط ( 

: 

 

1 

 

0.25+

0.25 

 

 a=−3و    a=1و    c          :0=bو b؛ aتعيين الأعداد الحقيقية   -1

2-  .....( ) ( ) xexxf −−= 32 

)حساب ) 0lim =
+→

xf
x

)و   ) +=
−→

xf
x
lim 

التمرين  

 الرابع  
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): المشتقة :   fالدالة  دراسة اتجاه تغير  ) ( ) xexxxf −++−= 32' إشارتها  2

)من إشارة   )322 ++− xx   31تنعدم عند العددين متناقصة  fو منه −و

على المجالين  1;−− و +;3  متزايدة على المجال 3;1− 

 و شكل جدول تغيراتها : 
+  3 1− − x 

 3

6

e
 + 

 
0 e2− 

( )xf 

 

)بة  معادلة لـ ا كت -3 )T   مماس  المنحنى( )fC  0عند النقطة التي فاصلتها=x  معادلة

33المماس هي  −= xy 

)تعيين إحداثيات نقط تقاطع   )fC   مع حامل محور الفواصل 

( ) 0=xf 032يكافئ =−x   3.اي ان=x 3او−=x  نقطتي التقاطع

)هما  )0;3Bو( )0;3−C 

 

)رسم  -4 )T   و( )fC  

تبيين أنه من أجل كل  -5

 ℝمن xعدد حقيقي 

 فإن 

( ) ( ) ( )2 ' " 2 xf x f x f x e−+ + =  

( ) ( ) xexxf −−= )و 32 ) ( ) xexxxf −++−= 32' 2 

( ) ( ) ( ) xx exxexxf −− −−++−= 3222" أي ان 2

( ) ( ) xexxxf −−−= 14" 2 

و منه
( ) ( ) ( ) ( ) xx eexxxxxxfxfxf −− =−−+++−−=++ 2146423"'2 222 

   ℝعلى  fدالة أصلية للدالة  استنتاج 

( ) ( ) ( ) xexfxfxf −=++ )يكافئ  2'"2 ) ( ) ( ) xexfxfxf −+−−= و   2'"2

)حيث   Fهي الدالةfمنه الدالة الأصلية للدالة  ) ( ) ( ) xexfxfxF −−−−= أي  2'2

( ) ( ) ( ) xxx eexxexxF −−− −++−−−−= 23232 أي    22

( ) ( ) ( ) xxx eexxexxF −−− −−−++−= 23262 و منه22



26 
 

 

 

 

 

 

 

 

1 

 

 

 

 

 

 

0.25 

 

 

 

 

0.75 

 

 

 

 

 

 

 

( ) ( ) xexxxF −+−−= 122 

)حساب بوحدة المساحات ، مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحني   -6 )fC   ومحور

1xالفواصل والمستقيمين اللذين معادلتاهما   3xو  =  هي   =

( ) ( ) ( )  ( )  ( ) ( ) 3133

3

3

1

3

1

3

3

142344 −−− −+++=+−=+−=   eeexFxFdxxfdxxfA

 

( ) ( )  aueeeA .142344 313 −−− −+++= 

7- m   وسيط حقيقي   ناقش بيانيا وحسب قيمm  عدد وإشارة حلول المعادلة
2 3 0xx me− + = 

)المعادلة تكافئ     )32 −−= xme x

)أي ان    ) xexm −−=− يكافئ    32

( )xfm =−  

)حلها هو إيجاد  فواصل نقاط تقاطع المنحنى    )fC  المستقيم( )m المعادلة   ذو 

my −=  

 المناقشة 

emلما   2−−   أي انem 2  نلاحظ ان( )m و( )fC   لا يتقاطعان و منه

 ليس للمعادلة حلول .

emلما  emأي ان −=−2 )نلاحظ أن =2 )m و( )fC   يتقاطعان في نقطة

 وحيدة فاصلتها سالبة ومنه  للمعادلة حل وحيد سالب.

emلما  23 −−−  أي انem 23   نلاحظ أن( )m  و( )fC    يتقاطعان

 ين في نقطتين فاصلاتهما سالبان ومنه  للمعادلة حلين سالب 

 

)نلاحظ أن  m=3أي ان m−=−3لما   )m  و( )fC   يتقاطعان في نقطتين إحداهما

فاصلتها معدومة و الأخرى فاصلتها  سالبة ومنه  للمعادلة حلين إحداهما معدوم و الأخر 

 سالب . 

30لما  −− m  30أي ان m  نلاحظ أن( )m  و( )fC    يتقاطعان في نقطتين

 فاصلاتهما مختلفان في الاشارة ومنه  للمعادلة حلين مختلفان في الاشارة .

0لما 
6

3
− m

e
0أي ان    

6
3

− m
e

)نلاحظ أن   )m  و( )fC   يتقاطعان في

ثلاثة نقاط  نقطتان فاصلاتهما موجبتان و نقطة فاصلتها سالبة  ومنه  للمعادلة حلين 

 موجبان و حل سالب  .

3لما 

6

e
m 3أي أن   −=

6

e
m )نلاحظ أن  =− )m  و( )fC  يتقاطعان في نقطتh  ن

 فاصلاتهما مختلفان في الاشارة ومنه  للمعادلة حلين مختلفان في الاشارة

3لما 

6

e
m − 3أي ان

6

e
m −  نلاحظ أن( )m و( )fC   يتقاطعان في نقطة

 فاصلتهما سالبة  ومنه  للمعادلة حل وحيد  سالب . 

 


