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ت كاملي                                       محور الدوال الأصلي ة والحساب ال

 كل عناصر الدرس بطريقة مبسطة  

  مجموعة تمارين محلولة 

 التحكم في الإجابة على أسئلة اختيار من متعدد           

 2024الى  2008افة لتمارين المحور الواردة في شهادة البكالوريا من لإضتمارين تدريبية با

 عناصر الدرس 

 نشاط  تمهيدي .1

المعرفتين على Fو fنعتبر الدالتين 3;− + :كما يلي( )
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من xتحقق أنه من أجل كل .1 3;− + ،( ) ( )F x f x = 

من xبحيث من أجل كل Gاقترح دالة أخرى .2 3;− + ،( ) ( )G x f x = 
على fدالتان أصليتان للدالة Gو Fنقول أن  3;− +. 

، Iمن x.      إذا كان من أجل كلIقابلة للاشتقاق على fو Iدالتان معرفتان على مجال Fو f تعريف:

( ) ( )F x f x  نقول أن: =

• f هي الدالة المشتقة للدالةF. 
• F دالة أصلية للدالةf علىI. 

 . الدالة الأصلية لدالة على مجال2
 .Iدالة معرفة على مجال f تعريف:

Fمشتقتها Iقابلة للاشتقاق على Fكل دالة Iعلى المجال fنسمي دالة أصلية للدالة      هيf . 

)، Iمن xمن أجل كل                                    ) ( )F x f x =   

ِـ  المعرفة على Fالدالة  مثال: )ب ) 2 3 1F x x x= −  على المعرفة fللدالة هي دالة أصلية على +

ِـ  )ب ) 2 3f x x= )لدينا:  من xلأن من أجل كل − ) ( )2 3F x x f x = − =. 

          الدالةG ِـ  المعرفة على )ب ) 2 3 2F x x x= −   fللدالة هي كذلك دالة أصلية على −

)لدينا:  من xلأن من أجل كل ) ( )2 3G x x f x = − = . 

 خواص ) دون برهان (:   . مجموعة الدوال الأصلية لدالة3

  إذا كانتf دالة مستمرة على مجالI فإنf تقبل دوالا أصلية علىI. 

  إذا كانتF دالة أصلية للدالةf على المجالI فإن كل الدوال الأصلية للدالةf علىI  الدوالهي: 

   ( )x F x k+ حيثk  .عدد حقيقي ثابت 
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 دالتان أصليتان لنفس الدالة تختلفان بثابت فقط. نتيجة: 

ِـ  الدالة المعرفة على fلتكن مثال:  )ب ) 23 4 2f x x x= + هي الدوال على f. كل الدوال الأصلية للدالة−

F ِـ  المعرفة على )ب ) 3 22 2F x x x x k= + −   عدد حقيقي ثابت. kحيث +

 أجل قيمة للمتغير. الدالة الأصلية التي تأخذ قيمة معلومة من 4
 عدد حقيقي كيفي. 0yو Iعدد حقيقي من I.0xدالة مستمرة على مجال f خاصية:    

)تحقق الشرط   Iعلى المجال fللدالة Fتوجد دالة أصلية وحيدة     )0 0F x y=. 

 إحدى هذه الدوال الأصلية. Gو لتكنIفهي تقبل دوالا أصلية على Iمستمرة على fبما أن الدالة البرهان:    

)، Iمن xفإن من أجل كل Iعلى fدالة أصلية أخرى للدالة Fإذا كانت ) ( )F x G x k= عدد  kحيث +

 حقيقي.

)الشرط )0 0F x y=  يعني أن( )0 0G x k y+ )أي أن = )0 0k y G x=  .k. لقد تم هكذا تحديد العدد الحقيقي−

)تحقق الشرط   Iعلى المجال fللدالة Fتوجد إذن دالة أصلية وحيدة )0 0F x y= :و لدينا 

( ) ( ) ( )0 0F x G x y G x= + −                              

 التفسير البياني:  

)التمثيلات البيانية في معلم ); ,O i j للدوال الأصلية للدالةf  

kشعاعهاتستنتج من أحدها بواسطة انسحابات  j حيثk عدد حقيقي . 

)واحد فقط من بين هذه التمثيلات البيانية يمر من النقطة )0 0;A x y. 

 . تمارين5 

المعرفتين على  gو fنعتبر الدالتين :1تمرين   1;− + :كما يلي 
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على المجال fدالة أصلية للدالة Fبين أن الدالة     1;− + . 

ِـ Fلإثبات أن طريقة:    و أن من أجل Iقابلة للاشتقاق على Fيكفي أن نثبت أن Iعلى مجال fدالة أصلية ل

)، Iمن xكل    ) ( )F x f x =. 

دالة ناطقة معرفة على F الحل:    1;− + فهي إذن قابلة للاشتقاق على 1;− + و من أجل كلx من

 1;− +     :لدينا( )
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)و منه:  )
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)و بالتالي:       )
( ) ( )
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2 2

2 2

2 4 2 4

1 1
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F x f x

x x

− − +
 = = − =
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من xمن أجل كلو هكذا   1;− + ،( ) ( )F x f x ِـ F. إذن= على المجال fدالة أصلية ل 1;− +. 
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ِـ:   المعرفة على  fنعتبر الدالة :2تمرين  )ب ) 2 cosf x x x= + 

 .على fعين كل الدوال الأصلية للدالة .1
)و التي تحقق  على fللدالة Fعين الدالة الأصلية.  2 ) 1F  =  :الحل .−

هي الدوال على f. كل الدوال الأصلية للدالة1
2 sinx x x k+  عدد حقيقي. kحيث +

). لدينا من جهة2 ) 2 sinF x x x k= + )و لدينا من جهة ثانية + ) 1F  = −. 

( ) 1F  = يعني  −
2 0 1k − + = و منه  −

21k = − ). نجد هكذا أن − ) 2 2sin 1F x x x = + − −    

المعرفتين على  Gو Fنعتبر الدالتين :3تمرين  2;+ :كما يلي 

                 ( )
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 دالتان أصليتان لنفس الدالة. Gو Fباستعمال طريقتين مختلفتين بين أن   
من xنبين أنه من أجل كل الطريقة الأولى:    الحل:    2;+ ،( ) ( )F x G x = 

من xمن أجل كل 2;+ ،( )
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من xإذن من أجل كل 2;+ ،( ) ( )F x G x =.الدالتان هما إذن دالتان أصليتان لنفس الدالة . 

من xنبين أنه من أجل كل الثانية:الطريقة            2;+ ،( ) ( )F x G x k−  عدد حقيقي. kحيث =

من xمن أجل كل 2;+  ،( ) ( )
( )2 2 22 3 2 1

2
2 2 2

xx x x
F x G x x

x x x

− − − + − 
− = − + = = −   

− − −  
           

 حساب الدوال الأصلية:

 عدد حقيقي كيفي cيمثل   الدوال الأصلية لدوال مألوفة: /1
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 الدوال الأصلية لدوال مركبة:

u  دالة قابلة للإشتقاق على المجالI. 

 fالدالة  Fالدالة الأصلية  على المجال
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ِـ GوFإذا كانت-خواص  Fفإن Iعلى مجال gو fدالتين أصليتين على الترتيب ل G ِـ fدالة أصلية ل g 

 .Iعلى

  kIعلىkfدالة أصلية للدالةkFفإنIعلى مجالfدالة أصلية للدالةFإذا كانت-
 . تمارين 4 1

 المعطى لكل دالة من الدوال التالية: Iعين دالة أصلية على المجال :1تمرين   

 ( ) 3 3 5f x x x= − Iو + =( ) 2

2
g x

x
و = ;0I = −( ) 3

3 1
h x

x x
= و − 0;I = + 

ِـ : على fللدالة Fدالة أصلية  الحل:     معرفة ب

( ) 3 1 2 4 21 1 1 3
3 5 5

3 1 2 4 2
F x x x x x x x+= −  + = − +

+
 

 دالة أصليةG للدالةg على ;0I = − : ِـ  معرفة ب

( )
1 2

2G x
x x

 
= − = − 

 
 

 دالة أصليةH للدالةh على 0;I = + : ِـ  معرفة ب

( )
( ) 3 1 2

1 3
3 2 2

3 1 2
H x x x

x x−

 
= − − = − −  − 

 

 المعطى لكل دالة من الدوال التالية: Iعين دالة أصلية على المجال :2تمرين    
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     ( )( )
2

2( ) 1 2 5f x x x x= + + Iو + =    ( )
2

3

1

x
g x

x
=

+
Iو  = 

 يمكننا: fلدالة Iلتعيين دالة أصلية على مجال طريقة:

تكتب على أحد الأشكال  fكانت. ملاحظة إذا 1
nu u أو

n

u

u


أو 

u

u


)مع تحديد عبارة   )u x. 

). حساب2 )u x ثم تحديد عددا حقيقياk   بحيث
nf k u u=  أو

n

u
f k

u


=  أو

u
f k

u


= . 

 . تطبيق قواعد الدوال الأصلية.3

 الحل:    

من الشكل fيظهر و أن الدالة •
nu u  مع( ) 2 2 5u x x x= + +. 

)لدينا  ) 2 2u x x = )أي أن  + ) ( )2 1u x x = )و منه  + )
1

1
2

x u x+ = 

)نجد هكذا أن:  ) ( ) ( )
21

2
f x u x u x=      أي أن

21

2
f u u= . 

)، من xو بالتالي فإن من أجل كل ) ( )
31 1

2 3
F x u x=      أي( ) ( )

3
21

2 5
6

F x x x= + +. 

من الشكل gيظهر و أن الدالة •
u

u


)مع   ) 2 1u x x= +. 

)لدينا  ) 2u x x )أي أن  و منه = )
3

3
2

x u x=  :نجد هكذا أن( )
( )

( )

3

2

u x
g x

u x


=   أي أن

3

2

u
g

u


= . 

)، من xو بالتالي فإن من أجل كل ) ( ) ( )
3

2 3
2

G x u x u x=  )أي  = ) 23 1G x x= +. 

)الدوال الأصلية للدوال . 5 ) ( )u x
x u x e ( ) ( )u x

x u x e 

 فإن: Iدالة قابلة للاشتقاق على مجال uإذا كانت خاصية:

الدالة  •       
( ):

u x
f x e قابلة للاشتقاق علىI و لدينا من أجل كلx منI ،( ) ( ) ( )u x

f x u x e =. 

الدالة  •       
( )u x

x e      دالة أصلية للدالة( ) ( )u x
x u x e  علىI. 

 :Iعلى المجال fعين في كل حالة من الحالات التالية دالة أصلية للدالة  :1تطبيق

1 .( )
1

2

1
xf x e

x
=     ، 0;I = +         .3 .( )

2 31

2

x xf x x e − − 
= − + 
 

     ،I =. 
2 .( ) ax bf x e +=     ،I =                    .4 .( ) ( ) ( )sin 2

cos 2
x

f x x e=     ،I =. 

ِـ  المعرفة على fنعتبر الدالة   :2تطبيق  )ب ) 24 xf x xe= 

ِـ   Fبحيث تكون الدالة  bو aعين العددين الحقيقيين )المعرفة ب ) ( ) 2xF x ax b e=  fدالة أصلية  الدالة  +

 .على 

. الدوال الأصلية للدوال 6
( )

( )

u x
x

u x

 

 فإن: Iدالة قابلة للاشتقاق و موجبة تماما على مجال uإذا كانت خاصية:
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a b

)الدالة  •        ): lnf x u x   قابلة للاشتقاق علىI و لدينا من أجل كلx منI ،( )
( )

( )

u x
f x

u x


 =. 

)الدالة  •        )lnx u x        دالة أصلية للدالة
( )

( )

u x
x

u x


 .Iعلى  

 :Iعلى المجال fحالة من الحالات التالية دالة أصلية للدالةعين في كل   :1تطبيق  

1 .( )
1

2
f x

x
=

+
     ، 2;I = − +         .3 .( )

cos

sin

x
f x

x
=     ، 0;I =. 

 
2 .( ) 2 1

x
f x

x
=

−
     ، 1;I = +           .4 .( )

2

1

x

x

e
f x

e

−
=

+
     ،I =. 

المعرفة على fنعتبر الدالة :2تطبيق   2;− +  ِـ )ب )
( )

2

2 3

2

x
f x

x

+
=

+
 

من xبحيث من أجل كل bو a. عين العددين الحقيقيين1 2;− +،( )
( )

2
2 2

a b
f x

x x
= +

+ +
. 

على f. استنتج دالة أصلية للدالة2 2;− +. 

المعرفة على fنعتبر الدالة :3تطبيق   0;+  ِـ )ب )
2

1

x

x

e
f x

e

−
=

−
 

من xبحيث من أجل كل bو a. عين العددين الحقيقيين1 0;+،( )
1

x

x

be
f x a

e
= +

−
. 

على f. استنتج دالة أصلية للدالة2 0;+. 

II .تكامل دالة 

 الدالة الأصلية و مساحة حيز تحت منحن. 1

aحيث Iعددان حقيقيان من bو I.aدالة مستمرة و موجبة على مجال f خاصية:   b.( )fC منحنيf  

)في معلم متعامد     ); ,O A B وF ِـ  .Iعلى fدالة أصلية ل

  ملاحظات:  

)الحيز تحت المنحني. 1 )fC بين العددينa وb هو 

)الحيز المحدد بالمنحني  )fCمحور الفواصل و المستقيمين ، 

xاللذين معادلتاهما   a= وx b=. 

 . تعريف التكامل2

    f دالة مستمرة على مجالI.a وb من عددان حقيقيانIإذا كانت .F وG دالتين أصليتين للدالةf على

I يوجد عدد حقيقي فإنهk بحيث من أجل كلx منI ،( ) ( )G x F x k= +. 

)لدينا:   ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )G b G a F b k F a k F b F a− = + − + = −       
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)نلاحظ هكذا أن العدد ) ( )F b F a− مستقل عن اختيار الدالة الأصلية للدالةf على المجالI. 

 .Iعددان حقيقيان من bو I .aدالة مستمرة على مجال f  تعريف:

)يسمى العدد الحقيقي      ) ( )F b F a−حيث ، F دالة أصلية للدالةf علىIالتكامل من ،a إلىb ِـ  fل

)و نرمز إليه بالرمز     )
b

a

f x dxنقرأ:" التكامل من .a إلىb ِـ )ل )f x تفاضلx ." 

  :ملاحظة  

). عمليا لحساب العدد1 )
b

a

f x dx نقوم بتعيين دالة أصليةF للدالةfعلى مجالI يشمل العددينa وb 

 ثم نكتب:

( ) ( ) ( ) ( )
b

b

a
a

f x dx F x F b F a= = −   

)،... فيكون لدينا مثلا t،qبأحد الحروف x. يمكن استبدال المتغير2 ) ( )
b b

a a

f x dx f t dt=  

aحيث Iمن عددان حقيقيان bو I.aدالة مستمرة و موجبة على مجال f  خاصية: b.( )fC منحنيf 

ِـ Fفي معلم متعامد و     ). مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنيIعلى fدالة أصلية ل )fC و بالمستقيمات  

xمعادلاتها  التي    a= ،x b= 0وy )هو العدد الحقيقي  = )
b

a

f x dx. 

 أحسب التكاملات التالية: :1تمرين   

1 )( )
2

2

1

3 1x dx
−

− +             2 )

1

2 1

0

xe dx−

             3 )sin xdx



−

  

1 .( ) ( ) ( )
2

2
2 3

1
1

3 1 6 0 6x dx x x
−

−

 − + = − + = − − = − . 

2 .( ) ( )
1 2

1
2 1 2 1 1

0
0

1 1 1

2 2 2

x x e
e dx e e e

e

− − − −
  = = − =   . 

3 .  ( ) ( )sin cos 1 1 0xdx x







−

−

= − = − =. 
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II .خواص التكامل 

 لدينا: Iمن cو  a ،bمن أجل كل أعداد حقيقية  .Iدالة مستمرة على مجال  f خاصية: . علاقة شال1

                               ( ) ( ) ( )
b c c

a b a

f x dx f x dx f x dx+ =   

ِـ Fإذا كانت البرهان:  فإن: Iعلى fدالة أصلية ل

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b c c

a b a

f x dx f x dx F b F a F c F b F c F a f x dx+ = − + − = − =             

)من الواضح أن نتائج: ) 0

a

a

f x dx = ومنه إذا أخذناc a= نحصل على( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx= −  

 . الخطية2

Iمن bو aمن أجل كل عددين حقيقيينعدد حقيقي. kو Iدالتان مستمرتان على مجال gو f خاصية:  

 لدينا:

      ( )1 ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx+ = +        و( )2( ) ( )
b b

a a

k f x dx k f x dx=  

)العلاقة البرهان:   فإن  Iعلى المجال gو fدالتين أصليتين على الترتيب للدالتين Gو F: نعلم أنه إذا كانت1(

Fالدالة  G+   دالة أصلية للدالةf g+ على المجالI:و منه. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

b
b

a
a

b b

a a

f x g x dx F x G x F b G b F a G a

F b F a G b G a f x dx g x dx

+ = + = + − +              

= − + − = +      



 

 

)العلاقة ِـ Fإذا كانت نتبع منهجية مماثلة علما أنه :2( ِـ kFفإن Iعلى fدالة أصلية ل  Iعلىkfدالة أصلية ل

 . المقارنة3

دالتان مستمرتان على مجال gو f خواص: ;a b. 

   ( من xإذا كان من أجل كل 1( ;a b،( ) 0f x   فإن( ) 0

b

a

f x dx  

   ( من xإذا كان من أجل كل 2( ;a b،( ) ( )f x g x فإن( ) ( )
b b

a a

f x dx g x dx  

 البرهان: 
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)العلاقة  ِـ F: إذا كانت1( )،Iمن xأجل كل فإن من Iعلى fدالة أصلية ل ) ( )F x f x ). و بما أن= ) 0f x  

على ;a b فإنF متزايدة على ;a b و بالتالي( ) ( )F a F b أي( ) ( ) 0F b F a−   و منه( ) 0

b

a

f x dx  بالنسبة .

)العلاقةلبرهان  )يكفي أن نلاحظ أن  2( ) ( ) 0g x f x−  .و نطبق النتائج السابقة 

أحسب التكامل التالي:  :2تمرين 

3

2

0

1x dx− 

)، عبارة xنكتب، حسب قيم طريقة:  )f x دون رمز القيمة المطلقة لنتمكن من تعيين دوال أصلية للدالةf 

 الحل:  
2 1x  و بالتالي: 1، −1كثير حدود من الدرجة الثانية جذراه  −

من xمن أجل كل • 0;1 ،
2 1 0x −   إذن

2 21 1x x− = − +. 

من xمن أجل كل • 1;3 ،
2 1 0x −   إذن

2 21 1x x− = −. 

)باستعمال علاقة شال يكون لدينا:  ) ( )
3 1 3 1 3

2 2 2 2 2

0 0 1 0 1

1 1 1 1 1x dx x dx x dx x dx x dx− = − + − = − + + −     

و منه 

1 33

2 3 3

0 10

1 1 1 27 1 22
1 1 0 3 1

3 3 3 3 3 3
x dx x x x x

            
− = − + + − = − + − + − − − =           

            
 

نعتبر التكاملين:  :3تمرين   

4
2

0

cosA x dx



=   و

4
2

0

sinB x dx



=   

Aأحسب    B+  وA B−  ثم استنتجA وB. 

 الحل:    

( )  
4 4 4 4

2 2 2 2 4
0

0 0 0 0

cos sin cos sin
4

A B x dx x dx B x x dx dx x

   




+ = + = = + = = =   . 

  ( )
4 4 4 4

4
2 2 2 2

00 0 0 0

1 1
cos sin cos sin cos 2 sin 2

2 2
A B x dx x dx B x x dx xdx x

   


 
− = − = = − = = = 

 
    

لدينا  
4

A B


+  و =
1

2
A B− . بعد حل هذه الجملة نجد =

2

8
A

 +
و    =

2

8
B

 −
=. 

نعتبر التكامل  : 4تمرين   

1

2

0

1

1
I dt

t
=

+ 

من  t.  بين أنه من أجل كل1 0;1  ،
2

1
1

1t


+
. 
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 .  I.  استنتج حصرا للعدد2

 الحل:     

من t.  من أجل كل1 0;1،
21 1t+    من أجل كلو منهt من 0;1،

2

1
1

1 t


+
. 

0.  بما أن 2 1  و بتطبيق خاصية المحافظة على الترتيب نستنتج أن

1 1

2

0 0

1
1

1
dt dt

t


+   

و بما أن  
1

1

0

0

1 1dt t= =  فإن

1

2

0

1
1

1
dt

t


+
من tأجل كل . من الواضح كذلك أنه من 0;1،

2

1
0

1 t


+
 

0Iو منه    :0. نستنتج هكذا الحصر التالي 1I  

III .القيمة المتوسطة 

 . القيمة المتوسطة لدالة على مجال1

دالة مستمرة على مجال f تعريف: ;a b . 

على المجال fالقيمة المتوسطة للدالة ;a b  :هي العدد الحقيقي( )
1

b

a

m f x dx
b a

=
−  

موجبة على المجال fنفرض أن الدالة  التفسير البياني في حالة دالة موجبة:    ;a b. 

)ليكن  )C التمثيل البياني للدالةf في معلم متعامد( ); ,O I J. 

      ( )
1

b

a

m f x dx
b a

=
−    يعني  ( ) ( )

b

a

m b a f x dx− =    

)نعلم أن )
b

a

f x dx هو مساحة الحيز الواقع تحت المنحني( )C بينa وb. 

( )m b a−  هي مساحة المستطيل الذي بعداهb a− وm.) القيمة المتوسطة ( 

ِـ ،mو هكذا فإن على  fالقيمة المتوسطة ل ;a bهي " ارتفاع " المستطيل  ، 

bالذي قاعدته   a− و الذي له نفس مساحة الحيز الواقع تحت المنحني( )C بينa وb. 

 نلاحظ أن للحيزين الملونيين بالأزرق و الأحمر نفس المساحة. 

 . حصر القيمة المتوسطة2

دالة مستمرة على مجال f خواص:     ;a b . 
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m

M

a b0 1

1

x

y

m

M

a b

من xبحيث من أجل كل Mو mإذا وجد عددان حقيقيان    ;a b ،( )m f x M  :فإن 

( ) ( ) ( )
b

a

m b a f x dx M b a−   − 

من xمن أجل كل البرهان:   ;a b :لدينا( )m f x M       :و منه و باستعمال خاصية المقارنة يكون لدينا

( )
b b b

a a a

mdx f x dx Mdx       أي( )
b b b

a a a

m dx f x dx M dx     و بما أن

b

a

dx b a= − نحصل على 

 ( ) ( ) ( )
b

a

m b a f x dx M b a−   −. 

و وجد عدد حقيقي  Iعددان حقيقيان من bو aوكان Iدالة مستمرة على مجال fإذا كانت حالة خاصة:   

M   بحيث من أجل كلx منI ،( )f x M      فإن( )
b

a

f x dx M b a −. 

0mموجبة و fالتفسير البياني في حالة : مساحة الحيز تحت المنحني 

ِـ  Mو mمحصورة بين مساحتي المستطيلين اللذين ارتفاعهما bو aبين fالممثل ل

bو عرضهما a−كما أن القيمة المتوسطة . هي الأخرى محصورة بينa وb. 

المعرفة على fنعتبر الدالة :5تمرين  1;1−  ِـ )ب ) 2f x x=  

). أرسم التمثيل البياني1 )C للدالةf في معلم متعامد و متجانس ثم أحسب القيمة المتوسطة للدالةf على 

المجال     1;1−. 

 . فسر بيانيا النتيجة.2

  الحل:   

1 .

( )

1
1

2 3

1
1

1 1 1 1

1 1 2 3 3
x dx x

−
−

 = =  = − −  . 

). مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحني2 )C و المستقيمات 

1xالتي معادلاتها   = −،1x 0yو =  تساوي مساحة المستطيل =

ABCD و 2الذي بعداه
1

3
)علما أن  )1;0A ،

1
1;

3
B
 
 
 

 ،
1

1;
3

C
 
− 
 

)و  )1;0D −. 

المعرفة على fنعتبر الدالة :6تمرين  1;− +  ِـ )ب ) ( )1 ln 1f x x= + +    
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على المجال f. أدرس اتجاه تغير الدالة1 0; 1e −. 

ِـ2 ). استنتج حصرا ل )f x. 

). استنتج حصرا للعدد الحقيقي 3 )
1

1

e

I f x dx

−

=  

 الحل:  

من x. لدينا من أجل كل1 1;− + ،( )
1

0
1

f x
x

 = 
+

متزايدة تماما على f. إذن  1;− + و منه على 

المجال  0; 1e −. 

من x. نستنتج أنه من أجل كل2 0; 1e −،( ) ( ) ( )0 1f f x f e  )أي − )1 2f x . 

). بتطبيق حصر القيمة المتوسطة نجد 3 ) ( ) ( )
1

1

2 2 2

e

e f x dx e

−

−   −. 

IV.التمديد إلى دالة إشارتها كيفية 

 . تكامل دالة سالبة على مجال1

دالة مستمرة و سالبة على مجال  fلتكن    ;a bو ليكن .( )fC  تمثيلها البياني في معلم متعامد( ); ,O i j. 

ِـ  )المحدد بالمنحني Dإلى مساحة الحيز Aنرمز ب )fC و بالمستقيمات التي معادلاتها 

 x a= ،x b= 0وy ِـ = Aو ب  إلى مساحةD   الحيز المحدد بالمنحني( )fC − D  

xو بالمستقيمات التي معادلاتها  a= ،x b= 0وy =. 

سالبة على  fبما أن   ;a b   فإنf− موجبة على ;a b  و بالتالي( )
b

a

A f x dx = −   D 

Dو Dالحيزان    متناظران بالنسبة إلى محور الفواصل فمساحتاهما متساويتان أيA A = . 

)و بالتالي فإن  )
b

a

A f x dx= − أو( )
b

a

f x dx A= − نقول أحيانا أن .( )
b

a

f x dx هي المساحة الجبرية للحيزD 

سالبة على fفتكون سالبة إذا كانت ;a b و تكون موجبة إذا كانتf موجبة على ;a b. 

دالة مستمرة و تغير إشارتها على مجال fلتكن مثلا تكامل دالة تغير إشارتها على مجال .2 ;a b و

)ليكن )fC  تمثيلها البياني في معلم متعامد( ); ,O i j                      . 
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ِـ     )المحدد بالمنحني  Dإلى مساحة الحيز Aنرمز ب )fC و بالمستقيمات التي معادلاتهاx a= ،x b= 0وy = . 

 

 

 2D 

                                                                        

موجبة على fنلاحظ مثلا في الشكل أعلاه  أن ;c d  و سالبة على المجالين ;a c  و ;d b. 

ِـ  ِـ 1Dإلى مساحة الحيز 1Aنرمز ب ِـ  2Dإلى مساحة الحيز 2A، ب  3Dإلى مساحة الحيز 3Aو ب

1لدينا      2 3A A A A= + )و بما أن       + )1

C

a

A f x dx= − ،( )2

d

c

A f x dx=   و( )3

b

d

A f x dx= − 

)فإن  ) ( ) ( )
C d b

a c d

A f x dx f x dx f x dx= − + −   

 ملاحظة:

xبصفة عامة لحساب مساحة حيز محدد بالمستقيمات التي معادلاتها  a= ،x b= 0وy   fو بمنحن ممثل لدالة =

تغير إشارتها على  ;a b  نقوم أولا بتحديد المجالات التي تحتفظ فيها الدالة بإشارة ثابتة ) سالبة أو موجبة ( ثم

 نطبق النتيجة المناسبة على كل مجال من هذه المجالات.

المعرفة على fنعتبر الدالة :7تمرين  0;  ِـ )ب )
1

cos
2

f x x= +  

)إشارة xثم حدد حسب قيم f. أدرس اتجاه تغير الدالة1 )f x . 

). أرسم تمثيلها البياني2 )C  .في معلم متعامد و متجانس 

)مساحة الحيز المحدد بالمنحي A. أحسب3 )C 0و بالمستقيمات التي معادلاتهاx =،x = 0وy =. 

  الحل:   

cosxنفس اتجاه تغير الدالة f.للدالة1 x فهي إذن متناقصة تماما على المجال 0; . 

)لدينا  )
3

0
2

f )و = )
1

2
f  = )و منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة تقبل المعادلة − ) 0f x حلا وحيدا في = 0; 

 ( ) 0f x تعني  =
2

3
x


من x.نستنتج أنه من أجل كل=

2
0;

3

 
 
 

،( ) 0f x   
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0 1

1

x

y من xو من أجل كل
2

;
3




 
 
 

،( ) 0f x  .                                                      

                                                               .أنظر الشكل المقابل.2

1.لدينا 3 2A A A= )حيث + )

2

3

1

0

A f x dx



=                                             + 

)و )2

2

3

A f x dx





= −                                 .   - 

  

2

3

1

0

1 3
sin .

2 3 2
A x x u a



 
= + = + 
 

1و  
2

3

1 3
sin .

2 6 2
A x x u a





 
= − + = − + 

 
 

3و منه  .
6

A u a
 

= + 
 

. 

I توظيف الحساب التكاملي لحساب دوال أصلية . 

 . المكاملة بالتجزئة1

uبحيث أن الدالتين المشتقتين Iدالتين قابلتين للاشتقاق على مجال vو uلتكن مبرهنة:  وv   مستمرتان

 . Iعلى

 لدينا:  Iمن bو aمن أجل كل عددين حقيقيين     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b

b

a
a a

u x v x dx u x v x u x v x dx = −    

و لدينا  Iقابلة للاشتقاق على  uvو منه الدالة الجداء  Iقابلتان للاشتقاق على vو uالدالتان  البرهان:

( )uv u v uv  = . لدينا كذلك الدالتانIفهما إذن مستمرتان على Iقابلتان للاشتقاق على  vو u. الدالتان +

u  وv  مستمرتان علىI و منه الدوالu v  ،uv   و مجموعهما( )uv 
 a. بحساب التكامل منIمستمرة على 

)نحصل على:  bإلى ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a

uv x dx u x v x u x v x dx  = +    :و باستعمال خواص الخطية نجد 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

uv x dx u x v x dx u x v x dx  = +    و علما أن الدالةuv   دالة أصلية للدالة( )uv 
 فإن  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b

b

a
a a

u x v x u x v x dx u x v x dx = +     :و هكذا نصل إلى النتيجة 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b

b

a
a a

u x v x dx u x v x u x v x dx = −    

 . الدالة الأصلية لدالة و التي تنعدم من أجل قيمة2

 .Iعدد حقيقي من aو Iدالة مستمرة على مجال f مبرهنة:

)هي الدالة   aو التي تنعدم من أجل Iعلى fالدالة الأصلية الوحيدة للدالة         ):

x

a

F x f t dt 

)نضع    البرهان: ) ( )
x

a

F x f t dt=   و منه إذا كانتG دالة أصلية للدالةf على المجالI :يكون لدينا 

)، Iمن xمن أجل كل  ) ( ) ( )F x G x G a= )، Iمن xمن أجل كل و بالتالي:  − ) ( ) ( )F x G x f x = = 

). بالإضافة إلى ذلك لدينا: Iعلى المجال fدالة أصلية للدالة  Fنستنتج أن الدالة  ) ( ) ( ) 0F a G a G a= − =. 

 .aو التي تنعدم من أجل Iعلى fهي الدالة الأصلية الوحيدة للدالة Fالدالةإذن  

)من الواضح أنه إذا كانت  ملاحظة:   ) ( )
x

a

F x f t dt=   فإن( ) ( )F x f x =. 

من  xنعلم أنه من أجل كل مثال:   0;+ ،( ) ( )
1

ln x
x

 )كما نعلم أن  = )ln 1  و بالتالي لدينا: =0

من  xمن أجل كل 0;+ ،

1

1
ln

x

x dt
t

= . 

 باستعمال المكاملة بالتجزئة أحسب: :1تمرين 

( )
1

0

1 xI x e dx= −       و

3

0

sinJ x x dx



=  

uعلى الشكل  fلاستعمال المكاملة بالتجزئة نكتب  طريقة:   v . 

  الحل:   

). نضع 1 ) 1u x x= −   ،( ) xv x e )و منه    = ) 1u x =    ،( ) xv x e= 

)بتطبيق مبدأ المكاملة بالتجزئة يكون لدينا:   )
1

1

0
0

1 x xI x e e dx = − −   

)و منه   )
1

0
1 1 1xI e e e = − = − − = −  إذن .I e= −. 
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)كان بالإمكان وضع  ملاحظة:   ) xu x e=   ،( ) 1v x x = )و من تم   − ) xu x e=  ،( ) 21

2
v x x x= − 

 إلا أننا بعد التعويض نحصل على تكامل أكثر تعقيدا من الأول. 

). نضع 2 )u x x=   ،( ) sinv x x )و منه    = ) 1u x =    ،( ) cosv x x= − 

بتطبيق مبدأ المكاملة بالتجزئة يكون لدينا:   
3

3
0

0

cos cosJ x x x dx





= − − − 

و منه   3
0

3
sin

6 6 2
J x

 
= − + = − .   إذن +

3

6 2
J


= − +. 

lnxعين، باستعمال المكاملة بالتجزئة، الدالة الأصلية للدالة   :2تمرين     x 1و التي تنعدم عند . 

)يمكنا دائما وضع  طريقة:   ) ( ) ( )u x u x v x=  حيث( ) 1v x =. 

 الحل:

lnxالدالة    x  مستمرة على المجال 0;+هي الدالة 1. و بالتالي فدالتها الأصلية التي تنعدم عندF  المعرفة

على المجال  0;+  ِـ )ب ) ( )
1

ln

x

F x t dt= . 

)نضع    ) ( )lnu t t=    ،( ) 1v t )و منه   = )
1

u t
t

 =    ،( )v t t= 

)بتطبيق مبدأ المكاملة بالتجزئة يكون لدينا:   )  
1

1 1

1
ln ln

x x
x

F x t t t dt x x dt
t

= −  = −  

)و منه    )   ( )
1

ln ln 1 ln 1
x

F x x x t x x x x x x= − = − − = − +  

lnxالدالة الأصلية للدالة   x هي الدالة المعرفة على المجال 0;+  ِـ )ب ) ln 1F x x x x= − +. 

lnxالدوال الأصلية للدالة ملاحظة:     x على المجال 0;+  هي الدوالlnx x x x c− cحيث +  

)و بصفة عامة نثبت بإتباع نفس الطريقة  أن الدوال ألأصلية للدالة    )lnx x a+ على المجال ;a− +  هي

)الدوال ) ( )lnx x a x a x c+ + −  عدد حقيقي ثابت cمع  +

 بعض تطبيقات الحساب التكاملي

 . حساب حجوم بعض المجسمات البسيطة1

)الفضاء منسوب إلى معلم متعامد    ); , ,O I J K  محاوره( )x x ،( )y y  و( )z z. 

)وحدة الحجوم   ).u v هي حجم متوازي المستطيلات المنشأ على( ); , ,O I J K . 
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)نعتبر في الفضاء مجسما محددا بمستويين موازيين للمستوي   )xOy :معادلتاهماz a=  وz b= ( )a b. 

)لتكن  :1خاصية  )S z مساحة مقطع المجسم بمستو مواز للمستوي( )xOy 

aحيث  zراقمه     z b . 

)حيث:  Vنقبل أن حجم المجسم بوحدة الحجوم هو العدد الحقيقي    )
b

a

V S z dz=  

 أمثلة:  

 لدينا في الشكل المقابل كل من:

 حجم الكرة. •

 حجم المخروط الدوراني. •

 الدورانية. ةحجم الاسطوان •

 

)مجسم دوراني محورهحجم  حالة خاصة:  )x x 

)ليكن    )C المنحني الممثل لدالةf موجبة على مجال ;a bدوران المنحني .( )C 

)حول المحور   )x x يولد مساحة دورانية محورها( )x x التي بدورها تحدد مجسما 

)دورانيا محوره  )x x لتكن .( )( );M x f x نقطة من المنحني( )C . 

)دوران المنحني مقطع المجسم الناتج عن  )C حول المحور( )x x  بمستو مار منM 

)و عمودي على  )x x  هو قرص مساحته
2HM   أي( )

2

f x   . 

)حجم مجسم  مولد بالدوران حول المحور  :2خاصية )x x لمنحن( )C  ممثل لدالةf  مستمرة و موجبة على 

مجال      ;a b هو العدد الحقيقيV   :حيث( )
2

b

a

V f x dx=    

 . المسافة المقطوعة على مستقيم2

ِـ    )نرمز ب )x t إلى المسافة المقطوعة من قبل نقطة متحركة عند اللحظةt تعرف السرعة اللحظية  .( )v t  لهذه

)بالعلاقة:  tالنقطة المتحركة عند اللحظة ) ( )
dx

v t x t
dt

= )أي      = )dx v t dt=. 

) 2tو 1tالمسافة المقطوعة من قبل نقطة متحركة بين اللحظتين  خاصية: )1 2t t سرعتها اللحظية( )v t :هي 

( )
2

1

t

t

x v t dt=  
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0 1

1

x

y

هو:  Rبرهن أن حجم كرة نصف قطرها :3تمرين    
34

3
V R= 

  الحل:  

)نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس   ); , ,O I J K  محاوره 

( )x x ،( )y y  و( )z z الكرة التي مركزهاO و نصف قطرهاR . 

)مقطع هذه الكرة بمستو مواز للمستوي  )xOy و راقمهz  حيثR z R−   

)هي دائرة مركزها  )0;0;z  و نصف قطرهاr M=   معOM R=. 

Oلدينا في المثلث القائم  M :
2 2 2r R z=  هي: Rو نصف قطره و منه مساحة القرص الذي مركزه −

( ) ( )2 2S z R z= ). الحجم هو إذن:− ) ( )2 2

R R

R R

V S z dz R z dz
− −

= = −  :و بالتالي 

2 3 3 3 3 31 1 1

3 3 3

R

R

V R z z R R R R 
−

      
= − = − − − +     

      
و منه   

34
.

3
V R u v=. 

)ليكن   :4تمرين     )C  التمثيل البياني للدالة: cosf x x  0على المجال;
2

 
 
 

. 

)مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحني a. أحسب 1 )C و محور الفواصل( )x x. 

)الحجم المولد بدوران المنحني vأحسب. 2 )C حول محور الفواصل( )x x. 

;0موجبة على المجال fنلاحظ أن الدالة الحل:    
2

 
 
 

. 

1 .  2

2

0

0

cos sin 1a x dx x




= = =  1إذن .a u a= 

2 .( )
2 2

2 2

0 0

cosv f x dx x dx

 

 = =                               
2


 

نعلم أن  
2 1 cos 2

cos
2

x
x

+
و منه دالة أصلية للدالة  =

2cosx x هي الدالة
1 1

sin 2
2 2

x x x
 

+ 
 

 على 

و هكذا نجد  

22

0

1 1 1
sin 2 0

2 2 2 2 4
v x x



 

    

= + = − =    
    

و منه    .
21

.
4

v u v=. 

0tمن أجل  :5تمرين      :سرعة نقطة متحركة هي ،( ) ( )12 .tV t t e m s −= + 
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1المسافة المقطوعة من قبل هذه النقطة المتحركة بين اللحظتين  xأحسب     1t s=  2و 2t s=. 

)نعلم أن   الحل:     )
2

1

t

t

x v t dt=   و منه( )
2

1

2 tx t e dt= +2. دالة أصلية للدالة tt t e+  هي الدالة  على

2 tt t e+ 

)و منه     ) ( )
2

2 2 2

1
4 1 3tx t e e e e e = + = + − + = − + . 

1إذن المسافة المقطوعة بين اللحظتين  1t s= 2 .و 2t s= هي( )2 3e e m− +. 

 . مساحة حيز محدد بمنحنيين3 .3

دالتين مستمرتين على مجال gو fإذا كانت نتيجة: ;a b بحيث من أجل كلx من ;a b ،( ) ( )f x g x  

)مساحة الحيزفإن      )D المحدد بالمنحنيين( )fC ،( )gC  و بالمستقيمين اللذين معادلتاهماx a= وx b= :هي 

( ) ( )
b

a

A f x g x dx= −   

المعرفة على fنعتبر الدالة تطبيق: 0;+  ِـ )ب )
ln x

f x x
x

= − 

)ليكن    )fC تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس( ); ,O I J  2حيث وحدة الطول هيcm. 

 .+و عند 0محددا نهايتيها عند fتغيرات الدالة. أدرس 1

). بين أن المنحني2 )fC يقبل مستقيما مقاربا مائلا( ) .يطلب تعيين معادلة له 

). أدرس الأوضاع النسبية للمنحنيين3 )fC و( ). 

ِـ4 . أحسب ب
2cm ِـ )مساحة الحيز المحدد ب )fC ،( ) و المستقيمين اللذين معادلتاهما

1
x

e
xو  = e= 

 المعادلات التفاضلية

)حل معادلات تفاضلية من الشكل             )y f x )و = )y f x =. 

 معادلة تفاضلية هي معادلة: :تذكير. 1

 أو حرف آخر. y،zالمجهول فيها دالة غالبا ما نرمز إليها بالرمز .1

y) المشتقة الأولى yتظهر فيها بعض مشتقات .2  أو مشتقات من رتبة أكبرy  .) ... 

)نسمي حلا لمعادلة تفاضلية  .3 )E في مجالI  كل دالة تحقق( )E فيI. 

:الدالة مثال: 1 siny x x+ للمعادلة التفاضلية:  هي حل فيcosy x =. 
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). المعادلات التفاضلية من الشكل2 )y f x = 

فإن حلول المعادلة  Iدالة أصلية لها على Fو كانت Iدالة مستمرة على مجال fإذا كانت  مبرهنة:

)التفاضلية   )y f x )حيث: yهي الدوال = )y F x c=  عدد حقيقي ثابت.  cمع +

)التي تحقق yمن الواضح أن الدوال البرهان: )y f x دالة  Fو منه إذا كان Iعلى fهي الدوال الأصلية للدالة =

ِـ ِـ Iعلى fأصلية ل )هي الدوال Iعلى fفإن كل الدوال الأصلية ل )x F x c+ حيثc .عدد حقيقي  

حلول المعادلة التفاضلية  مثال: 
2

1
y

x
 في = 0;+ هي الدوالy :حيث

1
y c

x
= −  ثابت حقيقي. cمع +

). المعادلات التفاضلية من الشكل3 )y f x = 

 دالة أصلية Gو كانت Iدالة أصلية لها على Fو إذا كانت Iدالة مستمرة على مجال fإذا كانت مبرهنة:  

)فإن حلول المعادلة التفاضلية  Iعلى Fللدالة     )y f x )حيث: yهي الدوال = ) 1 2y G x c x c= + +  

 عددان حقيقيان ثابتان. 2cو 1cمع   

)نعلم أن  البرهان:  )y y  =  و منه( )y f x )تعني  = ) ( )y f x )أي = ) 1y F x c =  حيث: +

 F دالة أصلية للدالةf علىI 1وc :عدد حقيقي ثابت. لدينا من جهة ثانية 

 ( ) 1y F x c = )تعني  + ) 1 2y G x c x c= +  عددان حقيقيان ثابتان.2cو I.1cعلى Fدالة أصلية للدالة Gحيث +

 ( Iفهي إذن مستمرة على هذا المجال و بالتالي فهي تقبل دوال أصلية على Iقابلة للاشتقاق على F) الدالة 

sinyحلول المعادلة التفاضلية  مثال: x sinyحيث: yهي الدوال في = x ax b= − + + .a،b  .ثابتان 

. المعادلات التفاضلية من الشكل4
2y y = − 

عددا حقيقيا غير معدوم فإن حلول المعادلة التفاضلية  إذا كان مبرهنة ) دون برهان (:
2y y =  هي  −

1حيث: yالدوال     2cos siny c x c x =  عددان حقيقيان ثابتان. 2cو 1cمع   +

1حيث: yنتأكد من أن الدواليمككنا ان  ملاحظة: 2cos siny c x c x =  عددان حقيقيان2cو 1c، مع  +

ثابتان، حلول للمعادلة التفاضلية  
2y y =  مرتين.  yو ذلك باشتقاق الدالة −

2yحلول المعادلة التفاضلية  مثال:       y = )حيث: yهي الدوال في   − ) ( )1 2cos 2 sin 2y c x c x= + 

 عددان حقيقيان ثابتان. 2cو 1cمع     

'ل معادلات تفاضلية من الشكل خص   لحمل ( )y f xو" ( )y f x  و'y ay b  و
2"y w y 

المعادلة 

 التفاضلية

 مجموعة حلول المعادلة

' ( )y f x ( )y F x c  حيثF  دالة أصلية للدالةf  معc  عدد

 حقيقي كيفي

" ( )y f x 
1 2

( )y G x c x c  حيثG  دالة أصلية للدالةF  وF 

مع  fدالة أصلية للدالة 
1
c و

2
c أعداد حقيقية ثابتة 

'y ay b/0a ax b
y e

a
 عدد حقيقي ثابت كيفي حيث  

2"y y/0 
1 2
cos siny c x c x  مع

1
c و

2
c  أعداد حقيقية

 ثابتة

 



 2025التحضير الجيد لبكالوريا                  أستاذ المادة علاء الدين زايدي                             محور الدوال الأصلية و الحساب التكاملي            

 صفحة الفايسبوك : أستاذ الرياضيات علاء الدين زايدي                                                     prof_math lilouu_zd_صفحة الأنستغرام 

21 

 أمثلة:

/حلول المعادلة 1
2' 2 1y x x هي الدوالفيy :حيث

3 22 1
( )

3 2
y x x x x c معc عدد حقيقي ثابت 

"/حلول المعادلة 2 3 sin 2y x  هي الدوال فيy:حيث
1 2

3
( ) sin 2

4
y x x c x c  مع

1
c و

2
c  أعداد

 حقيقية ثابتة

"/حلول المعادلة 3 0y y  هي الدوال  فيy  :حيث
1 2

( ) cos siny x c x c x  مع
1
c و

2
c  أعداد

 حقيقية ثابتة

 
 تمارين  .5

  :1تمرين    

)المعادلة التفاضلية  حل في. 1 )23 2 5y x x E = − +. 

)حل المعادلة التفاضلية F. عين 2 )E :بحيث( )1 2F = −. 

  الحل:   

دالة أصلية للدالة. 1
23 2 5x x x− هي الدالة  +

3 2 5x x x x− )و بالتالي فإن حلول المعادلة + )E 

حيث: yهي الدوال 
3 2 5y x x x c= − +  عدد حقيقي ثابت. cمع +

). لدينا 2 ) 3 2 5F x x x x c= − + )و + )1 2F = و منه  −
3 21 1 5 1 2c− +  + = 7cأي  − = −. 

)الذي يحقق الشرط Fإذن الحل )1 2F = )حيث:  Fهي الدالة − ) 3 2 5 7F x x x x= − + − . 

)المعادلة التفاضلية  حل في :2تمرين   )2cos 2
4

y x E
 

 = + 
 

. 

 الحل:  

2cos دالة أصلية للدالة  2
4

x x
 

+ 
 

sinهي الدالة   2
4

x x
 

+ 
 

 و دالة أصلية للدالة 

 sin 2
4

x x
 

+ 
 

هي الدالة   
1

cos 2
2 4

x x
 

− + 
 

)بالتالي فإن حلول المعادلة  )E 

1حيث:  yهي الدوال  2

1
cos 2

2 4
y x c x c

 
= − + + + 

 
 عددان حقيقيان ثابتان. 2cو 1cمع 

)المعادلة التفاضلية  نعتبر في :3تمرين   )2 0y y E + =. 

)المعادلة التفاضلية . حل في1 )E . 

الذي يحقق الشرطين: F. عين الحل 2
1 2

2 3
F
 

= 
 

و 
2

0
3

F
 
 = 
 

. 

 الحل:  

. نلاحظ أولا أن 1
2 0y y + تعني  =

2y y = و منه فإن حلول المعادلة التفاضلية  −
2y y =  هي  −

1حيث: yالدوال     2cos siny c x c x =  عددان حقيقيان ثابتان. 2cو 1cمع   +

). لدينا: 2 ) 1 2cos sinF x c x c x = و +
1 2

2 3
F
 

= 
 

و 
2

0
3

F
 
 = 
 

 . 

)لدينا:  ) 1 2sin cosF x c x c x    = −  و بالتالي:  +
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1 2

2 3

2
0

3

F

F

  
= 

  


   =   

يعني  

1 2

1 2

2
cos sin

2 2 3

2 2
sin cos 0

3 3

c c

c c

 

 
 


+ =


− + =


أي  

2

1 2

2

3

3 1
0

2 2

c

c c 


=


    − + − =       

 

إذن

2

1 2

2

3

3 1
0

2 2

c

c c


=


 + =


ومنه  
2

2

3
c و =

1

2

3 3
c = ). نجد هكذا: − )

2 2
cos sin

33 3
F x x x = − + 

 الواردة في شهادة البكالوريا  محور الدوال الأصلية و الحساب التكامليتمارين                         

 تجريبية شعبة علوم

 -الموضوع الأول- 2008بكالوريا شعبة علوم  :01التمرين

g الدالة العددية المعرفة على المجال 2;− +  : كما يلي( ) ( 1) 1−= − − +xg x x e . 

1) H العددية المعرفة على المجالالدالة 2;− +كما يلي :( ) ( )  −= + xH x x e  حيث و .  عددان حقيقيان 

)دالة أصلية للدالة :Hبحيث تكونو عيّنأ ـ  ) 1−x g x .  
 .0و التي تنعدم عند القيمة gاستنتج الدالة الأصلية للدالةبـ ـ 

 -ثانيالموضوع ال- 2008بكالوريا شعبة علوم  :20التمرين

 f  المجال فة علىعرّالمالدالة العددية 1;− + بـ :

3 2

2

3 3 2
( )

( 1)

+ + +
=

+

x x x
f x

x
   . 

)أكتب  (1 )f x على الشكل
2

( )
( 1)

= + +
−

b
f x x a

x
 .  عددان حقيقيان bو  aحيث  

على المجالfالدالة الأصلية للدالةFنعيّ (2 1;− +(1)و التي تحقق 2=F .  

 -الموضوع الأول- 9200علوم بكالوريا شعبة  :30التمرين

kعرفة على المدالة ال 1− كما يلي  :   −
4

( )
1

= +
+

k x x
x

         ،( )kC تمثيلها البياني . 

)أحسب مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى (1 )kC0المستقيمات التي معادلاتها :   و=y ،
1

2
=x    ،

1

2
= −x. 

 -ثانيالموضوع ال- 9200بكالوريا شعبة علوم  :40التمرين

fالمجال عرفة علىالمعددية الدالة ال 1;− + : كما يلي
ln( 1)

( ) 1
1

+
= − −

+

x
f x x

x
     ،( )fC تمثيلها البياني . 

)أحسب مساحة الحيز  المستوي المحدود بالمنحنى (1 )fC : 1و المستقيمات التي معادلاتها= −y x  ،0=x   1و=x . 

 -الموضوع الأول- 1120بكالوريا شعبة علوم  :50التمرين

g عرفة على الم الدالة 1− ِـ  − : ب
1

( )
1

−
=

+

x
g x

x
عرفة على المجالالم الدالة f، و  1;+   : ِـ ب

1 1
( ) ln

1 1

− − 
= +  

+ + 

x x
f x

x x
  

1) عدد حقيقي .  

)بيّن أنّ الدالة ) ln( ) − − −x x x x هي دالة أصلية للدالةln( )−x x على المجال ; +. 

، من المجالxتحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي (2
2

( ) 1
1

= −
+

g x
x

على fثم عيّن دالة أصلية للدالة

المجال 1;+. 
 1;+
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 -ثانيالموضوع ال- 1120بكالوريا شعبة علوم  :60التمرين

fِـ : فة علىعرّالم الدالة العددية )ب ) 1= − −xf x e ex . ( )fC  تمثيلها البياني . 

)، المساحة حسب بدلالةأ (1 )Aد بالمنحنيللحيّز المستوي المحد( )fCالمستقيمين  ، حامل محور الفواصل و

  اللذين

x ، =x  . (=0 معادلتيهما:  1,75;1,76   و يحقق( ) 0 =f) 

:  أثبت أن (2
21

( )
2

   
 

= − + 
 

A e e ua   (ua هي وحدة المساحات) 

 -الموضوع الأول- 1220بكالوريا شعبة علوم  :70التمرين

fعرفة على المجالالم الدالة ;0−كما يلي :   ( ) 5 6ln
1

 
= + +  

− 

x
f x x

x
    ، ( )fC تمثيلها البياني . 

الدالة المعرّفة علىgلتكن ;0−  : كما يلي

2

( ) 5 6 ln
2 1

 
= + +  

− 

x x
g x x x

x
 . 

على المجالfدالة أصلية للدالةgأنبيّن  ;0− . 

 -ثانيالموضوع ال- 1220بكالوريا شعبة علوم  :80التمرين
g ِـ : فة علىعرّالمالدالة العددية )ب ) 1= − xg x xe. 

1) h كما يلي : المعرفة على  الدالة( ) ( )= + xh x ax b e 

أصلية للدالة  دالةhبحيث تكون bو  aعيّن العددين الحقيقين  أ ـ
xx xe على           . 

 . علىgإستنتج دالة أصلية للدالة ـ  بـ

 -الموضوع الأول- 5120بكالوريا شعبة علوم  :90التمرين

f عرفة على المجالالمالدالة 0;+ ـ ب :( )
1

( ) 1 ln 2
 

= − − 
 

f x x
x

     . 

F الدالة الأصلية للدالةf على المجال 0;+ (1):  و التي تحقق 3= −F. 

يقبل مماسين موازيين لحامل محور الفواصل في نقطتين يطلب تعيين  Fنّ منحنى الدالةبيّن أ (1

 فاصلتيهما.

lnبيّن أنّ  (2 −x x x x هي دالة أصلية للدالةlnx xعلى 0;+  ، ستنتج عبارة الدالة إثمF. 

 -ثانيالموضوع ال- 5120بكالوريا شعبة علوم  :01التمرين

fـ  بعلىفة عرّالم الدالة العددية :
2 2( ) 1+= − +xf x xe x. 

: منxه من أجل كلتحقق أن (1
2 22 ( ) ( ) ( ) 1 2 3 + + − = − − xf x f x f x x e. 

 .علىfإستنتج دالة أصلية للدالة (2

 -ولالموضوع الأ-الدورة الأولى - 6120بكالوريا شعبة علوم  :11التمرين

f عرّفة على المجال المالدالة 0;+ ِـ :  ب
ln

( ) 1= + −
x

f x x
x

         ،( )fC تمثيلها البياني . 

لدالةل جد دالة أصلية -أ  (1
ln x

x
x

على المجال  0;+ . 

)مساحة الحيّز المستوي المحدّد بالمنحنىnIأحسب -بـ  )fCالمستقيم ،( )1ذا المعادلة= −y x المستقيمين و

 اللذين

x=و  x=1معادلتيهما       nحيثnعدد طبيعي( 1)n . 

0nبحيث إذا كان 0nعيّن أصغر عدد طبيعي -جـ  n : 2فإنnI  . 
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 -ثانيالموضوع ال-الدورة الأولى- 6120بكالوريا شعبة علوم  :21التمرين

f ِـعرّفة علىالمالدالة : ب
2( ) ( 3 2) −= − + + + xf x x x x e          ،( )fC تمثيلها البياني . 

h وHكما يلي :  الدالتان المعرّفتان على( ) ( )= +h x x f x و
2( ) ( ) −= + + xH x ax bx c e . 

 .  علىhأصلية للدالة دالةHالدالة بحيث تكون cو   a ،b عداد الحقيقيةعيّن الأ (1

 أحسب التكامل التالي : -أ  (2
0

( ) ( )



 = A h x dx  حيث ، . عدد حقيقي موجب تماما و فسّر النتيجة هندسيا    

limأحسب -بـ  ( )



→+

A .       

 -ولالموضوع الأ-الدورة الثانية - 6120بكالوريا شعبة علوم  :13التمرين 

 f عرّفة على المجال المالدالة 1;− + ِـ :  ب
2

ln( 1)
( )

1 ( 1)

+
= +

+ +

e x
f x

x x
         ،( )fC تمثيلها البياني . 

بيّن أنّ الدالة (1 
1

1 ln( 1)
1

−
+ +

+
x x

x
هي دالة أصلية للدالة 

2

ln( 1)

( 1)

+

+

x
x

x
على المجال  1;− + 

)أحسب مساحة الحيّز المستوي المحدّد بحامل محور الفواصل و المنحنى (2 )fC و المستقيمين اللذين معادلتيهما

0=x  1و=x. 

 -ثانيالموضوع ال-العاديةالدورة  - 7120بكالوريا شعبة علوم  :14التمرين

fـ بعلىفة المعرّ الدالة العددية :
2 1( ) 2 −= − xf x x e             ،( )fC تمثيلها البياني . 

1) Fبـ  : الدالة المعرفة على
2 1( ) 2 ( 2 2) −= + + + xF x x x x e. 

)لحيّز المستوي المحدّد بالمنحنيا ثم  أحسب مساحة ،علىfدالة أصلية للدالةFتحقق أن )fC  حامل محور،

 .  x=1    و     x=0 المستقيمين اللّذين معادلتيهما:  و الفواصل

 -ثانيالموضوع ال-الدورة الإستثنائية - 7120بكالوريا شعبة علوم  :15التمرين

fالمعرفة على الدالة


): بـ  ) 2−= − −x e
f x e

x
          ،( )fC تمثيلها البياني . 

   ( ): 2المنحنى الذي معادلته−= −xy e  . 

)عددا طبيعيا وnليكن (1 )A nينلحيّز المستوي المحدّد بالمنحنيا مساحة( )fC و( )  ذين للستقيمين االمو 

= : معادلتيهما − nx e  و  
1+= − nx e  . 

(0)حيث :lأحسب العدد الحقيقي  (1) .... (2016)= + + +l A A A . 

 -الموضوع الأول- 8120بكالوريا شعبة علوم  :16التمرين

f بـ المعرفة على الدالة :( ) 2 1 −= + − xf x x xe              ،( )fC تمثيلها البياني . 

أصلية للدالة دالةباستعمال المكاملة بالتجزئة عيّن   (1
−xx xe  1و التي تنعدم من أجل=x    . 

)لحيّز المستوي المحدّد بالمنحنيا مساحةAأحسب العدد (2 )fC1:  هماتمعادلا تيال اتالمستقيمي و=x ،3=x  و

2 1= +y x. 

 -ثانيالموضوع ال- 8120بكالوريا شعبة علوم  :71التمرين

fعرفة علىالم العددية الدالة 0;+  ِـ : ب
1 ln

( )
1 ln

+
=

+

x
f x

x x
           ،( )fC تمثيلها البياني . 

n1عدد طبيعي حيثn  ،nI الفواصل و المنحنىمساحة الحيز من  المستوي المحدد بحامل محور( )fC و

 المستقيمين اللذين 

x=و  x=1معادلتيهما    n. 
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1n  :ln(1حيثnطبيعيعدد  بيّن أنه من أجل كل  (1 ln )= +nI n n . 

)ر المتتاليةّأدرس إتجاه تغي (2 )nI . 

 -الموضوع الأول- 9120بكالوريا شعبة علوم  :18التمرين

fالمجال فة علىلدالة العددية المعرّا   0;2 2; +  بـ  :
1

( ) ln
2

= +
−

f x x
x

    .( )fCتمثيلها البياني . 

1) Hالدالة المعرّفة على المجال 3;+  :  بـ

3

( ) ln( )= 
x

H x t dt حيثt. متغيّر حقيقي موجب تماما 

)باستعمال المكاملة  بالتجزئة ، عيّن عبارة  -أ  )H xبدلالةx . 

)مساحة الحيّز المستوي المحدد بالمنحنى Aأحسب -بـ  )fC  و المستقيمين ذوي  حامل محور الفواصلو

 .x=4وx=3المعادلتين :

 -ثانيالموضوع ال- 9120بكالوريا شعبة علوم  :19التمرين

)المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; , )O i j 2.  تؤخذ وحدة الطولcm. 

   ( )fC و( )gC التمثيلان البيانيان للدالتينfوg كما يلي : المعرّفتين على 

( ) xg x e ex= و        −
21

( )
2

xf x e ex= − . 

)أدرس الوضع النسبي للمنحنيين (1 )fCو( )gCعلى . 

)أحسب بالسنتمتر مربع مساحة الحيز المحدد بالمنحنيين (2 )fCو( )gC. 

 -الموضوع الأول- 2220بكالوريا شعبة علوم  :20التمرين

المعرفة علىfنعتبر الدالة العددية 0;+: بـ
1

( ) 2 ln − 
= − − 
 

xf x x e
x

   .( )fC. تمثيلها البياني 

1) Fالدالة المعرفة على 0;+: بـ( ) (2 ln )−= +xF x e x . 

على المجالfدالة أصلية للدالةFأ ـ تحقق أن الدالة 0;+ . 

بـ ـ نضع : 
1 2

( ) ( )


 = S f x dxحيث: عدد حقيقي يحقق
1

0
2

  . 

)أحسب       )S. ثم فسر النتيجة بيانيا 

 -الموضوع الأول- 2320بكالوريا شعبة علوم  :21التمرين

f بـ :الدالة المعرفة على
2( ) ( 1)( 1)= − −xf x x e . 

        ( )fCتمثيلها البياني في المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j  .)2الوحدةcm(  

)أدرس وضعية المنحنى (1 )fCبالنسبة إلى المستقيم( )1ذا المعادلةy x= − +. 

أ ـ باستعمال المكاملة بالتجزئة ، بيّن أن :  (2

1

22

0

3 2
( 1)

4

−
− =

x e
x e dx. 

)بـ ـ استنتج ، بالسنتمتر المربع ، مساحة الحيّز المستوي المحدد بالمنحنى )fC : و المستقيمات التي معادلاتها 

0=x ،
1

2
=x  1 و= − +y x  . 

 -ثانيالموضوع ال- 2320بكالوريا شعبة علوم  :22التمرين

fالدالة المعرفة على المجال 0;+  : بـ
2( ) ((ln ) 3) ln= −f x x x. 

( )fC إلى المعلم المتعامد و المتجانستمثيلها البياني في المستوي منسوب( ; , )O i j . 

)حدد إشارة (1 )f xعلى المجال 0;+. 
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2) Fالدالة المعرفة على المجال 0;+: بـ
3 2( ) ((ln ) 3(ln ) 3ln 3)= − + −F x x x x x . 

على المجالfدالة أصلية للدالةFأ ـ تحقق أن 0;+. 

)بـ ـ أحسب مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى )fC و حامل محور الفواصل و المستقيمين اللذين

x=و x=1معادلتاهما : e. 

 -ولالموضوع الأ- 2420بكالوريا شعبة علوم  :23التمرين

 fبـ الدالة المعرفة على: 
1( ) 2 3 − += − + − xf x x xe. 

( )fC في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانستمثيلها البياني( ; , )O i j. (2وحدة الطولcm) 

)أدرس الوضع النسبي للمنحنى (1 )fCو المستقيم( )2ذا المعادلة 3= − +y x. 

أ ـ باستعمال المكاملة بالتجزئة ، بيّن أن : (2
1

1

0
2− + = −

xxe dx e. 

)مساحة الحيّز المستوي المحدد بـ Aبـ ـ استنتج بالسنتمتر المربع )fCو( ): و المستقيمين اللذين معادلتاهما

0=x 1و=x . 

 -ثانيالموضوع ال- 2420بكالوريا شعبة علوم  :24التمرين

 fالدالة المعرفة على 0;+ بـ: 
2

ln
( ) = − −

x
f x x

x
. 

( )fC في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانستمثيلها البياني( ; , )O i j. (2وحدة الطولcm) 

)أدرس الوضع النسبي للمنحنى (1 )fCو المستقيم( )ذا المعادلة= −y x . 

أ ـ أثبت أن الدالة (2
1 ln

:
− − x

H x
x

هي دالة أصلية للدالة
2

ln
:

x
h x

x
على 0;+. 

)بـ ـ  )Aالمساحة بالسنتمتر المربع للحيّز المستوي المحدد بالمنحنى( )fC:و المستقيمات التي معادلاتها= −y x،

=x  1و=x. 

بيّن أن :       
2 1

( ) 4 1 


 
= − + 

 
A

 
0.7مع ).  0.71  و يحقق( ) 0 =f 

 ياضيتقني رشعبة 

 -الموضوع الأول- 9200 تقني رياضيبكالوريا شعبة  :25التمرين

كما يلي :المعرفة علىfنعتبر الدالة
2

( )
1x

f x x
e

= +
+

    .( )fCتمثيلها البياني في المعلم المتعامد المتجانس

( ; , )O i j . 

: xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي (1
2

( )
1

−

−
= +

+

x

x

e
f x x

e
. 

)أحسب (2 )Aمساحة الحيّز المستوي المحدد بالمنحنى( )fC : 2و المستقيمات التي معادلاتها= +y x  ،0=x و

=x . 

)بيّن أن  ) 2ln( ) = −A ثم استنتج حصرا للعدد ،( )A.   ) 1.7 1.6−   )يحققو − ) 0 =f (  

 -الموضوع الأول- 1120 تقني رياضيبكالوريا شعبة  :26التمرين

gالدالة العددية المعرّفة على المجال 0;+: كما يلي
2

1 2ln 2
( )

4

x
g x

x

+
=  . 

عرّفة على المجالالم العدديةدالة الh -أ  (1 0;+: كما يلي
1 ln 2

( )
2

+
=

x
h x

x
)أحسب .  )h x . 
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بـ ـ تحقق أن
2 2

1 ln 2
( )

4 2
= +

x
g x

x x
على المجالg، ثم استنتج دالة أصلية للدالة  0;+ . 

 -الموضوع الأول- 1520 تقني رياضيبكالوريا شعبة  :27التمرين

f المجال المعرّفة علىالدالة 2;− + :  كما يلي 
2

( ) 1 ln( 2)
2

f x x x
x

= + + +
+

  . 

( )fC تجانسالم تعامد والمعلم المالمستوي المنسوب إلى تمثيلها البياني في( ; , )O i j   .( 1وحدة الطولcm ) 

)أحسب بالسنتمتر المربع ، مساحة الحيز المحدد بالمنحنى (1 )fC : 0و المستقيمات التي معادلاتها=y ،1= −x و

1=x. 

 -ثانيالموضوع ال- 1520 تقني رياضيبكالوريا شعبة  :28التمرين

)بـ : المعرفة علىfنعتبر الدالة ) 2 3 ( 1) xf x x x e= + − + . 

( )fCتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس( ; , )O i j . 

أ ـ بيّن أن الدالة (1
xx xe هي الدالة الأصلية للدالة( 1)+ xx x eعلى . 

)مساحة الحيّز المستوي المحدد بالمنحنىAبـ ـ أحسب )fCو المستقيم( ) : 2 3 = +y x و المستقيمين اللذين 

 .=xو  x=0معادلتيهما :     

A .)0.92جـ ـ جد حصرا للعدد 0.93 (    

 -الموضوع الأول- 1620 تقني رياضيبكالوريا شعبة  :29التمرين

f المجال المعرّفة علىالدالة 1;− + :  كما يلي ( ) 1 ( 1) ln( 1)f x x x= + − +  . 

 ( )fC تجانسالم تعامد والمعلم المالمستوي المنسوب إلى تمثيلها البياني في( ; , )O i j . 

المجالالمعرفة على Hنعتبر الدالة (1 1;− +: بـ
2 21 1 3

( ) ( 2 3)ln( 1)
2 4 2

= − − + − +H x x x x x x  .  

)دالة أصلية للدالةHأ ـ بيّن أن 1) ln( 1)− +x x xعلى المجال 1;− + . 

)بـ ـ أحسب مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى )fC: 0والمستقيمات التي معادلاتها=y ،1=x 2و=x . 

 -الموضوع الأول- 1720 تقني رياضيبكالوريا شعبة  :30التمرين

f المعرّفة علىالدالة العدديةfDحيث   ;1 2;fD = −  + :  كما يلي 
1

( ) 2 3 2ln
2

x
f x x

x

− 
= − + +  

− 
  . 

      ( )fC و المتجانس تعامدالمعلم المالمستوي المنسوب إلى تمثيلها البياني في( ; , )O i j . 

:بيّن أن الدالة (1 ( 1) ln( 1) ( 2) ln( 2)− − − − −h x x x x x أصلية للدالة
1

ln
2

− 
 

− 

x
x

x
على المجال  2;+ . 

)مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنىثم أحسب بدلالة )fC: و المستقيمات التي معادلاتها 

2 3y x= − +  ،     =x      3        و=x 

 -ثانيالموضوع ال- 1720 تقني رياضيبكالوريا شعبة  :31التمرين

كما يلي  :  المعرّفة علىfنعتبر الدالة العددية

3

2

6
( )

2

−
=

+

x
f x

x
   . 

( )fC تجانسالم تعامد والمعلم المستوي المنسوب إلى المتمثيلها البياني في( , ; )O i j .  

)إلى مساحة الحيّز المستوي المحدد بالمنحنىSنرمز بـ  (1 )fC: و المستقيمات التي معادلاتها=x ،=x y=و   0 0 

أثبت أن : من أجل كل ;x 0  ،( ) ( )−  f x f3  : ثم بيّن أن   −S23
3

2
 . 

.حيث : ( .−   −1 48 1 47
و يحقق  

3
( )

2
 =fو( ) 0 =f ( 
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 -الموضوع الأول-الإستثنائية الدورة - 1720 تقني رياضيبكالوريا شعبة  :32التمرين

المعرفة على المجالfنعتبر الدالة العددية 0;+ : كما يلي
1 1 ln

( ) 2
2

x
f x x

x

− +
= − + +. 

( )fCتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس( ; , )O i j . 

1عدد حقيقي حيثليكن (1   e  نرمز بـ ،( )Aإلى مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى( )fC  و

)المستقيم ) : 1و المستقيمين اللذين معادلتاهما=x و=x. 
)أ ـ أحسب )A  بدلالة . 

حيث : بـ ـ عيّن قيمة
21

( )
2

 =A cm . 

 -ثانيالموضوع ال-الدورة الإستثنائية - 1720 تقني رياضيبكالوريا شعبة  :33التمرين
)كمايلي: المعرفة على fنعتبر الدالة العددية ) ( 1)(1 2 )xf x x e−= + + . 

( )fC المعلم المتعامد المتجانستمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى( ; , )O i j . 

)عددا حقيقيا موجبا . نرمز بـليكن (1 )Aمساحة الحيّز المستوي المحدد بالمنحنى( )fCو المستقيمات التي 

=1معادلاتها :   +y x ،1= −xو=x . 
)أحسب )Aبدلالة ثمlim ( )




→+
A. 

 -الموضوع الأول- 1820 تقني رياضيبكالوريا شعبة  :34التمرين

fالدالة العددية المعرفة على المجال ;1− : بـ( )
1

xx
f x e

x

−=
−

 . 

( )fCتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس( ; , )O i j . 

أجل كلأ ـ بيّن أنه من  (1 1;0 −x،( )
1

− 
−

xx
f x e

x
 . 

بـ ـ بيّن أنه من أجل كل 1;0 −x ،
1

1
1 1
= +

− −

x

x x
ثم بيّن أن : 

0

1
1 ln 2 ( ) 1

−
−   − f x dx e . 

 -الموضوع الأول- 1920 تقني رياضيبكالوريا شعبة  :35التمرين

)كمايلي : المعرفة علىfالعدديةنعتبر الدالة  ) ( 2)( 1)xf x x e= + − . 

gكما يلي : الدالة العددية المعرّفة على( ) ( 3) 1= + −xg x x e . 

)أحسب  ) ( )−f x g xثم استنتج دالة أصلية للدالة ،fعلى . 

 -ثانيالموضوع ال- 1920 تقني رياضيبكالوريا شعبة  :36التمرين

fالدالة العددية المعرفة على المجال 0;+ : كمايلي
ln

( ) ln( 1)
1

e x
f x x

x
= + +

+
. 

( )fCتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس( ; , )O i j . 

نقبل أنه من أجل كل من المجال (1 1;+ :ln 1 +x x  . 

أ ـ بيّن أنه من أجل كل من المجال 1;+ :ln 2 ( ) ln( 1)  + +f x e x  

بـ ـ تحقق أنه من أجل كل من المجال 1;+الدالة( 1) ln( 1)+ + −x x x xهي دالة أصلية للدالةln( 1)+x x  

)مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنىSجـ ـ  )fC و حامل محور الفواصل و المستقيمين اللذين 

=1معادلتاهما :          −x e و
2 1= −x e . 

، بيّن أن : أباستخدام جواب السؤال        
2 3( ) ln 2−  e e S e  . 
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 -الموضوع الأول- 2220 تقني رياضيبكالوريا شعبة  :37التمرين

fالمعرّفة على المجال الدالة العددية 0;+ : بـ( ) 1 ( 1) ln= + −f x x x . 

( )fC تجانسالم تعامد والمعلم المالمستوي المنسوب إلى تمثيلها البياني في( ; , )O i j 2. الوحدةcm . 

)موجب تماما ، xأ ـ بيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي (1 ) ( 1)( 1 ln )− = − − +f x x x x . 

)الموجب تماما إشارة xبـ ـ أدرس حسب قيم العدد الحقيقي )−f x x . 

2) Kالدالة المعرفة على المجال 0;+: بـ
2 23 1

( ) 2 ln
4 2

 
= − + + − 

 
K x x x x x x . 

)موجب تماما ، xأنه من أجل كل عدد حقيقيأ ـ بيّن  ) ( ) = −K x f x x . 

)بـ ـ أحسب مساحة الحيّز المستوي المحدد بالمنحنى )fC : و المستقيمات التي معادلاتها=y x،1=x  و=x e. 

 -وضوع الثانيالم- 2220 تقني رياضيبكالوريا شعبة  :38التمرين

fبـ :المعرّفة على الدالة العددية
2

1
( )

1

− +
= −

+

x x
f x e

x
 . 

( )fC تجانسالم تعامد والمعلم المالمستوي المنسوب إلى تمثيلها البياني في( ; , )O i j  . 

( ) التمثيل البياني للدالة
−xx e. 

من المجالxعلما أنه من أجل كل عدد حقيقي (1 1;0− ،
2

1 1 5
1

2 1 4(1 )
+  

+ −
x

x x
. 

حيث : Iأ ـ عيّن حصرا للعدد
0

21

1

1−
=

+I dx
x

. 

حيث :Jبـ ـ أحسب
0

21 1−
=

+
x

J dx
x

)مساحة الحيّز المستوي المحدد بالمنحنيينA، ثم استنتج حصرا لـ  )fCو( ) و

 المستقيمين 

=1اللذين معادلتاهما :      −x  0و=x. 

 -الموضوع الأول- 2320 تقني رياضيبكالوريا شعبة  :39التمرين

fالدالة المعرفة على المجال 1;− +: بـ( ) (2 3) ln( 1) 3= + + −f x x x x . 

        ( )fC المتجانستمثيلها البياني في المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و( ; , )O i j  .)2الوحدةcm( 

1) Fالدالة المعرفة على المجال 1;− +: بـ
2 2( ) ( 3 2) ln( 1) 2 2F x x x x x x= + + + − − . 

على المجالfأصلية للدالةFتحقق أنأ ـ  1;− +. 

)للحيز المستوي المحدد بـAبـ ـ استنتج بالسنتمتر المربع المساحة )fC : 0و المستقيمات التي معادلاتهاy= ،

x =  0وx=. 
جـ ـ تحقق أن

2 2(6 4 )A cm = + . 

) 0.72العدد الحقيقي حيث 0.71−   )و يحقق − ) 0g )مع= ) 2ln( 1)
1

x
g x x

x
= + −

+
 ( 

 -ثانيالموضوع ال- 2320 تقني رياضيبكالوريا شعبة  :40التمرين

f بـ :الدالة المعرفة على( ) 4 (2 3)= − + + − xf x x x e . 

        ( )fCتمثيلها البياني في المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j  . 

)أدرس وضعية المنحنى (1 )fCبالنسبة إلى المستقيم( )4ذا المعادلةy x= − + . 

2) Fبـ :الدالة المعرفة على( ) ( 2 5) xF x x e= − + . 
)أصلية للدالةFتحقق أنأ ـ  2 3) xx x e−  .على+
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)الحيز المستوي المحدد بـ بـ ـ استنتج مساحة )fC : 4و المستقيمات التي معادلاتهاy x= − + ،1x =  .=0xو  −

 -ولالموضوع الأ- 2420 تقني رياضيبكالوريا شعبة  :41التمرين

 fبـ المعرفة على العددية الدالة: ( ) ( 1)= − + + xf x x x e. 

( )fC في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانستمثيلها البياني( ; , )O i j. (2وحدة الطولcm) 

)أدرس الوضع النسبي للمنحنى (1 )fCو المستقيم( ) ذا المعادلة= −y x. 

أ ـ باستعمال المكاملة بالتجزئة ، بيّن أن : (2
0

1

2
1

−
= −

xxe dx
e

. 

)مساحة الحيّز المستوي المحدد بـ Aبـ ـ استنتج بالسنتمتر المربع، )fCا :تهمعادلا تيال اتو المستقيم 

= −y x ،1= −x 0و=x . 

 -ثانيالموضوع ال- 2420 تقني رياضيبكالوريا شعبة  :42التمرين

fالدالة المعرفة على 2;− + بـ: 
1

( ) ( 1 ln( 2))
2

+ 
= − + + 

+ 

x
f x x

x
. 

( )fC في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانستمثيلها البياني( ; , )O i j. (2وحدة الطولcm) 

1) hالدالة المعرفة على 2;− +: بـ( ) 1 ln( 2)= − + +h x x  .( )hC. منحناها البياني 

)أدرس الوضع النسبي للمنحنيين )hCو( )fC . 

بيّن أن : (2
2

1

ln( 2) 1

2 2

−

−

+
=

+
e x

dx
x  ، ثم أحسب بالسنتمتر المربعAمساحة الحيّز المحدد بالمنحنيين( )hCو( )fC  و

=1المستقيمين ذوي المعادلتين :  −x  2و= −x e. 

 

 شعبة رياضيات

 -الموضوع الأول- 1120رياضيات بكالوريا شعبة  :43التمرين

):كما يلي المعرفة علىfنعتبر الدالة  العددية  ) (3 4)= + xf x x e . 

( )fC في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانستمثيلها البياني( ; , )O i j.  

عدد حقيقي من المجالxأ ـ  (1 ;0−باستعمال المكاملة بالتجزئة جد ،

1−


x

ttedt ثم استنتج دالة أصلية 

على المجالfللدالة      ;0− . 

عدد حقيقي أصغر تماما منبـ ـ 
4

3
−. 

)المساحةأحسب بدلالة      )Aللحيز المستوي المحدد بالمنحنى( )fC  : 0و المستقيمات التي معادلاتها=y،

4

3
= −xو=x 

limثم جد       ( )



→−

A. 

 -ثانيالموضوع ال- 1120رياضيات بكالوريا شعبة  :44التمرين

fالدالة العددية المعرّفة على المجال 0;+ : كما يلي
2

1
( ) 1 ln

 
= − 
 

f x x
x

 . 

   
( )fC في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانستمثيلها البياني( ; , )O i j

 

     
( )المنحنى الممثل للدالةlnx xعلى المجال 0;+. 
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المجالعدد حقيقي من xأ ـ  (1 1;+ باستعمال التكامل بالتجزئة جد ،
2

1

1
ln

x

tdt
t

 . 

lnتحقق أنـ     −x x x xأصلية للدالة  هي دالةlnx xعلى المجال 1;+ . 

على المجالfاستنتج دالة أصلية للدالةـ      1;+ . 

 . 1دد حقيقي أكبر تماما منعبـ ـ 
)المساحةأحسب بدلالة     )A للحيز المستوي المحدد بالمنحنيين( )fC و( )  المستقيمين الذين معادلتاهما :و 
1=xو=x . 

limثم أحسب      ( )



→+

A . 

 -الموضوع الأول- 1320رياضيات بكالوريا شعبة  :45التمرين

fالدالة العددية المعرّفة على المجال 0;+بـ  :
ln

( ) = − +x x
f x e ex

x
 . 

   
( )fC في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانستمثيلها البياني( ; , )O i j

 

)لحيز المستوي المحدد بالمنحنىا أحسب مساحة   )fC المستقيمين الذين معادلتاهما :و  حامل محور الفواصل و 
1

2
=x2و=x  . 

 -ثانيالموضوع ال- 1320رياضيات بكالوريا شعبة  :46التمرين

 بـ : معرفة علىfالدالة 
2( ) ( 1) xf x x x e−= − +. 

)و   )fCمنحنى الدالةf إلى المعلم المتعامد المتجانسفي المستوي المنسوب( ; , )O i j .  (2وحدة الطولcm) 

بـ :معرفة علىHالدالة (1
2( ) ( 4 5) −= − − − xH x x x e  . 

دالة أصلية للدالة Hأ ـ بيّن أن
2( 1) −+ xx x eعلى . 

)بـ ـ أحسب بالسنتمتر المربع ، مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى )fCو المستقيم( ) : =y x و

 المستقيمين اللذين 

=1معادلتاهما       −x0و=x . 

 -الموضوع الأول- 1420رياضيات بكالوريا شعبة  :47التمرين

fالدالة العددية
 

 بـ : المعرفة على
1

( )
x

x

e
f x

e x

−
=

−
. 

)و )fC المنحنى الممثل للدالةf في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j. 

1) 1عدد حقيقي أكبر أو يساوي . 

)العددأ ـ أحسب بدلالة )A: حيث 
1

( ) ( ) 1


 = −A f x dx  . 

limبـ ـ أحسب ( )



→+

A . 

 -ثانيالموضوع ال- 1420رياضيات بكالوريا شعبة  :48التمرين

fالدالة العددية المعرّفة على المجال 0;+ـ بـ :( ) (1 2ln )( 1 ln )= + − +f x x x. 

   
( )fCالمتجانس في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و ثيلها البيانيتم( ; , )O i j.  

   
gالدالة العددية المعرّفة على المجال 0;+بـ  :( ) 1 ln= −g x x  .( )gC.تمثيلها البياني في المعلم السابق 

)عيّن الوضع النسبي للمنحنيين (1 )fC و( )gC . 

المجالالمعرفة على hنعتبر الدالة (2 0;+ : بـ
2( ) (ln ) 2 ln 2= − +h x x x x x x. 
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)أ ـ أحسب )h x و استنتج دالة أصلية للدالة
2(ln )x x على المجال 0;+ . 

: بـ ـ أحسب العدد 1 ( ) ( )−
e

e

f x g x dx . 

 -الموضوع الأول- 1520رياضيات بكالوريا شعبة  :49التمرين

f (0): بـالمعرّفة الدالة 1=fمن أجل كل عدد حقيقي  ، وxمن المجال 0;+ ،
2( ) 1 ln= −f x x x . 

( )fCالمتجانس في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و ثيلها البيانيتم( ; , )O i j.  

1.531الذي يحقق :  قيقيالحدد الع 1.532  و ( ) 0f  =. 

gالدالة
 

): بــ المعرّفة على ) ( )=g x f x  .( )gCالمنحنى الممثل للدالةgفي نفس المعلم( ; , )O i j . 

الدالة الأصلية للدالةباستعمال المكاملة بالتجزئة ، عيّن  (1
2 lnx x xالمعرفة على المجال 0;+ و التي تنعدم

 . 1من أجل القيمة

2) tعدد حقيقي ينتمي إلى المجال 0; نضع .( ) ( )



= 
t

F t f x dx . 

)أ ـ أكتب العبارة )F tبدلالةt و . 

من المجال tبـ ـ بيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي 0;  ،

3 33 ( ) 6 6
( )

9

 − − − + +
=

tf t t t
F t. 

جـ ـ أحسب

0

lim ( )


→t

F t . 

3) mعدد حقيقي ينتمي إلى المجال 0; . 

( )S mمساحة الدائرة ذات المركز المبدأO  و نصف القطرm. 
)نفرض أن مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى )gC حامل محور الفواصل و المستقيمين اللذين ، 

=معادلتيهما :  −x  و=x ،هيA ث حي
32

( 6 )
9
 = +A ua           .) uaوحدة المساحات(  .    

)حتى يكونmأ ـ عيّن القيمة المضبوطة للعدد ) 2=S m A . 
3.140بـ ـ علما أن 3.142  أعط حصرا للعدد ،m . 

 -الموضوع الأول- 1620رياضيات بكالوريا شعبة  :50التمرين

fالدالة  العددية المعرّفة على المجال 0;+  بـ: 
3 2ln

( )
+

= − +
x

f x x
x

 . 

( )fCالمتجانس المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد وفي  ثيلها البيانيتم( ; , )O i j.  

، نضع : nمن أجل كل عدد طبيعي 
1

( )
+

= +
n

n

e

n
e

u f x x dx  . 

 .n ،0nuبيّن أنه من أجل كل عدد طبيعي (1

  . 0uتفسيرا هندسيا للعددأعط  (2

 . nبدلالةnuأحسب (3

0نضع : (4 1 ....= + + +n nS u u u  أحسب .nSبدلالةn . 

 -ثانيالموضوع ال- 1620رياضيات بكالوريا شعبة  :51التمرين

f وgيلي : كماالدالتان المعرفتان على 
1( ) (2 1) xf x x e− += و  −

2

2 1
( )

1

−
=

− +

x
g x

x x
 . 

( )fC و( )gCتمثيلاهما البيانيان في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j. 

:  xـ باستعمال المكاملة بالتجزئة ، أحسب بدلالة العدد الحقيقي أ (1
1

( )
x

f t dt. 



 2025التحضير الجيد لبكالوريا                  أستاذ المادة علاء الدين زايدي                             محور الدوال الأصلية و الحساب التكاملي            

 صفحة الفايسبوك : أستاذ الرياضيات علاء الدين زايدي                                                     prof_math lilouu_zd_صفحة الأنستغرام 

33 

)مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنيينـ أحسب بـ  )fC و( )gC  1المستقيمين اللذين معادلتيهما :و=x  و

2=x . 

 -ثانيالموضوع ال- 1720رياضيات بكالوريا شعبة  :52التمرين

fالمجال الدالة المعرفة  على 0;+ : كما يلي

1
( ) ; 0

ln

(0) 0

+
= 

−
 =

x
f x x

x x

f

 . 

( )fCالمتجانس في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و ثيلها البيانيتم( ; , )O i j. 

المجال علىدالة المعرفة الhلتكن (1 0;+ : كما يلي( ) ln= −h x x x . 

)موجب تماما ،xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي ) 0h x.   

المعرفة على المجالFلتكن الدالة (2 0;+ : كما يلي

1

( ) ( )= 
x

F x f t dt. 

،  1xحيثxبيّن أن : من أجل كل عدد حقيقيأ ـ 
1

1 ( ) ( )+  f x f
x

متزايدة على fنقبل أن الدالة(. 

المجال 1;( 

) 1.76الحقيقي الذي يحقق لعددا 1.77  و( ) 0 =f ( 
)بـ ـ أعط تفسيرا هندسيا للعدد )F e. ثم استنتج حصرا له 

 -الموضوع الأول-الدورة الإستثنائية- 1720رياضيات بكالوريا شعبة  :53التمرين

المعرفةfالدالةلتكن 


كما يلي :  على

21 ln( )
( )

2

 
= − + − 

 

x
f x x e

x
 . 

( )fCالمتجانس المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد وفي  ثيلها البيانيتم( ; , )O i j. 

)أدرس وضعية (1 )fC بالنسبة إلى المستقيم( )ذا المعادلة
1

2 2
= − +

e
y x . 

)نرمز بـ  (2 )A المستوي المحدد بالمنحنىإلى مساحة الحيز( )fC : و المستقيمات التي معادلاتها=x،1=x  و

2+ =x y e. 

تحقق أن : 
2 21

( ) (ln )
2

 =A cm  .) 2الحقيقي الذي يحقق لعددا 2.1  و( ) 0 =f ( 

 -ثانيالموضوع ال-الدورة الإستثنائية- 1720رياضيات بكالوريا شعبة  :54التمرين

)المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس ; , )O i j  : 1حيثi cm=  

كمايلي : المعرفة علىfنعتبر الدالة العددية
2( ) ( 1) xf x x e−= )و   + )Cتمثيلها البياني 

كما يلي : المعرفة علىmfنعتبر الدالة وسيط حقيقي ،mليكن
2( ) ( 1) x

mf x x mx e−= + +. 
)و ليكن   )mCالمعلم السابق.في  تمثيلها البياني 

)الوضعية النسبية للمنحنيين 2mحيث mأدرس حسب قيم الوسيط (1 )C و( )mC. 

)،  أحسب بدلالة العدد الحقيقي الموجب تماما (2 )Aمساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنيين( )C3و( )C  و

limثم أحسب =xوx=0المستقيمين اللذين معادلتيهما :  ( )



→+

A . 

 -الموضوع الأول- 1820رياضيات بكالوريا شعبة  :55التمرين

 fالدالة العددية المعرّفة على   0;1 1; +  بـ:      


1
( ) 1 ; 1

ln

(0) 1



+


= + −  −


 =

f x x x
x

f
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( )fCالمتجانس في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و ثيلها البيانيتم( ; , )O i j. 

1) hالدالة العددية المعرّفة على المجال 1;+ بـ :( ) 1 ln= − +h x x x x. 

متزايدة تماما على المجالhأ ـ بيّن أنّ الدالة 1;+ و استنتج إشارة( )h xعلى المجال 1;+. 

:1xبـ ـ بيّن أنّه من أجل كل
1 ( )

( )
ln ln

− + =
h x

f x x
x x x x

:1xاستنتج أنه من أجل كل، و

1
( ) 1

ln
−   +x f x x

x x
. 

2) Aمساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنى( )fC  : و حامل محور الفواصل و المستقيمين الذين معادلاتيهما

=x و=x e . 

بيّن أن : 
2 21 1

( ) ln( 1) ( )( 2)
2 2

   − − +   − + +e A e e.) 1.49الحقيقي الذي يحقق لعددا 1.5  و( ) 0 =f ( 

 -الموضوع الأول- 1920رياضيات بكالوريا شعبة  :56التمرين

fالدالة العددية المعرّفة على 0;+ بـ :

2( ) ln ; 0

(0) 0

 = − 


=

f x x x x x

f
. 

( )fCالمتجانس في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و ثيلها البيانيتم( ; , )O i j.    3الوحدةcm. 

1) : 0عدد حقيقي حيث 1    : نعتبر ،

1

2( ) ln


 = −A x xdx. 

)أ ـ باستعمال المكاملة بالتجزئة أحسب )Aبدلالة . 

بـ ـ أحسب

0

lim ( )





→

A . ثم فسر النتيجة هندسيا ، 

 -ثانيالموضوع ال- 1920رياضيات بكالوريا شعبة  :57التمرين

fبـ  : الدالة المعرّفة على
2 2( ) ( 1) xf x x e−= +. 

)نسمي  )fCتمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم  المتعامد و المتجانس( ; , )O i j . 

1) gبـ :الدالة المعرفة على
2( ) ( 1) −= + xg x x e  . 

فإن :xأ ـ بيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي
2( ) 2 ( ) 0− + − =xg x g x e ثم استنتج دالة أصلية لـgعلى . 

)مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنىAبـ ـ باستعمال المكاملة بالتجزئة ، أحسب )fC و محور الفواصل و

=1معادلتيهما :    المستقيمين الذين −x
 

 . x=0و

 -ثانيالموضوع ال- 2220رياضيات بكالوريا شعبة  :58التمرين

fالدالة العددية المعرفة و الموجبة على 1;− +: كما يلي( ) ln( )= + +
+

ax
f x x b

x b
 . 

)موجب تماما . تمثيلها البيانيbحقيقيان مع  عددانbوaحيث  )C في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و

)المتجانس ; , )O i jيقبل محور الفواصل مماسا له في النقطةO . 

من xبيّن أنه من أجل كل عدد حقيقي (1 1;− +،
1

( ) 1 ln( 1)
1

= − + + +
+

f x x
x

. 

2) gالدالة العددية المعرفة على 1;− +: كما يلي( ) ( 1) ln( 1)= + +g x x x . 

)أحسب )g xثم استنتج دالة أصلية للدالة ،fعلى المجال 1;− + . 

3) ( )nuالمتتالية المعرفة على


بـ :
1

( )
−

= 
n

n
n

u f x dx . 

 ، ثم فسر النتيجة بيانيا .2022uأ ـ أحسب
n  ،2بـ ـ بيّن أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ( 2) ln( 1) ( 1) ln= − + + + − +nu n n n n. 
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limجـ ـ أحسب
→+

n
n

u . 

 -ولالموضوع الأ- 2320رياضيات بكالوريا شعبة  :59التمرين

f بـ :الدالة المعرفة على
2( ) 1 3= + − xf x x xe . 

        ( )fC المتجانستمثيلها البياني في المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و( ; , )O i j  .)2الوحدةcm(  

)درس وضعية المنحنىأ (1 )fCبالنسبة إلى المستقيم( )1ذا المعادلةy x= +. 

الحقيقيأ ـ باستعمال المكاملة بالتجزئة ، أحسب العدد  (2
0

2xxe dx
− . 

)للحيز المستوي المحدد بـAبـ ـ استنتج بالسنتمتر المربع المساحة )fC : 1و المستقيمات التي معادلاتهاy x= + ،

x =  .=0xو  −

جـ ـ تحقق أن
24 1

2
2 1

A cm




− 
=  

− 
 . 

) 0.2العدد الحقيقي حيث 0.3  و يحقق( ) 0g مع=
2( ) 1 (6 3) xg x x e−= + − ( 

 -ثانيالموضوع ال- 2320رياضيات بكالوريا شعبة  :60التمرين

fعلى المجال الدالة المعرفة 0;+: بـ
3

( ) ln ln
2

 
= − 
 

f x x x x  . 

        ( )fCتمثيلها البياني في المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ; , )O i j  .)2الوحدةcm(  

1) Fالدالة المعرفة على المجال 0;+ : بـ
2 2 21 3 1

( ) 3 ln (ln ) 3
2 2 4

F x x x x x x x x
 

= + − − − 
 

. 

على المجالfأصلية للدالةFأ ـ تحقق أن 0;+. 

)بـ ـ استنتج بالسنتمتر المربع مساحة الحيّز المستوي المحدد بالمنحنى )fC: 0و المستقيمات التي معادلاتهاy=

،1x xو= e=. 

 -ولالموضوع الأ- 2420رياضيات بكالوريا شعبة  :61التمرين

 fبـ الدالة المعرفة على: 
4

( )
4

+
=

+

x

x

e x
f x

e
. ( )fCتمثيلها البياني.  

)للمنحنىأدرس الوضع النسبي  (1 )fCو المستقيم( ) ذا المعادلة
=y x

. 

منxأ ـ أثبت أنه : من أجل كل  (2 1;+ ،( )
4
 

+

x

x

e
f x x

e
. 

)مساحة الحيّز المستوي المحدد بـ Aبـ ـ  )fC0ا :هتمعادلا تيال اتو المستقيم=y ،1=x 2و=x . 

بيّن أن :       

2 4 3
ln

4 2

 +
  

+ 

e
A

e
. 

 -ثانيالموضوع ال- 2420رياضيات بكالوريا شعبة  :62التمرين

fالدالة المعرفة على 0;+: (0)بـ 0=f
 

 ،0xو من أجل كل 
2

( )
1 ln

=
+

x
f x

x x
. 

( )fC في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانستمثيلها البياني( ; , )O i j.  

1أنه : إذا كان أ ـ بيّن (1 x e فإن
2

( ) 1
1
 

+

x
f x

x
متناقصة على المجالfعلما أن الدالة) . 1;e) 

)مساحة الحيّز المستوي المحدد بـ Aبـ ـ  )fC: 0و المستقيمات التي معادلاتها=y  ،1=x و=x e . 

بيّن أن :        

21 1
ln 1

2 2

 +
  − 

 

e
A e . 
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 في محور الدوال الأصلية تعدد أسئلة اختيار من م

 من بين الإقتراحات الثلاثة يوجد اختيار واحد صحيح عينه مع التعليل 

سؤؤؤال الأول : ؤـؤؤؤ  دالؤّة عؤدديؤّة مّعرّفؤة على   f لتكن ال ب
2 1( ) 2 xf x x e     . و ليكن( )

f
C  تمثيلؤهؤا البيؤاني في معلم

)  متعامد . . )o i j    2حيثi cm   1وj cm 

 هي :  F,  عبارة الدالّةّ       الدالّةّ  الأصلية للدالة  المعرّفة على     F لتكن  - 1 

2 1( ) 2 ( 2 2) xF x x x x e      )ب
2 1( ) 2 ( 2 2) xF x x x x e  )ج

1( ) 2 2 xF x x e 

التكامل   - 2

2

1

( ).f x dx   يساوي 

أ(
13 10e                                                        )ب 

13 e                                                )ج
110e 

,دالّة عدديّة مّعرّفة على   f لتكن السؤال الثاني : 1 بـ  ,1
3 1

( ) 1 ln
2 1

x
f x x

x
).  وليكن    )

f
C 

باستعمال المكاملة بالتجزئة  التكامل   

3

2

1
ln .

1

x
I dx

x
 يساوي                                                 

 ب(                                                                         2أ(

64
ln
27

  -ln27ج(                                                   

S    مساحة الحيز المستوي المحدد بــ( )
f
C  2و محور الفواصل و المسقيماتx  3وx                يساوي 

 

أ(

7 3 64
ln

2 2 27
S ua                          )ب 

7 3
ln27.

2 2
S ua                           )ج

11
.
2

S ua  

 

بـ  دالّة  مّعرّفة على   f لتكن :السؤال الثالث  
2( ) ( 1)x xf x e x e   وليكن  .( )

f
C  تمثيلها البياني في معلم متعامد

)  و متجانس  . . )o i j       نعتبرm   عدد حقيقي سالب 

التفسير الهندسي للتكامل       - 1 

0

( ).
m

I f x dx                         : 

)مساحة الحيز المستوي المحصور بين     (أ )
f
C     0و محور  الفواصل و المستقيماتx  وx m            

)مساحة الحيز المستوي المحصور بين     ب(          )
f
C     0و المنصف الأول  و المستقيماتx  وx m  

)ج(    مساحة الحيز المستوي المحصور بين          )
f
C     المستقيم( 2yذا المعادلة       ( x   0و المستقيماتx  وx m  

باستعمال المكاملة بالتجزئة  التكامل    -2

0

.x

m

xe dx         يساوي 

1mأ(  mme e                           )1 ب me                                                   )1جm mme e 

التكامل     -3

0

( ).
m

I f x dx          يساوي 

1أ( .m mI me e ua                          )3 ب 4.mI e ua                           )ج
21 1

.
2 2

m mI e me ua 

 هي           إلى     xلما يؤول   Iنهاية  -4

limأ( ( ) 4
m

I                          )ب 

1
lim ( )

2m
I                           )جlim ( ) 1

m
I 
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بـ  دالّة  مّعرّفة على   f لتكن السؤال الرابع:
3 1

( )
1

x

x

e
f x

e
)وليكن  .   )

f
C  تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس       

)حتى تكون     و     قيمة  العددين الحقيقين      - 1 )
1

x

x

e
f x

e
                    

أ(

3

4
 ب(                           

3

4
ج(                                                   

1

4
 

 

 هي :                         F,  عبارة الدالّةّ       الدالّةّ  الأصلية للدالة  المعرّفة على     F لتكن  -2

)أ( ) 4 ln( 1)xF x x e c )ب( ) 3 4 ln( 1)xF x x e c  )ج( ) 4 ln( 1)xF x e c 

بـ  دالّة  مّعرّفة على   f لتكن السؤال الخامس :
1( ) 3xf x . 

1 -    f    و عبارة دالتها المشتقة هي  :                     دالة قابلة للإشتقاق على 

أ(
1( ) 3 ln3xf x                            )ب ( ) 3ln( 1)f x x                                                   )ج

2( ) 3 ln3xf x 

 هي :         1,2  لدالّة على المجال ّ القيمة المتوسطة ل  -2

أ(             

6

ln3
m                     )ب

2

ln3
m                                                       )جln 3m 

2 حلول المعادلة التفاضلية  السؤال  السادس: 16y y  (0)بحيث 1962y    

أ(
21962 8xy e                            )ب 

21954 8xy e                                                   )ج
161954 2xy e 

 حلول المعادلة التفاضلية  السؤال  السابع  :
2 1xy e     

أ(
2 1xy e c                            )ب 

2 11

2
xy e c                                      )ج

2 1
1 2

1

4
xy e c x c 

بـ  ,0دالّة  مّعرّفة على   f لتكن : الثامنالسؤال 

2 1
( )

1

x x

x

e e
f x

e
).  وليكن    )

f
C  تمثيلها البياني 

)حتى تكون   و   فإن قيمة  العددين الحقيقين   ,0من  xمن أجل كل عدد حقيقي   - 1 )
1

x
x

x

e
f x e

e
 

أ(

1

0
 ب(                                                   

1

1
ج(                                                   

1

1
          

(ln2)و التي تحقق   ,0الدالّةّ  الأصلية للدالة  المعرّفة على    F لتكن  -2 2F       ّعبارة الدالّة  ,F  : هي 

أ(

1
( ) ln( )

x
x

x

e
F x e

e
ب(             

1
( ) ln( )

x
x

x

e
F x e

e
)ج(                 ) ln( ) ln2

1

x
x

x

e
F x e

e
  

3- S  مساحة الحيز المستوي المحدد بــ  المنحنى( )
f
C      و المستقيماتln2x  وln 3x      

ln(2أ( )S e ua                          )ب ln( 1)S e ua                           )1ج ln3 2ln2.S ua 

 التّمرين الثاني  : أجب بصحيح أو خطأ مع التعليل

1- f   بـ  ,1دالّة مّعرّفة على
2 1

( ) 3
1

f x x
x

هي  0,2على المجال   fالقيمة المتوسطة  الدالة  

4 ln 3m 
2حلا للمعادلة التفاضلية   دالّة  مّعرّفة على   fكانت  اذا -2 0y y     و( )

f
C  يقطع حامل محور التراتيب في

النقطة 
3

2
ln و  0x و  0yفإن  مساحة الحيز المحدد بالمستقيمات  3x     تساوي

2

3
 

ضللل ة  مُعرّفة على  دالّة   f  كانت اذا -3 3حلا للمعادلة التفا 6y y      فإن تمث لها الب اني يقبل مسللتق ما مقاا ا قفق ا

 في جواا  
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 نةمارين تدريبية حول محور الدوال الأصلية مرقة بالحل   منقولة للأمات
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   أمسح الكود  لتحميل الحلول  التدريبيةحل التمرينات 
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 ليرابط محور الدوال الأصلية و الحساب التكام
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