
المحاولة أثناء ا د جي ز ركِّ : ملاحظــة
العدديـة المتتاليات في شامل تمـرين

: حيث q′ أساسها و d0 الأوّل حدّها تماما متناقصة هندسية متتالية (dn) (I)
(F ) :


d0 + d1 + d2 = −13

27
......... (1)

d0 × d1 × d2 = − 1

729
......... (2)

. q′ الأساس استنتج ّ ثم d2 و d1 ، d0 احسب - 1
. lim
n→+∞

dn احسب ّ ثم n بدلالة dn اكتب - 2
. dn ≺ − 3

103
: يكون حتىّ n طبيعي عدد أكبر عينّ - 3

. تماما موجب حقيقي وسيط a (II)
. fa (x) = ln

(
a+ x

1 + ax

)
+ x : كمايلي ]−∞;−a[ ∪

]
− 1

a
; +∞

[ المجال على المعرفة العددية الداّلة fa
. lim
x→+∞

fa (x) و lim
x→−∞

fa (x) احسب - 1
: بـ N على المعرفة العددية المتتالية (vn) (III){

v
0
= a

vn+1 = efa(vn)−vn

. vn ̸= 0 : N من n كل أجل من أنهّ بالترّاجع برهن - 1
. ثابتة (vn) المتتالية تكون حتىّ a قيمة عينّ - 2

. 1

a
عن يختلف تماما موجب حقيقي عدد b . a ̸= 1 أنّ نفرض (IV)
. wn =

vn − b

vn + b
: بـ N على المعرفة العددية المتتالية (wn)

. a بدلالة w0 الأول وحدّها q أساسها من كل تعيين يطلب هندسية (wn) المتتالية تكون حتىّ b قيمة جد - أ - 1
. a و n من كل بدلالة vn عبارة استنتج ّ ثم wn عبارة اكتب السابقة b قيمة أجل من - ب

. lim
n→+∞

vn و lim
n→+∞

wn : من كل احسب - ج
. a = 3 و b = 1 يلي مماّ كلٍّ في نضع - 2

. lim
n→+∞

sn احسب ّ ثم ، sn = w0 + w1 + w2 + ........+ wn : حيث sn المجموع n بدلالة اكتب - أ
. s′n =

1

v0 + 1
+

1

v1 + 1
+

1

v2 + 1
+ ........+

1

vn + 1
: حيث s′n المجموع n بدلالة اكتب - ب

. (s′n) المتتالية طبيعة استنتج ّ ثم ، lim
n→+∞

s′n احسب •
. s′′n =

1

(v0 + 1)2
+

1

(v1 + 1)2
+

1

(v2 + 1)2
+ ........+

1

(vn + 1)2
: حيث s′′n المجموع n بدلالة اكتب - ج

. 1 من تماما أكبر طبيعي عدد m مع hn = wm
0 + wm

1 + wm
2 + .......+ wm

n : حيث hn المجموع m و n من كل بدلالة اكتب - د
. Gn = |w0 × w1 × w2 × ..........× wn| : حيث Gn الجداء n بدلالة اكتب - ه

. (Gn) المتتالية طبيعة استنتج ّ ثم ، lim
n→+∞

Gn احسب •
. En = ew0 × ew1 × ew2 × ..........× ewn : حيث En الجداء n بدلالة اكتب - و

. إجابتك بررّ ؟ (En) المتتالية طبيعة ماهي •
. Pn = w2020

0 × w2020
1 × w2020

2 × .....× w2020
n : حيث Pn الجداء n بدلالة اكتب - ي

. متقاربة (Pn) المتتالية أنّ بينّ •
. 2

1 + αn+2
− 1 =

1− αn+2

1 + αn+2
: فإنّ α ∈ R∗ − {1} و n ∈ N كل أجل من أنهّ تحقّق - أ - 3

. lim
n→+∞

vn جديد من احسب ّ ثم vn =
2

1 +

(
−1

2

)n+1 − 1 : n ∈ N كل أجل من أنهّ بالتراجع برهن - ب

2 من 1 الصفحة



. f3 (x) = ln
(

3 + x

1 + 3x

)
+ x : كمايلي [1; 4] على المعرفة العددية الداّلة f3 (V)

.
∥∥∥−→i ∥∥∥ = 2cm : حيث (

O;
−→
i ;

−→
j
) والمتجانس المتعامد المعلم إلى منسوب مستوٍ في البياني تمثيلها (Cf3) ونسميّ

. [1; 4] المجال على f3 الداّلة تغيرّات ادرس - 1
. [1; 4] على y = x المعادلة ذو (∆) المستقيم إلى بالنسبة (Cf3) المنحنى وضعية ادرس ّ ثم ln

(
3 + x

1 + 3x

)
= ln

(
1

3
+

8

3 + 9x

)
أنّ بينّ - 2

. [1; 4] المجال على (Cf3) المنحنى أنشئ - 3
. f3 (x) ∈ [1; 4] : فإنّ x ∈ [1; 4] كان إذا أنهّ برهن - 4

. un+1 = f3 (un) : n طبيعي عدد كل أجل ومن u0 = 3 بـ المعرفة العددية المتتالية (un) (VI)
. (un) المتتالية وجود بررّ - أ - 1

. ( الإنشاء خطوط ومبرزا حسابها دون ) الفواصل محور على u3 و u2 ، u1 ، u0 الحدود مثلّ ، (∆) والمستقيم (Cf3) المنحنى باستعمال - ب
. وتقاربها (un) المتتالية تغيرّ اتّجاه حول تخمينا ضع - ج

. 1 ⪯ un ≺ 4 : n طبيعي عدد كل أجل من أنهّ بالتراجع برهن - أ - 2
. (un) المتتالية تغيرّ إتّجاه استنتج ّ ثم un+1 ⪯ un : n طبيعي عدد كل أجل من أنهّ بينّ - ب

. نهايتها أوجد ّ ثم متقاربة (un) المتتالية أنّ أثبت - ج
. f ′

3 (x) ⪯ f ′
3 (4) : فإنّ [1; 4] المجال من x كل أجل من أنهّ بينّ - أ - 3

. f ′
3 (4) احسب - ب

. ( un∫
1

f ′
3 (x) dx ⪯

un∫
1

f ′
3 (4) dx المتباينة استعمل : إرشاد ) . un+1 − 1 ⪯ 83

91
(un − 1) : n ∈ N كل أجل من أنهّ بينّ - ج

. lim
n→+∞

un استنتج ّ ثم ، 0 ⪯ un − 1 ⪯ 2

(
83

91

)n

: طبيعي عدد n كل أجل من أنهّ بينّ - د
: حيث lim

n→+∞
Tn احسب - 4

Tn =
k=n−1∑
k=0

ln
(
1 + 3u

k

u
k
+ 3

)
= ln

(
1 + 3u0

3 + u0

)
+ ln

(
1 + 3u1

3 + u1

)
+ ln

(
1 + 3u2

3 + u2

)
+ ................+ ln

(
1 + 3un−1

3 + un−1

)

. a = 5 : الجزء هذا في نضع (VII)
. Ln+1 = 2Lnf5 (Ln)− L2

n : لدينا n ∈ N كل أجل ومن L0 =
1

5
بـ المعرفة العددية المتتالية (Ln)

. x = 1 لماّ g (x)− x = 0 وأنّ ، متزايدة g (x) = 2x ln
(

5 + x

1 + 5x

)
+ x2 : بـ [0; 1] على المعرفة الداّلة g أنّ نأخذ -

. 0 ⪯ Ln ⪯ 1 : فإنّ n طبيعي عدد كل أجل من أنهّ بالتراجع برهن - 1
. 2 ln

(
5 + x

1 + 5x

)
+ x ⪰ 1 : x ∈ [0; 1] كل أجل من أنهّ بينّ - أ - 2

. ( موجبة (Ln) المتتالية حدود أنّ تذكرّ ) متزايدة (Ln) المتتالية أنّ أثبت - ب
. نهايتها أوجد ّ ثم متقاربة (Ln) أنّ بينّ - ج

. متجاورتان (Ln) و (un) المتتاليتان أنّ بينّ - 3
البكالوريا في اللᨹهّٰ شاء إن والنجاح بالتوفيــق

: ͥȭ̞ʯǊͬ ͚ˢȲƕ ͖˦ǝƠ ̳ǑʹƟ̞ ͲǍ ͓ͪ ͲǓƕ ̮ɲʹ˦ɼ
ȷƗ ̮ ͲɲȆ ƹ̞Ƀ ٕ̠ Ȱƕ Ƶ̞Ȑͬ

ǃ ً̯ ُ ͬȒǀ ƕƠًǀƟ ُ͆ ˛˨ َǎʹ ٍ͊ Ɍ̞ Ͳǜǀ *** ƕ َ̯ ِ̀Ȭ̞ ِͲǍ ̞ ًɭͬɲʹ Ͳǔ ُ ͪ͒ ʽʋ َǑʹ ٍ͌ ȭ̞Ȉ ͌Ț

ƕ َ̯ ِ˪ ȹƗ ƷَƖ َƠͪ ͌
ُ̃ َɬͪɲʹ َͲǔ

̞ َɭͪ˦ʌَ
َȎͬ ُ ͪ͒ ɹ َǌͪ *** ُ͖ ǔ̞ͪɻ ͲɬǢُ ُ͘ Ȫَ͟ ȍͬ ُƙͭƕ̯ٔ ͬȒ ̞ Ɗ˨ ȭ
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ļņŅ ĿŉŮŅ ļŉ ļŉųȣń Ŀɦ
Ļɑ ŭŲŅ ĽŕŮń ŵ Ŀɩـــőǐ

ļȧůŮ ŭř ĻǥȘȣń ŋ ĿƗōƚ
ļǟŮ
ń

الأول الجـزء
q′ الأساس استنتاج ّ ثم d2 و d1 ، d0 حساب - 1

. d1 = −1
9

إذن d3
1 = − 1

729
: نجد (2) المعادلة في يض بالتعو d2

1 = d0 × d2 : فإنّ هندسية (dn) المتتالية أنّ بما لدينا

: نجد (4) في (3) المعادلة يض بتعو


d0 = −10
27

− d2..... (3)

d0 × d2 =
1

81
..... (4)

: معناه


d0 + d2 = −10
27

d0 × d2 =
1

81

: تكافئ تصبح (F) الجملة

(dn) المتتالية أنّ وبما d2 = − 1
27

و d2 = −1
3
: هي حلولها نجد الأخيرة هذه بحل ، −d2

2 −
10
27

d2 −
1

81
= 0 : يكافئ

(
−10

27
− d2

)
d2 =

1
81

. d0 = −1
3

على نتحصل (3) المعادلة في يض وبالتعو d2 = − 1
27

فإنّ متناقصة
. q′ =

d2

d1
=

d1

d0
=

1
3

: هو (dn) المتتالية أساس

lim
n→+∞

dn حساب ّ ثم n بدلالة dn كتابة - 2

. −1 ≺ 1
3
≺ 1 : لأنّ lim

n→+∞
dn = lim

n→+∞

(
−1

3

(
1
3

)n)
= 0 و dn = −1

3

(
1
3

)n
: إذن dn = d0(q′)n : ومنه هندسية (dn) المتتالية

dn ≺ − 3
103 : يكون حتىّ n طبيعي عدد أكبر تعيين - 3

n ln
(

1
3

)
≻ ln

(
9

103

)
معناه ln

(
1
3

)n
≻ ln

(
9

103

)
أي
(

1
3

)n
≻ 9

103 : يكافئ −1
3

(
1
3

)n
≺ − 3

103 : يكافئ dn ≺ − 3
103 : لدينا

. n = 4 : هو dn ≺ − 3
103 يحقّق n طبيعي عدد أكبر أنّ نجد هنا من n ≺ 4.2877 أي n ≺

ln
(

9
103

)
ln
(

1
3

) ومنه

الثاني الجـزء
lim

x→+∞
fa (x) و lim

x→−∞
fa (x) حساب - 1

lim
x→−∞

fa (x) = lim
x→−∞

(
ln
(

a + x
1 + ax

)
+ x

)
= lim

x→−∞
ln
(

a + x
1 + ax

)
+ lim

x→−∞
x = ln

(
1
a

)
+ lim

x→−∞
x = −∞

lim
x→+∞

fa (x) = lim
x→+∞

(
ln
(

a + x
1 + ax

)
+ x

)
= lim

x→+∞
ln
(

a + x
1 + ax

)
+ lim

x→+∞
x = ln

(
1
a

)
+ lim

x→+∞
x = +∞

الثالث الجـزء

. vn+1 =
a + vn

1 + avn
: ومنه vn+1 = e fa(vn)−vn = e

ln

(
a + vn

1 + avn

)
+vn−vn

= e
ln

(
a + vn

1 + avn

)
: لدينا

vn ̸= 0 : N من n كل أجل من أنهّ بالترّاجع البرهان - 1

. n = 0 أجل من محقّقة " vn ̸= 0 " الخاصية إذن v0 ̸= 0 ومنه a ̸= 0 أنّ ونعلم v0 = a : لدينا n = 0 أجل من •
. vn+1 ̸= 0 أنّ ونبرهن vn ̸= 0 أنّ نفرض •

أي avn ̸= 0 : لدينا أخرى جهة ومن جهة من هذا vn + a ̸= 0...... (∗) إذن a ̸= 0 و vn + a ̸= a يكافئ vn ̸= 0 : الفرض من لدينا
. vn+1 ̸= 0 أنّ نجد بطرف طرف (∗∗) في (∗) بضرب 1

1 + avn
̸= 1...... (∗∗) يكافئ avn + 1 ̸= 1

. vn ̸= 0 : N من n كل أجل من فإنهّ بالتراجع البرهان حسب إذن

ثابتة (vn) المتتالية تكون حتىّ a قيمة تعيين - 2

: معناه a3 − a = 0 أي a
(
1 + a2) = 2a يكافئ a =

a + a
1 + a · a

: نجد بالتعويض وعليه vn+1 = vn = v0 = a معناه ثابتة (vn) المتتالية
. a = 1 : هي (vn) المتتالية تكون حتىّ a قيمة فإنّ a ∈ R∗

+ أنّ وبما s = {−1; 0; 1} : هي الأخيرة المعادلة هذه حلول a
(
a2 − 1

)
= 0

1



الرابع الجـزء
a بدلالة w0 الأول وحدّها q أساسها من كل تعيين مع هندسية (wn) المتتالية تكون حتىّ b قيمة إيجاد - 1

: لدينا فإنهّ 1 − ba ̸= 0 أنّ بما

wn+1 =
vn+1 − b
vn+1 + b

=

a + vn

1 + avn
− b

a + vn

1 + avn
+ b

=

a + vn − b − bavn

1 + avn
a + vn + b + bavn

1 + avn

=
(1 − ba) vn + (a − b)
(1 + ba) vn + (a + b)

=
1 − ba
1 + ba

·
vn +

a − b
1 − ba

vn +
a + b

1 + ba

{
a
(
b2 − 1

)
= 0

a
(
b2 − 1

)
= 0

: معناه
{

a − b = −b + b2a

a + b = b + b2a
: يكافئ


a − b

1 − ba
= −b

a + b
1 + ba

= b
: يكون أن يجب هندسية (wn) المتتالية تكون حتىّ ومنه

. b = 1 فإنّ تماما موجب حقيقي عدد b أنّ وبما b = −1 و b = 1 : هي حلولها b2 − 1 = 0 : فإنّ a ∈ R∗
+ أنّ بما

. wn+1 =
1 − a
1 + a

·
vn +

a − 1
1 − a

vn +
a + 1
1 + a

=
1 − a
1 + a

· vn − 1
vn + 1

=
1 − a
1 + a

· wn : نجد b = 1 أجل من إذن

. w0 =
v0 − 1
v0 + 1

=
a − 1
a + 1

الأوّل وحدّها q =
1 − a
1 + a

أساسها هندسية متتالية (wn) b = 1 أجل من وعليه
a و n من كل بدلالة vn عبارة استنتاج ّ ثم wn عبارة كتابة السابقة b قيمة أجل من -

wn = −
(

1 − a
1 + a

)n+1
ومنه wn =

a − 1
a + 1

(
1 − a
1 + a

)n
= −

(
1 − a
1 + a

)(
1 − a
1 + a

)n
: وعليه wn = w0 × qn : معناه هندسية (wn) •

: ومنه wn + 1 = vn (1 − wn) : معناه wn · vn + wn = vn − 1 : أي wn (vn + 1) = vn − 1 : يكافئ wn =
vn − 1
vn + 1

: لدينا •

. و.ه.م vn =

1 −
(

1 − a
1 + a

)n+1

1 +
(

1 − a
1 + a

)n+1 : إذن vn =

1 +

(
−
(

1 − a
1 + a

)n+1
)

1 −
(
−
(

1 − a
1 + a

)n+1
) : نجد الأخيرة المعادلة في wn عبارة بتعويض vn =

1 + wn

1 − wn

lim
n→+∞

vn و lim
n→+∞

wn : من كل حساب -

: ومنه ، ( تماماً موجب حقيقي عدد 1 + a أنّ واضح ) −1 ≺ 1 − a
1 + a

≺ 1 : وعليه − (1 + a) ≺ 1 − a ≺ 1 + a : لدينا

• lim
n→+∞

wn = lim
n→+∞

(
−
(

1 − a
1 + a

)n+1
)

= − lim
n→+∞

(
1 − a
1 + a

)n+1
= 0

• lim
n→+∞

vn = lim
n→+∞


1 −

(
1 − a
1 + a

)n+1

1 +
(

1 − a
1 + a

)n+1

 =

lim
n→+∞

(
1 −

(
1 − a
1 + a

)n+1
)

lim
n→+∞

(
1 +

(
1 − a
1 + a

)n+1
) =

1 − lim
n→+∞

(
1 − a
1 + a

)n+1

1 + lim
n→+∞

(
1 − a
1 + a

)n+1 =
1 − 0
1 + 0

= 1

. a = 3 و b = 1 يلي مماّ كلٍّ في نضع - 2

. q = −1
2
و w0 =

1
2
: لدينا a = 3 أجل من sn المجموع n بدلالة كتابة -

sn = w0

(
1 − qn+1

1 − q

)
=

1
2


1 −

(
−1

2

)n+1

1 −
(
−1

2

)
 =

1
2


1 −

(
−1

2

)n+1

3
2

 =
2
3
· 1

2

(
1 −

(
−1

2

)n+1
)

=
1
3

(
1 −

(
−1

2

)n+1
)

. −1 ≺ −1
2
≺ 1 : لأنّ lim

n→+∞
sn = lim

n→+∞

1
3

(
1 −

(
−1

2

)n+1
)

=
1
3
: ولدينا

2



s′n المجموع n بدلالة كتابة -
: ومنه wn =

vn − 1 + 1 − 1
vn + 1

=
vn + 1 − 2

vn + 1
=

vn + 1
vn + 1

− 2
vn + 1

= 1 − 2
vn + 1

: يكافئ wn =
vn − 1
vn + 1

: لدينا
: وبالتالي 1

vn + 1
=

1
2
(1 − wn) : إذن 2

vn + 1
= 1 − wn

s′n =
1

v0 + 1
+

1
v1 + 1

+
1

v2 + 1
+ ........ +

1
vn + 1

=
1
2
(1 − w0) +

1
2
(1 − w1) +

1
2
(1 − w2) + ........ +

1
2
(1 − wn)

=
1
2
((1 − w0) + (1 − w1) + (1 − w2) + ...... + (1 − wn)) =

1
2
(1 + 1 + 1 + ...... + 1 − (w0 + w1 + w2 + ...... + wn))

=
1
2
((n + 1)− sn) =

1
2

(
(n + 1)− 1

3

(
1 −

(
−1

2

)n+1
))

=
n
2
+

1
2
− 1

3
− 1

3

(
−1

2

)(
−1

2

)n+1

s′n =
n
2
+

1
6
− 1

3

(
−1

2

)n+2
: ومنه

(s′n) المتتالية طبيعة استنتاج ّ ثم ، lim
n→+∞

s′n حساب - •

. lim
n→+∞

s′n = lim
n→+∞

(
n
2
+

1
6
− 1

3

(
−1

2

)n+2
)

= lim
n→+∞

(
n
2
+

1
6

)
− lim

n→+∞

(
1
3

(
−1

2

)n+2
)

= +∞ : لدينا
. متباعدة (s′n) المتتالية ومنه
s′′n المجموع n بدلالة كتابة -

: إذن
(

1
vn + 1

)2
=

(
1
2
(1 − wn)

)2
: نجد الطرفين بيع وبتر 1

vn + 1
=

1
2
(1 − wn) : السابق السؤال في وجدنا

: إذن 1

(vn + 1)2 =
1
4
(
1 − 2wn + w2

n
) : ومنه 1

(vn + 1)2 =
1
4
(1 − wn)

2

s′′n =
1

(v0 + 1)2 +
1

(v1 + 1)2 +
1

(v2 + 1)2 + ........ +
1

(vn + 1)2

=
1
4
(
1 − 2w0 + w2

0
)
+

1
4
(
1 − 2w1 + w2

1
)
+

1
4
(
1 − 2w2 + w2

2
)
+ ........ +

1
4
(
1 − 2wn + w2

n
)

=
1
4
(
1 − 2w0 + w2

0 + 1 − 2w1 + w2
1 + 1 − 2w2 + w2

2 + ........ + 1 − 2wn + w2
n
)

=
1
4
(
1 + 1 + 1 + ........ + 1 − 2 (w0 + w1 + w2 + ........ + wn) +

(
w2

0 + w2
1 + w2

2 + ........ + w2
n
))

=
1
4
(
(n + 1)− 2sn +

(
w2

0 + w2
1 + w2

2 + ........ + w2
n
))

=
1
4

(
(n + 1)− 2sn +

((
w0q0)2

+
(
w0q1)2

+
(
w0q2)2

+ ........ + (w0qn)2
))

=
1
4

(
(n + 1)− 2sn + w2

0
(
q0)2

+ w2
0
(
q1)2

+ w2
0
(
q2)2

+ ........ + w2
0(qn)2

)
=

1
4

(
(n + 1)− 2sn + w2

0

(
q0 + q2(1) + q2(2) + ........ + q2(n)

))
=

1
4

(
(n + 1)− 2sn + w2

0

(
1 −

(
q2)n+1

1 − q2

))

=
1
4

(n + 1)− 2

(
1
3

(
1 −

(
−1

2

)n+1
))

+

(
1
2

)2


1 −

((
−1

2

)2
)n+1

1 −
(
−1

2

)2





=
1
4

(n + 1)− 2
3

(
1 −

(
−1

2

)n+1
)
+

1
4


1 −

(
1
4

)n+1

3
4




=
1
4

(
(n + 1)− 2

3

(
1 −

(
−1

2

)n+1
)
+

1
3

(
1 −

(
1
4

)n+1
))

=
1
4

(
(n + 1)− 1

3

((
−1

2

)n
+

(
1
4

)n+1
)
− 1

3

)

. s′′n =
n
4
− 1

12

((
−1

2

)n
+

(
1
4

)n+1
)
+

1
6

ومنه
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hn المجموع m و n من كل بدلالة كتابة -
wm

n = (w0qn)m = wm
0 (qn)m = wm

0 · qn(m) = wm
0 · (qm)n =

(
1
2

)m
·
((

−1
2

)m)n

: لدينا

: وعليه wm
0 =

(
1
2

)m
: هو الأول وحدّها qm =

(
−1

2

)m
: هو أساسها هندسية (wm

n ) المتتالية ومنه

hn = wm
0

(
1 − (qm)n+1

1 − qm

)
=

(
1
2

)m


1 −

((
−1

2

)m)n+1

1 −
(
−1

2

)m

 =
1m

2m


1 −

((
−1

2

)m)n+1

1 − (−1)m

2m



=
1

2m


1 −

(
−1

2

)m(n+1)

2m − (−1)m

2m

 =


1 −

(
−1

2

)m(n+1)

2m − (−1)m



. ( hn = sn يصُبح m = 1 لماّ أنهّ لاحظ ) . 1 من تماما أكبر طبيعي عدد m حيث hn =


1 −

(
−1

2

)m(n+1)

2m − (−1)m

 ومنه

Gn الجداء n بدلالة كتابة -
ومن جهة من هذا ln Gn = ln |w0 × w1 × w2 × .......... × wn| = ln |w0| + ln |w1| + ln |w2| + .......... + ln |wn| : لدينا
: هو أساسها حسابية (ln |wn|) المتتالية إذن ln |wn| = ln |w0 · qn| = ln |w0| + ln |qn| = ln |w0| + n ln |q| : لدينا أخرى جهة

: إذن ln |w0| = ln
∣∣∣∣12
∣∣∣∣ = − ln 2 : هو الأول وحدها r = ln |q| = ln

∣∣∣∣−1
2

∣∣∣∣ = ln
∣∣∣∣12
∣∣∣∣ = − ln 2

ln Gn =

(
n + 1

2

)
(ln |w0|+ ln |wn|) =

(
n + 1

2

)
(ln |w0|+ ln |w0|+ n ln |q|) =

(
n + 1

2

)
(2 ln |w0|+ n ln |q|)

= (n + 1)
(

ln |w0|+
n
2

ln |q|
)
= (n + 1)

(
− ln (2)− n ln (2)

2

)
= − (n + 1) ln (2)

(
1 +

n
2

)

Gn = e
−(n+1) ln(2)

(
1+

n
2

)
: وعليه

(Gn) المتتالية طبيعة استنتاج ّ ثم ، lim
n→+∞

Gn حساب - •

. متقاربة (Gn) المتتالية ومنه lim
n→+∞

− (n + 1) ln (2)
(

1 +
n
2

)
= −∞ : لأنّ lim

n→+∞
Gn = lim

n→+∞
e
−(n+1) ln(2)

(
1+

n
2

)
= 0 : لدينا

En الجداء n بدلالة كتابة -

En = ew0 × ew1 × ew2 × .......... × ewn = ew0+w1+w2+..........+wn = esn = e

1
3

1−
(
−

1
2

)n+1


الإجابة ير تبر مع (En) المتتالية طبيعة - •

. lim
n→+∞

(
−1

2

)n+1
= 0 : لأنّ lim

n→+∞
En = lim

n→+∞
e

1
3

1−
(
−

1
2

)n+1

= e

1
3 : ير التبر ، متقاربة (En) المتتالية إنّ

Pn الجداء n بدلالة كتابة -
Pn = w2020

0 × w2020
1 × w2020

2 × ..... × w2020
n =

(
w0q0)2020 ×

(
w0q1)2020 ×

(
w0q2)2020 × ..... × (w0qn)2020

= w2020
0 ·

(
q0)2020 × w2020

0 ·
(
q1)2020 × w2020

0 ·
(
q2)2020 × ..... × w2020

0 · (qn)2020

= w2020
0 · w2020

0 · w2020
0 · ..... · w2020

0 × q2020(0) · q2020(1) · q2020(2) · ..... · q2020(n)

=
(
w2020

0
)n+1 × q2020(0+1+2+.....+n) = w2020(n+1)

0 × q
2020

(
n + 1

2

)
(0+n)

= w2020(n+1)
0 × q1010n(n+1)

=

(
1
2

)2020(n+1)
×
(
−1

2

)1010n(n+1)
=

(
1
2

)2020(n+1)
×
(

1
2

)1010n(n+1)
=

(
1
2

)2020(n+1)+1010n(n+1)
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. Pn =

(
1
2

)1010(n+1)(2+n)
: ومنه

متقاربة (Pn) المتتالية أنّ تبيين - •

. متقاربة (Pn) المتتالية وبالتالي lim
n→+∞

Pn = lim
n→+∞

(
1
2

)1010(n+1)(2+n)
= 0 لدينا

2
1 + αn+2 − 1 =

1 − αn+2

1 + αn+2 : فإنّ α ∈ R∗ −{1} و n ∈ N كل أجل من أنهّ التحّقّق - 3

2
1 + αn+2 − 1 =

2
1 + αn+2 −

(
1 + αn+2

1 + αn+2

)
=

2 − 1 − αn+2

1 + αn+2 =
1 − αn+2

1 + αn+2

lim
n→+∞

vn جديد من حساب ّ ثم vn =
2

1 +
(
−1

2

)n+1 − 1 : n ∈ N كل أجل من أنهّ بالتراجع البرهان -

محقّقة " vn =
2

1 +
(
−1

2

)n+1 − 1 " الخاصية ومنه 2

1 +
(
−1

2

)0+1 − 1 =
2

1 − 1
2

− 1 = 4 − 1 = 3 = v0 : لدينا n = 0 أجل من •

. n = 0 أجل من
. vn+1 =

2

1 +
(
−1

2

)n+2 − 1 : أنّ ونبرهن vn =
2

1 +
(
−1

2

)n+1 − 1 : أنّ نفرض •

vn+1 =
3 + vn

1 + 3vn
=

3 +

 2

1 +
(
−1

2

)n+1 − 1



1 + 3

 2

1 +
(
−1

2

)n+1 − 1


=

2 +
2

1 +
(
−1

2

)n+1

−2 +
6

1 +
(
−1

2

)n+1

=

2

(
1 +

(
−1

2

)n+1
)
+ 2

−2

(
1 +

(
−1

2

)n+1
)
+ 6

=

4 + 2
(
−1

2

)n+1

4 − 2
(
−1

2

)n+1 =

4

(
1 −

(
−1

2

)(
−1

2

)n+1
)

4

(
1 +

(
−1

2

)(
−1

2

)n+1
) =

1 −
(
−1

2

)n+2

1 +
(
−1

2

)n+2 =
2

1 +
(
−1

2

)n+2 − 1

. vn =
2

1 +
(
−1

2

)n+1 − 1 : فإنّ n طبيعي عدد كل أجل من فإنهّ بالتراجع البرهان حسب إذن

. −1 ≺ −1
2
≺ 1 : لأنّ lim

n→+∞
vn = lim

n→+∞

 2

1 +
(
−1

2

)n+1 − 1

 = 1 : ولدينا

الخامس الجـزء
[1; 4] المجال على f3 الداّلة تغيرّات دراسة - 1

المشتقة
: هي المشتقة ودالتها [1; 4] المجال على للاشتقاق وقابلة معرفّة f3 الداّلة

f3
′ (x) =

1 + 3x − 3 (3 + x)

(1 + 3x)2

3 + x
1 + 3x

+ 1 =
−8

(3 + x) (1 + 3x)
+ 1 =

−8 + 3 + 9x + x + 3x2

(3 + x) (1 + 3x)
=

3x2 + 10x − 5
(3 + x) (1 + 3x)

. [1; 4] المجال على تماما موجب (3 + x) (1 + 3x) : لأنّ 3x2 + 10x − 5 إشارة من f3
′ (x) إشارة

5



: هي حلولها إذن √∆ =
√

160 : وعليه ∆ = b2 − 4ac = 100 + 60 = 160 هو مميزها 3x2 + 10x − 5 = 0 : التالية المعادلة لنحل
: كالتالي A (x) = 3x2 + 10x − 5 الحدود كثير إشارة وتكون . x2 =

−10 +
√

160
6

و x1 =
−10 −

√
160

6

x

A (x)

−∞ x1 x2 +∞

+ 0 − 0 +

: كمايلي تغيرّاتها جدول يكون و . [1; 4] المجال على تماما متزايدة f3 الداّلة إذن f3
′ (x) ≻ 0 : ومنه x2 ≺ 1 و x ∈ [1; 4] : لـكن

x

f3
′ (x)

f3 (x)

1 4

+

11

ln
( 7

13
)
+ 4ln

( 7
13
)
+ 4

ln
(

3 + x
1 + 3x

)
= ln

(
1
3
+

8
3 + 9x

)
أنّ تبيين - 2

ln
(

1
3
+

8
3 + 9x

)
= ln

(
1 + 3x
3 + 9x

+
8

3 + 9x

)
= ln

(
9 + 3x
3 + 9x

)
= ln

(
3 (3 + x)
3 (1 + 3x)

)
= ln

(
3 + x
1 + 3x

)

[1; 4] على y = x المعادلة ذو (∆) المستقيم إلى بالنسبة (C f3

) المنحنى وضعية دراسة -

. f3 (x)− y = f3 (x)− x = ln
(

3 + x
1 + 3x

)
= ln

(
1
3
+

8
3 + 9x

)
: لدينا

f3 (x)− y إشارة دراسة
. x = 1 : ومنه 3 + x = 1 + 3x : معناه 3 + x

1 + 3x
= 1 : أي ln

(
3 + x

1 + 3x

)
= 0 : معناه f3 (x)− y = 0

ln
(

1
3
+

8
3 + 9x

)
≺ ln

(
5

12

)
: وعليه 1

3
+

1
9x + 3

≺ 5
12

: يكافئ 1
9x + 3

≺ 1
12

: أي 9x + 3 ≻ 12 : معناه 9x ≻ 9 : يكافئ x ≻ 1 لماّ
. f3 (x)− y ≺ 0 : ومنه

. (1; 1) النقطة في يتقاطعان و (∆) المستقيم تحت يقع (C f3

) المنحنى x ∈ ]1; 4] لماّ -

[1; 4] المجال على (C f3

) المنحنى إنشاء - 3

u3 و u2 ، u1 ، u0 الحدود وتمثيل (C f3

) المنحنى إنشاء

6



f3 (x) ∈ [1; 4] : فإنّ x ∈ [1; 4] كان إذا أنهّ برهان - 4

: أنّ بما 1 ⪯ f3 (x) ⪯ ln
(

7
13

)
+ 4 : يكافئ f3 (1) ⪯ f3 (x) ⪯ f3 (4) : فإنّ متزايدة f3 الداّلة أنّ بما 1 ⪯ x ⪯ 4 : معناه x ∈ [1; 4] : لدينا

. f3 (x) ∈ [1; 4] : ومنه 1 ⪯ f3 (x) ⪯ 4 : فإنّ ln
(

7
13

)
+ 4 ≺ 4

السادس الجـزء
(un) المتتالية وجود تبرير - 1

. موجودة (un) المتتالية وعليه un ∈ [1; 4] : فإنّ الخامس الجزء في 4 السؤال من لدينا
. السابق الرسم في ممثلّة u3 و u2 ، u1 ، u0 الحدود تمثيل -

وتقاربها (un) المتتالية تغيرّ اتّجاه حول تخمين وضع -
) الأول المنصف مع (C f3

) المنحنى تقاطع نقطة نحو ٺتقارب أنّها نلاحظ كما متناقصة أنّها نخُمنّ وبالتالي ٺتناقص (un) المتتالية حدود أنّ نلاحظ البيان خلال من
. 1 الفاصلة ذات النقطة نحو متقاربة أنّها نخُمنّ وعليه ( (∆) المستقيم

1 ⪯ un ≺ 4 : n طبيعي عدد كل أجل من أنهّ بالتراجع البرهان - 2

. n = 0 أجل من محقّقة " 1 ⪯ un ≺ 4 " الخاصية ومنه 1 ⪯ u0 ≺ 4 : ومنه 1 ⪯ 3 ≺ 4 : أنّ ونعلم u0 = 3 لدينا n = 0 أجل من •
. 1 ⪯ un+1 ≺ 4 : أنّ ونبرهن 1 ⪯ un ≺ 4 : أنّ نفرض •

: أنّ بما 1 ⪯ un+1 ≺ ln
(

7
13

)
+ 4 : يكافئ f3 (1) ⪯ f3 (un) ≺ f3 (4) : فإنّ متزايدة f3 الداّلة أنّ بما 1 ⪯ un ≺ 4 : الفرض من لدينا

. 1 ⪯ un+1 ≺ 4 : فإنّ ln
(

7
13

)
+ 4 ≺ 4

. 1 ⪯ un ≺ 4 : فإنّ n طبيعي عدد كل أجل من فإنهّ بالترجع البرهان حسب إذن
(un) المتتالية تغيرّ إتّجاه استنتاج ّ ثم un+1 ⪯ un : n طبيعي عدد كل أجل من أنهّ تبيين -

f3 (un) ⪯ un : أي f3 (un)− un ⪯ 0 : فإنّ 1 ⪯ un ≺ 4 : أنّ بما وعليه f3 (x)− x ⪯ 0 : فإنّ [1; 4] المجال من x كل أجل من أنهّ سبق مماّ وجدنا
. متناقصة (un) المتتالية أنّ يبُېنّ ما هذا un+1 ⪯ un : إذن

متقاربة (un) المتتالية أنّ إثبات -
. 1 نحو متقاربة فإنّها متناقصة أنّها وبما 1 بالعدد الأسفل من محدودة (un) المتتالية معناه 1 ⪯ un ≺ 4 : n ∈ N كل أجل من لدينا

(un) المتتالية نهاية إيجاد -
. حقيقي عدد l حيث lim

n→+∞
un = lim

n→+∞
un+1 = l فإنّ متقاربة (un) المتتالية أنّ بما

l إيجاد
l = 1 : ومنه 3 + l = 1 + 3l : وبالتالي 3 + l

1 + 3l
= 1 : معناه ln

(
3 + l
1 + 3l

)
= 0 : أي ln

(
3 + l

1 + 3l

)
+ l = l : يكافئ f3 (l) = l : لدينا

. lim
n→+∞

un = 1 : إذن

f ′3 (x) ⪯ f ′3 (4) : فإنّ [1; 4] المجال من x كل أجل من أنهّ تبيين - 3
: هي المشتقة ودالتها [1; 4] المجال على للاشتقاق وقابلة معرفة f ′3 الداّلة

f3
′′ (x) =

(6x + 10) (3 + x) (1 + 3x)− (6x + 10)
(
3x2 + 10x − 5

)
(3 + x)2(1 + 3x)2 =

(6x + 10)
[
3x2 + 10x + 3 −

(
3x2 + 10x − 5

)]
(3 + x)2(1 + 3x)2

. [1; 4] على تماما متزايدة f ′3 الداّلة ومنه f3
′′ (x) ≻ 0 : فإنّ [1; 4] : المجال من x كل أجل من أنهّ واضح ، f3

′′ (x) =
16 (3x + 5)

(3 + x)2(1 + 3x)2 : ومنه
. و.ه.م f3

′ (x) ⪯ f3
′ (4) : فإنّ [1; 4] المجال على تماما متزايدة f ′3 الداّلة أنّ بما وعليه x ⪯ 4 : لدينا

f ′3 (4) حساب -

f ′3 (4) =
3(4)2 + 10 (4)− 5
(3 + 4) (1 + 3 (4))

=
3 (16) + 40 − 5

(7) (13)
=

83
91

7



un+1 − 1 ⪯ 83
91

(un − 1) : n ∈ N كل أجل من أنهّ تبيين -
un∫
1

f3
′ (x) dx ⪯

un∫
1

f3
′ (4) dx : فإنّ 1 ⪯ un ≺ 4 : أنّ وبما [1; 4] المجال على المكاملة تقبل فإنّها مستمرة f ′3 الداّلة أنّ وبما f3

′ (x) ⪯ f3
′ (4) : لدينا

- حقيقين عددين c2 و c1 حيث - [ f3 (x) + c1]
un
1 ⪯ f3

′ (4) [x + c2]
un
1 : معناه un∫

1
f3

′ (x) dx ⪯ f3
′ (4)

un∫
1

dx : يكافي
. و.هـ.م un+1 − 1 ⪯ 83

91
(un − 1) : ومنه f3 (un)− f3 (1) ⪯ f3

′ (4) (un − 1) : وعليه
0 ⪯ un − 1 ⪯ 2

(
83
91

)n
: طبيعي عدد n كل أجل من أنهّ تبيين -

: لدينا - un+1 − 1 ⪯ 83
91

(un − 1) - السابقة المتباينة باستعمال

n = 0 : u1 − 1 ⪯ 83
81

(u0 − 1)

n = 1 : u2 − 1 ⪯ 83
81

(u1 − 1)

n = 2 : u3 − 1 ⪯ 83
81

(u2 − 1)
...

n = n − 2 : un−1 − 1 ⪯ 83
81

(un−2 − 1)

n = n − 1 : un − 1 ⪯ 83
81

(un−1 − 1)

: نجد بطرف طرف المتباينات بضرب
(u1 − 1) (u2 − 1) (u3 − 1) ......... (un−1 − 1) (un − 1) ⪯

(
83
91

)n
(u0 − 1) (u1 − 1) (u2 − 1) ......... (un−2 − 1) (un−1 − 1)

جهة من هذا un − 1 ⪯ 2
(

83
91

)n
: ومنه un − 1 ⪯

(
83
91

)n
(3 − 1) : يكافئ (un − 1) ⪯

(
83
91

)n
(u0 − 1) : نجد الاختزالات بعد إذن

. و.هـ.م 0 ⪯ un − 1 ⪯ 2
(

83
91

)n
: نجد إذن 0 ⪯ un − 1 : وعليه 1 ⪯ un : لدينا أخرى جهة ومن

lim
n→+∞

un استنتاج -

: على نتحصّل بالحصر النهّايات حسب إذن −1 ≺ 83
91

≺ 1 : لأنّ lim
n→+∞

2
(

83
91

)n
= 0 وكذلك 0 ⪯ un − 1 ⪯ 2

(
83
91

)n
: لدينا

. lim
n→+∞

un = 1 : ومنه lim
n→+∞

(un − 1) = 0

lim
n→+∞

Tn حساب - 4

: إذن ln
(

1 + 3uk

3 + uk

)
= uk − uk+1 : ومنه − ln

(
3 + uk

1 + 3uk

)
= uk − f3 (uk) : يكافئ f3 (uk) = ln

(
3 + uk

1 + 3uk

)
+ uk : لدينا

Tn = ln
(

1 + 3u0

3 + u0

)
+ ln

(
1 + 3u1

3 + u1

)
+ ln

(
1 + 3u2

3 + u2

)
+ ................ + ln

(
1 + 3un−1

3 + un−1

)
= (u0 − u1) + (u1 − u2) + (u2 − u3) + ................ + (un−2 − un−1) + (un−1 − un)

= u0 − un

. lim
n→+∞

Tn = lim
n→+∞

(3 − un) = 3 − lim
n→+∞

un = 3 − 1 = 2 : وعليه . Tn = 3 − un : ومنه
السابع الجـزء

Ln+1 = 2Ln f5 (Ln)− L2
n = 2Ln

(
ln
(

5 + Ln

1 + 5Ln

)
+ Ln

)
− L2

n = 2Ln · ln
(

5 + Ln

1 + 5Ln

)
+ 2L2

n − L2
n = 2Ln · ln

(
5 + Ln

1 + 5Ln

)
+ L2

n : لدينا
. Ln+1 = g (Ln) : أنّ نلاحظ وعليه

0 ⪯ Ln ⪯ 1 : فإنّ n طبيعي عدد كل أجل من أنهّ بالتراجع البرهان - 1

. n = 0 أجل من محقّقة " 0 ⪯ Ln ⪯ 1 " الخاصية إذن 0 ⪯ L0 ⪯ 1 : وعليه 0 ⪯ 1
5
⪯ 1 : أنّ ونعلم L0 =

1
5
: لدينا n = 0 أجل من •
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. 0 ⪯ Ln+1 ⪯ 1 : أنّ ونبرهن 0 ⪯ Ln ⪯ 1 : أنّ نفرض •
. 0 ⪯ Ln+1 ⪯ 1 : وعليه g (0) ⪯ g (Ln) ⪯ g (1) : فإنّ متزايدة g الداّلة أنّ بما 0 ⪯ Ln ⪯ 1 : الفرض من لدينا

. 0 ⪯ Ln ⪯ 1 : فإنّ n طبيعي عدد كل أجل من فإنهّ بالتراجع البرهان حسب إذن

2 ln
(

5 + x
1 + 5x

)
+ x ⪰ 1 : x ∈ [0; 1] كل أجل من أنهّ تبيين - 2

. h (x) = 2 ln
(

5 + x
1 + 5x

)
+ x : [0; 1] : المجال من x كل أجل من نضع

: هي المشتقة ودالتها [0; 1] المجال على للاشتقاق وقابلة معرفّة h الداّلة

h′ (x) = 2


1 + 5x − 5 (5 + x)

(1 + 5x)2

5 + x
1 + 5x

+ 1 = 2
(

−24
(1 + 5x) (5 + x)

)
+ 1 =

5x2 + 26x − 43
(1 + 5x) (5 + x)

. [0; 1] المجال على تماما موجب (5 + x) (1 + 5x) : لأنّ 5x2 + 26x − 43 إشارة من h′ (x) إشارة
: هي حلولها إذن √∆ =

√
1536 : وعليه ∆ = b2 − 4ac = 676 + 860 = 1536 هو مميزها 5x2 + 26x − 43 = 0 : التالية المعادلة لنحل

: كالتالي B (x) = 3x2 + 10x − 5 الحدود كثير إشارة وتكون . x2 =
−13 + 8

√
6

5
و x1 =

−13 − 8
√

6
5

x

B (x)

−∞ x1 x2 +∞

+ 0 − 0 +

. [0; 1] المجال على تماما متناقصة h الداّلة إذن h′ (x) ≺ 0 : ومنه x1 ≺ 0 و x2 ≻ 1 و x ∈ [0; 1] : لـكن
. و.هـ.م 2 ln

(
5 + x
1 + 5x

)
+ x ⪰ 1 : ومنه h (x) ⪰ 1 : أي h (x) ⪰ h (1) : فإنّ [0; 1] المجال على تماما متناقصة h الداّلة أنّ وبما x ⪯ 1 : لماّ وعليه

متزايدة (Ln) المتتالية أنّ إثبات -
: فإنّ موجبة (Ln) المتتالية حدود أنّ بما

السابق السؤال ومن Ln+1

Ln
=

2Ln f5 (Ln)− L2
n

Ln
= 2 f5 (Ln)− Ln = 2

(
ln
(

5 + Ln

1 + 5Ln

)
+ Ln

)
− Ln = 2 ln

(
5 + Ln

1 + 5Ln

)
+ Ln

: وعليه 2 ln
(

5 + Ln

1 + 5Ln

)
+ Ln ⪰ 1 : فإنّ 0 ⪯ Ln ⪯ 1 : أنّ وبما 2 ln

(
5 + x
1 + 5x

)
+ x ⪰ 1 : فإنّ [0; 1] المجال من x كل أجل من أنهّ وجدنا

. و.هـ.م متزايدة (Ln) المتتالية أنّ الأخير في لنجد Ln+1 − Ln ⪰ 0 : إذن Ln+1 ⪰ Ln : ومنه Ln+1

Ln
⪰ 1

نهايتها إيجاد ّ ثم متقاربة (Ln) أنّ تبيين -
. 1 نحو متقاربة فهي متزايدة أنّها وبما 1 بالعدد الأعلى من محدودة (Ln) المتتالية أنّ معناه هذا 0 ⪯ Ln ⪯ 1 : أنّ وجدنا

(Ln) المتتالية نهاية إيجاد
. حقيقي عدد l1 حيث lim

n→+∞
Ln = lim

n→+∞
Ln+1 = l1 : فإنّ متقاربة (Ln) أنّ بما

. lim
n→+∞

Ln = 1 ومنه l1 = 1 : أنّ نجد x = 1 لماّ g (x)− x = 0 معُطى ماهو حسب ومنه g (l1)− l1 = 0 : أي l1 = g (l1) : لدينا

متجاورتان (Ln) و (un) المتتاليتان أنّ تبيين - 3
: أنّ سبق مماّ وجدنا

. متزايدة (Ln) المتتالية بينما متناقصة (un) المتتالية •
. lim

n→+∞
Ln = lim

n→+∞
un = 1 •

. متجاورتان (Ln) و (un) المتتاليتان إذن
يا البكالور شهادة في اللᨹهّٰ شاء إن والنجّاح بالتوفيق

: ͏Υȧ̞ʯȵƖ ʹͥ Ψͪ
ȋ ͖ͬ Ǣ̮ ɲͪɊ ͌ʨͪȄƕٔ

!! Ƣ̞ٔ ɭʹȶƖ ͪ͒ Ɂ ٍ̯ ̄
ǌͪ ͥ˜Ȉ ... ͊ΗȾ ̠ٔ Ȱƕ ͪ͒ Ɂ ٍ̯ ʏ Ͳǚ ɭ̞ͪء Ͳǔ
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