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ية الديمقراطية الشعبية ية الجزائر  الجمهور
ية الحسن ابن الهيثم النزلة                                                     المستوى :   ثانوي  3ثانو

 ر -ت ر  -شعبة : ع ت                                      الأستاذ: بوقفة عبد الفتاح                  
         دوال الأصلية ـص الشامل في الـخـملـال

برة تحقن في جسمك في بداية السنة لتصبح ممتازا فيها ياضيات ليست إ  الر
ياضيات = حبها + التركيز + المرافقة اليومية  الر

 
يف  ،    قابلة للإشتقاق على   إذا وفقط إذا كانت   دالة أصلية للدالة   ، نقول أن   دالة معرفة على  مجال    : تعر

( )  ،   من   أجل كل  ومن               ( )  
  : مثال

   ( ) ( ) هي دالة أصلية للدالة            ( )   : لأن  على          ( )  
-المعرفتين على   و   نعتبر الدالتين  : تمرين ( )  : كمايلي ,∞  1   

       

(   ) 
    ، ( )  

   

   
    

-على المجال   هي دالة أصلية للدالة   بين أن الدالة     1  ∞,  
 
 
 

- الـمـجال قاق علىـقابلة للإشت   الدالة : حل التمرين   : و لدينا ,∞  1 

  ( )  
1(  1)  1(  1)

(  1) 
   

 

(  1) 
   

   (  1) 

(  1) 
 

       

(  1) 
  ( ) 

-مجال ـعلى ال  هي دالة أصلية للدالة   ومنه الدالة   1  ∞,  
 
 
 
 
 
 

( )  : بــ  الدالة المعرفة على   لتكن   : مثال             
( )  : بــ  المعرفة على   هي الـدوال   على   كل الـدوال الأصلية للـدالة                   

 عدد حقيقي ثابت .   حيث         

 1 الدوال الأصلية

  : خواص
  .    تقبل دوال أصلية على  𝑓، فإن    مـجال علىدالة مستمرة  𝑓 إذا كانت ❶
  : بــ  المعرفة على هي الدوال  𝑓دالة ـلـفإن كل الدوال الأصلية ل  على المجال  𝑓دالة أصلية للدالة  𝐹إذا كانت  ❷

𝑥 ↦ 𝐹(𝑥)  𝑐  حيث𝑐 . عدد حقيقي ثابت    
 .  تـختاـفان بـثابت فقطنفس الدالة ـأصليتان ل دالتان : نتيجة

 

يقة          وأنه     قابلة للإشتقاق على  𝐹يكفي أن نثبت أن   على مجال  𝑓هي دالة أصلية لـ  𝐹لإثبات أن  : طر
𝐹 (𝑥)فإن   من  𝑥من أجل كل              𝑓(𝑥) 
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  : مثال
( )  : كـمايلي  دالة معرفة على   لتكن    1           

  (1) حيث   الدالة الأصلية للدالة   عين    . 
 لدينا :  ( )               
  (1) وبما أن (1)   (1)  (1)  : فإن     1  ومنه      
                ومنه ( )            1 

 
 
 

  : المعطى لكل دالة من الدوال التالية  عين دالة أصلية على المجال  : تطبيق
❶  ( ) ( )  ❷،    و                     

 

  
 ,∞   -  و   

❸  ( )  
 

  
 

 

√ 
  ,∞   -  و       
  : حل التطبيق

( )  : معرفة بــ  على   دالة أصلية للدالة    ❶    
 

   
       

 

   
           

( )  : ومنه       ثابت حقيقي .  ، حيث                
  : معرفة بــ ,∞   -على   دالة أصلية للدالة    ❷

 

  الدالة   الدالة الأصلية   
   ( )        ( )    
   ( )  

1

 
      ( )    

   ( )  
1

  1
        ( )     

    ( )  
 1

(  1) (   )
    ( )  

1

  
 

-   ∞,  ( )   √     ( )  
1

√ 
 

   ( )      ( )     ( )     ( ) 
   ( )      ( )     ( )      ( ) 
   ( )        ( )     

-   ∞,  ( )         ( )  
1

 
 

𝐹(𝑥0)تحقق الشرط   على المجال  𝑓للدالة  𝐹تـوجد دالة أصلية وحيدة  : خاصية  𝑦0  حيث ،𝑥0      
 عدد حقيقي كيفي . 𝑦0و   من  عدد حقيقي              

 

 ةـدوال الأصلية لدوال مألوفـال
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 ( )  
    

  1
 (      )  ( 

1

(  1) (   )
)    

1

 
        

1

 
   

   : معرفة بــ ,∞   -على   دالة أصلية للدالة     ❸

 ( )   (
 1

(  1) (   )
)   √  (     )     

1

  
  √          

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

   : المعطى لكل دالة من الدوال التالية  عين دالة أصلية على المجال  : 01تطبيق
❶  ( ) ( )  ❷،     و   (       )(      )   

  

(    ) 
     و  

❸  ( )  
    

(       ) 
    و  

   : حل التطبيق
 ( )   : حيث     من الشكل   الدالة  ، ❶  (       )(      ) 

        ( ) ( ) و               و          
 دوالـها الأصلية من الشكل 

   
( )  : ومنه          

 

   
(       )      

 

 
(       )    

❷  ( )  
  

(    ) 
  من الشكل   الدالة  

  
( )      :حيث  ( ) و             و  1    

  دوالـها الأصلية من الشكل 

(   ) (   ) ( )   : ومنه      
  

(   )(    )(   )    
  

    
   

❸  ( )  
    

(       ) 
  من الشكل   الدالة  ، 

  
       و  11       و  1        :حيث 

  دوالـها الأصلية من الشكل 

(   ) (   ) ( )  : ومنه       
 

(   )(       )(   )     
 

 (       ) 
   

  : المعطى لكل دالة من الدوال التالية  عين دالة أصلية على المجال  : 20تطبيق  
❶  ( ) ( )  ❷،     و   (1       )(1  )   

 

(    ) 
     و  

❸  ( )  
    

(        ) 
( )  ❹،       و    

  

√    
     و  

  الدالة  الدوال الأصلية  
          
        
   ( )  

1

  1
            

          
      ( )            

 
 

      ( )    
     

1

(  1) (   )
     

   

      ( )     √      

√ 
 

 الأصلية العمليات على الدوال 
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  : حل التطبيق
❶  ( ) ( )   : تكافئ  (1       )(1  )   

 

 
(    )(       1)   

 دوالـها الأصلية من الشكل 

   
( )  : ومنه          

 

 
 

 

 
(       1)    

 

  
(       1)      

❷  ( )  
 

(    ) 
( )  : تكافئ    

 

 
 

  

(    ) 
  

 دوالـها الأصلية من الشكل 
 

(   ) (   ) ( )    : ومنه      
 

 
 

  

    
    

 

     
   

❸  ( )  
    

(        ) 
( )  : تكافئ   

 

 
 

    

(        ) 
  

  دوالـها الأصلية من الشكل 

(   ) (   ) ( )  : ومنه      
 

 
 

  

 (        ) 
   

  

 (        ) 
     

❹  ( )  
  

√    
( )  : تكافئ   

 

 
 

  

√    
  

( )   : ومنه    √  : دوالـها الأصلية من الشكل  
 

 
  √   1     √   1    

 
 

 

 : المعطى لكل دالة من الدوال التالية  عين دالة أصلية على المجال  : تطبيق
❶  ( ) ( )   ❷،    و   (   )   

(   ) 

 
( )  ❸،     و       و   (    )  

❹  ( ) ( )  ❺،     و   (    )     ،    و   (    )   
❻  ( )      .  

  

 
/
 

( )  ❼،     و        و   (      )     
  : حل التطبيق

❶   ( )  
(   ) 

 
                                      ❷       ( )  

 

 
 

(   ) 

 
   

(   ) 

  
    

❸   ( )  
 

 
 

(    ) 

 
   

(    ) 

 
      ❹      ( )  

(    ) 

 
   

❺   ( )  
 

 
 

(    ) 

 
   

(    ) 

  
       ❻   ( )     

(  
  

 
) 

 
    (  

  

 
)    

❼   ( )   
 

 
 

(      ) 

 
    

(      ) 

 
   

 
 
 

 

( )   :  من   من أجل كل     
 : المعطى لكل دالة من الدوال التالية  عين دالة أصلية على المجال  : تطبيق

❶    ( )  
 

(   ) 
( )   ❷    ،  ,∞   -  و    

  

(   ) 
-  و    1  ∞,  ، 

❸   ( )  
 

(    ) 
-  و  

 

 
  ∞,    ،❹   ( )  

 

 (   ) 
 ، ,∞   -  و  

❺  ( )  
  

(    ) 
( )  ❻،                و    

   

(       ) 
 ، +1*    و  

❼  ( )  
     

(     ) 
    و  

  𝑢 𝑢𝑛  : هي 𝑢 𝑢𝑛 : الدوال الأصلية من الشكل
 

𝑛  
𝑢𝑛   𝑐 

 

′𝑢 : الدوال الأصلية من الشكل

𝑢𝑛
  : هي 

𝑢 

𝑢𝑛
   

 

(𝑛  )𝑢(𝑛  )  𝑐 
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  : حل التطبيق
❶   ( )  

  

 (   ) 
                             ❷       ( )  

 (  )

 (   ) 
   

 

(   ) 
    

❸   ( )  
  

 (    ) 
                      ❹      ( )  

  

   
   

 ❺   ( )  
  

    
                               ❻   ( )  

  

 (       )
   

❼   ( )  
 

     
     

 

 
 

 

 : المعطى لكل دالة من الدوال التالية  عين دالة أصلية على المجال  : تطبيق
❶    ( )  

 

   
( )   ❷    ،  ,∞   -  و    

 

    
 ،     و  

❸   ( )  
    

      
( )  ❹        ،       و    

    

    
 ، ,𝜋  -  و  

❺  ( )  
   

    
( )  ❻،                و    

   

       
 ، +1*    و  

  : حل التطبيق
❶   ( )    (   )                   ❷       ( )  

 

 
  (   1)     

❸   ( )     (     1)           ❹      ( )    (     )    

❺   ( )     (    )                    ❻   ( )  
 

 
  (      1)    

 
 

 

 : المعطى لكل دالة من الدوال التالية  عين دالة أصلية على المجال  : تطبيق
❶    ( ) ( )   ❷                         ،     و          ،     و        

❸   ( )  
 

  
 

 

( )  ❹                   ،        و     ،    و             
❺  ( )  

  

√   
-  و     √   1  ∞,     ،❻  ( )  ،    و          

  : حل التطبيق
❶   ( )  

 

 
                            ❷     ( )   

 

 
    

     

❸   ( )     
 

                            ❹      ( )           

❺   ( )     √                        ❻      ( )  
 

 
        

 
 

 : المعطى لكل دالة من الدوال التالية  عين دالة أصلية على المجال  : تطبيق
❶    ( )  

 

√   
( )   ❷                ،  ,∞  1-  و    

   

√    
 ،  ,∞   -  و  

′𝑢 : الدوال الأصلية من الشكل

𝑢
  : هي 

𝑢 

𝑢
    𝑢  𝑐 

 

-𝑢 𝑒𝑢, : هي 𝑢 𝑒𝑢 : الدوال الأصلية من الشكل  𝑒𝑢  𝑐 
 

′𝑢 : الدوال الأصلية من الشكل

√𝑢
  : هي 

𝑢 

√𝑢
   √𝑢 𝑐 
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❸   ( )  
    

√    
( )   ❹           ،    ,𝜋  -  و    

 

 √   
 ، ,∞   -  و  

❺  ( )  
 

√    
-  و       ∞,    ،       ❻  ( )  

 

√    
 ،    و  

  : حل التطبيق
❶   ( )   √  1                        ❷       ( )   √   1     

❸   ( )   √                           ❹      ( )   √      

❺   ( )  
 

 
√                        ❻   ( )  √       

 

 
  : معادلة تفاضلية هي معادلة  : تعريف
  أو أي حرف آخر   ،   الـمجهول فيها دالة غالبا ما نرمز إليها بالرمز. 
  (    أو المشتقات من رتب أكبر    ) المشتقة الأولى   تظهر فيها بعض المشتقات .... 
  في  ( )تحقق   كـل دالة   في مــجال  ( )نـسمي حلا لمعادلة تفاضلية  . 
          للمعادلة التفاضلية   هي حل في         الدالة   : مثال

        للمعادلة التفاضلية  ,∞   - المــجال هي حل في            الدالة          
 

  
 

 
 

 

  : المعادلات التفاضلية الأتية  حل في  : تطبيق 
❶                             ❷             

 

  
 

❸               
    

  
                     ❹           (  ) 

  : حل التطبيق
 ❶        

 

 
           ❷             

 

 
   ❸         

 

 
                            

-(    )   ,تذكير    
 

 
   (    )    

❹      
 

 
   (  )     

 
  

 
 
 

 0 فاضليةـتـالمعادلات ال

 𝑦  𝑓(𝑥) : المعادلات الـتـفاضلية من الشكـل
 

 فإن حلول المعادلة التفاضلية   دالة أصلية لها على  𝐹، وكانت   دالة مستمرة على مـجال  𝑓إذا كانت    : مبرهنة
             𝑦  𝑓(𝑥)  هي الدوال𝑦 حيث : 𝑦  𝐹(𝑥)  𝑐  مع ،𝑐   عدد حقيقي ثابت 

 𝑦  𝑓(𝑥) : المعادلات الـتـفاضلية من الشكـل
 

 𝐹دالة أصلية للدالة  𝐺، وكانت  𝐼دالة أصلية لها على  𝐹، وكانت   دالة مستمرة على مجال  𝑓إذا كانت  : مبرهنة 
𝑦 : حيث 𝑦هي الدوال  𝑦  𝑓(𝑥)فإن حلول المعادلة التفاضلية                𝐺(𝑥)  𝑐 𝑥  𝑐   

 عددان حقيقيان ثابتان  𝑐و  𝑐 : مع
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  : فاضلية الأتيةـتـالمعادلات ال  حل في  : تطبيق
❶                               ❷            (    ) 

❸               
       

  
                    ❹          (  )      ( ) 

  : حل التطبيق
.      : ومنه         ،                 ❶

 

 
  /   .

 

 
  /               

    : ومنه       ،                    
  

 
 

  

 
 

   

 
        

    : ومنه     ،        (    )            ❷
 

 
   (    )        

     
 

 
0 

 

 
   (    )1    ،  ومنه          

 

 
   (    )         

❸      
       

  
         : أي  ،  

 

  
     : ، ومنه  

  

 
 

  

 
 

 

 
     

       
 

 
.
  

 
/  

 

 
.
  

 
/    | |    : ، ومنه        

 

  
   

 

 
     | |         

❹          (  )     : ، ومنه     ( )     
 

 
   (  )      ( )       

     
 

 
0 

 

 
   (  )1      ( )    ، ومنه         

 

 
   (  )      ( )         

 
 

  

 
 

 

   : المعادلات التفاضلية الأتية  حل في  : تطبيق
❶                   ،  ❷              ،❸                𝜋     

  : حل التطبيق
 ومنه نستنتج     ، ومنه        ، أي أن                     ❶

       (  )       (  ) 
 ومنه نستنتج    ، ومنه         ، أي أن                 ❷

       (  )       (  ) 

❸        𝜋        أي أن ،     𝜋    أي أن ،    .
 

 
/
 
  ، ومنه   

 

 
 ومنه نستنتج 

       (
 

 
 )       (

 

 
 ) 

 
 
 
 
 
 
 

 

 𝑦   𝑤 𝑦 : المعادلات الـتـفاضلية من الشكـل
 

   𝑦هي الدوال  𝑦   𝑤 𝑦عددا حقيقيا غير معدوم ، فإن حلول المعادلة التفاضلية  𝑤إذا كان  : مبرهنة 
𝑦 : حيث              𝑐    𝑤𝑥  𝑐    𝑤𝑥  مع ، : 𝑐  و𝑐  عددان حقيقيان ثابتان . 

 

 3 التكامل

يف التكامل  ،   عددان حقيقيان من  𝑏و  𝑎،   دالة مستمرة على المجال  𝑓  : تعر
𝐹(𝑏)يسمى العـدد الحقيقي      𝐹(𝑎)  حيث𝐹  دالة أصلية للدالة𝑓  التكامل من    على ،𝑎   إلى𝑏  لـ𝑓 
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ونرمز إليه بالرمز     

𝑏

𝑎
  𝑥تفاضل  𝑓(𝑥)لــ  𝑏إلى   𝑎، و نقرأ التكامل من   
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  : ملاحظة
   عـمليا لحساب العدد  ( )  

 

 
 ثم نكتب   و   يشمل العددين   على   للدالة   نقوم بتعيين دالة أصلية  

∫ ( )  

 

 

 , ( )- 
   ( )   ( ) 

  فيكون لدينا مثلا    ،   بأحد الأحرف   يمكن إستبدال المتغير ، ...  ( )  
 

 
   ( )  

 

 
 

  
 
 
 
 
 

 

  : لنحسب التكاملين التاليين :  20مثال 
 (     1)  

 

  
                

 

0
 

∫(     1)  

 

  

 ,     -  
  (  )  ( )     

∫       

 

0

  
1

 
      

0

 

 
1

 
,( )  (   )-  

   1

  
 

( )   : بــ  المعرفة على   نعتبر الدالة  :  20مثال   تمثيلها البياني في معلم متعامد  (  )،        
 في حالة المعلم متجانس  - أ

 1  ،  1   والمستقيمات  (  )مساحة الحيز المحدد بــ 
 : هي (   ). بوحدة المساحة )محور الفواصل(    و       

     ( )   0 
 

 
     1

  

 

 .
  

 
  /  .

 

 
  /  

 0

 
(   )

 

 
 

  متجانس غير في حالة المعلم  - ب
 على محور التراتيب     على محور الفواصل و     مثلا نأخذ 

  مضروبة في جداء الوحدتين ومعناهالمساحة السابقة  : هي 1و 1 تحت المنحني بين العددين     مساحة الحيز بــ 
 0

 
           

 
  إذا كان ( )   ( )  ، فإن  -   ,على    

 

 
    

  إذاكان ( )   ( )  فإن  ( )  
 

 
   ( )  

 

 
  

   ( )  
 

 
   

 خواص التكامل 
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 علاقة شال :   ( )  
 

 
   ( )  

 

 
   ( )  

 

 
 

 أ( : الـخطية                ( )  
 

 
    ( )  

 

 
 

( ) ,       ب(                         ( )-     ( )  
 

 
   ( )  

 

 

 

 
     

 التناظر :                            ( )  
 

 
    ( )  

 

 
  

  |1   |   : أحسب التكامل التالي : تطبيق 
 

0
 

 دون رمز القيمة المطلقة  |1   |نكتب  : أولا 
|   1|  {

 (   1)             ,  1-

   1                    ,1  -
 

∫|   1|  

 

0

 ∫(    1)  

 

0

 ∫(   1)     
1

 
     

 

1

  
1

 
     

1

 

 
 

 
 (

 

 
 

  

 
)   

 

 

 

  أحسب التكاملات التالية في كل حالة مما يأتي بإستعمال خواص التكامل : 082ص  02تطبيق
❶             .    

1

 
/  

 
1

 
1

  ،❷         .1    /      .1    /  
1
 

 
1

 

❸       (     )    (     )  
 𝜋
 

1

𝜋
 
1

 

  : حل التطبيق

  ∫       ∫(    
1

 
)    ∫(        

1

 
)    ∫(         )   ∫( )   

 

1

 

1

 

 

 

 

 

 

 

 
1

 
   

 

 

 
1

 
   

1

 
 

  ∫   (1    )   ∫   (1    )  

 

 

 

 

 ∫   (1    )    

 

 

 

  ∫(     )   ∫ (     )  

  

 

 

 

 

 

   ∫(     )   

(

 ∫(     )  

 

 

 

 ∫ (     )  

  

 

 

 )

 

 

 

 

 

  ∫(     )   ∫ (     )    
1

 
      

 

 

  

 

  

  

 

 

 

 

 

  

 

 

 
 

  : حيث  هي العدد الحقيقي  -   ,على المجال   ، القيمة المتوسطة للدالة  -   ,دالة مستمرة على المجال   
 

 
 
 

 القيمة المتوسطة لدالة على مــجال 

𝑚  
1

𝑏  𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
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( ) المعرفة بــ   القيمة المتوسطة للدالة   : مثال   : هي -  1 ,على المــجال       

  
1

  ( 1)
∫(    )  

 

  

 
1

 
,     - 1

    
 

 

 ،  -   ,من   بحيث من أجل كل   و   ، إذا وجد عددان حقيقيان  -   ,دالة مستمرة على المجال   
   ( ) (   )   : فإن       ( )  

 

 
  (   ) 

( )  : بــ  ∞  1  المعرفة على   نعتبر الدالة  : تطبيق  1    (  1) 
 . -1    ,على   أدرس إتجاه تغير الدالة   ❶
 . ( ) إستنتج حصرا لــ  ❷
  ( )    إستنتج حصرا للعدد الحقيقي  ❸

   

 
 . 

  : تطبيقالحل 
( )  ،   ∞  1  من   لدينا من أجل كل   ❶  

 

   
        الدالة  ومنه  ∞  1  متزايدة تماما على   ، إذن  

  -1    ,متزايدة تماما على المــجال        

( ) ، أي  1      ،  -1    ,من   نستنتج أنه من أجل كل  ❷   ( )   (  1)  
1ومنه        ( )    

(   )بتطبيق حصر القيمة المتوسطة نجد  ❸    ( )  
   

 
  (   ) 

  على مجال   هي القيمة المتوسطة لدالة مستمرة   في كل حالة من الحالات التالية  : 088ص  94تطبيق
 أحسب التكامل المطلوب                           

❶       ،  ,1  -  ،  ( )  
 

 
       ❷         ،  ,1  -  ،  ( )  

 

 
    

 : تطبيقحل ال
  لدينا       

 

   
  ( )  

 

 
  ( )  ومنه  

 

 
  (   ) 

  ( )  ، فإن  -  1,  ،       بما أن ❶
 

 
  (  1)    

  ( )  فإن  -  1,  ،         بما أن ❷
 

 
 (  1)         

  :أحسب التكاملات الأتية  : تطبيق
❶    (   1  

 

  
)   

 

 
       ❻   .

  

    
/   

 

 
 

❷     (  1)   
 

 
                  ❼         .

 

√    
/   

 

 
 

❸     .
   

 
 

 

 √ 
/  

 

 
            ❽    (     )  

   

0
  

❹      (   1)  
 

 
             ❾    .

   

    
/   

 

0
 

❺     .
  

(    ) 
/  

 

 
            ❿    .

 

√    
/  

 

0
 

 حصر قيمة متوسطة
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  : حل التطبيق

∫(   1  
1

  
)   

 

0

       
1

 
 
0

 

 (     
1

 
)  (1  1  

1

1
)  

 

 
 

∫(  1)   

 

 

 *
(  1) 

 
+
 

 

 (
(  1) 

 
)  (

(1  1) 

 
)  

 1

 
   1     

∫(
   

 
 

1

 √ 
)   

 

 

     | |  √  
 

 
 (     √ )  (   1  √1)  1         1  

∫  (   1)    
1

 
(   1)  

 

 

 (
1

 
(   1) )  (

1

 
(   1) )  1      

 

 

 

∫(
  

(    ) 
)    

 

 
∫(

  

(    ) 
)    

 

 
 

 1

 (    ) 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 (

 1

 (    ) 
)  (

 1

 (1   ) 
)  

   1  

∫(
  

   1
)   

1

 
∫(

   

   1
)   

1

 
,  (    1)- 

  

 

 

 

 

1

 
,(  (    1))  (  ( 1  1))-       

∫(
1

√   1
)    

1

 
∫(

 

√   1
)    √   1 

 

 
 (√ ( )  1)  .√ (1)  1/     

 

 

 

 

 

∫    (     )    
1

 

   

0

∫     (     )    
1

 
,     -0

    
1

 
 (       )  (  (0)   ) 

   

0

 

 
 

 
 

∫(
   

   1
)   

  

 

 

0

∫(
  

   1
)   

  

 
,  (   1)-0

  
  

 
,(  (1  1))  (  (   1))-

 

0

 

 
  

 
    

∫(
1

√   1
)   

1

 
∫(

 

√   1
)    

 

 
 √   1 

0

 
 

 

 
 (√ (1)  1)  (√ ( )  1)  

 

 

 

0

 

0

 

 
 
 

 على الترتيب   و   المنحنيين الممثلان للدالتين  (  )و  (  )الـمستوي منسوب إلى معلم متعامد ، 
     و     ومحور الفواصل والمستقيمين  (  )من المستوي الـمحدد بالمنحني   إلى مساحة حيز   نرمز بــ 

  : نــميز ثلاث حالات  لــحساب المساحة 
  : -   ,حالة دالة موجبة على مــجال  - أ

  ( )      : فإن -   ,يقع فوق محور الفواصل على المــجال  (  )إذا كان 
 

 
 

 9 حساب المساحات    
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  : -   ,على مــجال  سالبةحالة دالة  -ب
  ( )       : فإن -   ,يقع تحت محور الفواصل على المــجال  (  )إذا كان      

 

 
 

 
  

 
 
 
 

 

  : -   ,على مــجال  تغير إشارتهاحالة دالة  -جــ 
 فوق محور الفواصل وبحساب      (  )التي يكون فيها على المجالات   نقوم بحساب تكامل الدالة   لــحساب المساحة    
–تكامل الدالة      تحت محور الفواصل ، ثم نقوم بــجمع هذه المساحات فمثلا في  (  )على المجالات التي يكون فيها   
  : تساوي  الشكل الموالي المساحة    

 
 
 

  : مساحة حيز محدد بمنحنيين
  (  )من المستوي الـمحدد بالمنحني   إلى مساحة حيز   نرمز بــ 

     و     والمستقيمين  (  )و 
 : فإن -   ,على المــجال  (  )يقع فوق  (  )إذا كان 

   ( ( )   ( ))  
 

 
 

 والعكس صحيح
 

 

𝐴   ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥  ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥  ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑑

𝑑

𝑐

𝑐

𝑎
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  : مثال
( )  : بــ -   ,دالتين معرفتين على المــجال   و             ، ( )  (  )و  (  )،        

 تمثيلهما البيانيين لهما على الترتيب 
  و  (  )لنحسب مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنيين(  )  

    و     ستقيمين اللذين معادلتيهما ـموال
( )  : -   ,من   لدينا من أجل كل          ومنه  ( )  

                      ( ( )   ( ))  
 

0
 

               (      )   0 
  

 
   1

 

 
 

0
 

 

 
(   ) 

 
 

 
 

  : ملاحظات
 يق القواعد .ئيمكننا التكامل بالتجز  ة من إيجاد التكامل في بعض الحالات التي لا يمكن إيجاد التكامل عن طر
 ة لا يصلح في كل الحالات .ئما أن التكامل بالتجزئتذكر دا 
 ة مرة واحدة .ئفي بعض الحالات لا يكفي تطبيق قاعدة التكامل بالتجز 
    (   )   : لنحسب التكامل  : مثال

 

0
  

   لحساب التكامل يمكننا أن نستعين بالجدول التالي
  ( )  1  ( )      
  ( )      ( )     

∫(   )    

 

0

 ,(   )  -0
  ∫     ,(   )  -0

  ,  -0
 

 

0

  

((1   )  )  ((   ) 0)  ,(  )  ( 0)-     1 
  :ة  أحسب التكاملات الأتية ئبإستعمال التكامل بالتجز  : تطبيق

❶           
 

 
                      ❸     

   

    
 

 
       

❷       (  1)   
 

 
               ❹    (     )  

 

0
 

  : حل التطبيق
           لحساب ❶ 

 

 
 يمكننا أن نستعين بالجدول التالي ،  

  ( )  
1

 
  ( )      

  ( )     ( )  
1
 
   

 ـةئالتكامل بالتـجز

من  𝐼مستمرتان على   𝑣و   𝑢، بحيث أن الدالتين المشتقتين  𝐼دالتين قابلتين للإشتقاق على   𝑣و  𝑢لتكن  : مبرهنة 
𝑢(𝑥)𝑣 (𝑥)𝑑𝑥  : لدينا 𝐼من  𝑏و  𝑎أجل كل عددين حقيقين   ,𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)-𝑎

𝑏  
𝑏

𝑎
 𝑢 (𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
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∫       

 

 

  
1

 
      

 

 

 
1

 
∫     

1

 
      

 

 

 
1

 

 

 

*
1

 
  +

 

 

  

(
1

 
     )  (

1

 
1   1)  

1

 
,(  )  (1 )-  

   1

 
 

(1  )      لحساب  ❷   
 

 
 يمكننا أن نستعين بالجدول التالي ،  

  ( )  
1

  1
  ( )    (  1) 

  ( )  1  ( )    1 

∫  (  1)   

 

 

  ,(  1)   (  1)- 
  ∫1   ,(  1)   (  1)- 

  

 

 

, - 
   

((  1)   (  1))  ((  1)   (  1))  ,( )  ( )-   1       
    لحساب  ❸

   

    
 

 
  يمكننا أن نستعين بالجدول التالي ،  

  ( )  
1

 
  ( )      

  ( )  
1

  
  ( )   

1
 

 

∫
   

  
  

 

 

    
1

 
    

 

 

 ∫ 
1

  
     

1

 
    

 

 

 

 

 

 
1

 
 
 

 

  

( 
1

 
   )  ( 

1

1
  1)   (

1

 
)  (

1

1
)  1       

  (     )    لحساب  ❹
 

0
  يمكننا أن نستعين بالجدول التالي ،  

  ( )  1  ( )    
  ( )        ( )       

∫ (     )  

 

0

  ,     - 
  ∫        ,     - 

  

 

 

,     - 
   

(𝜋    𝜋)  (     )  ,(   𝜋)  (    )-     
 

    
 
 
 
 
 

𝑥)  الدوال الأصلية للدالة   : ملاحظة  𝑎) هي : (𝑥  𝑎)   (𝑥  𝑎)  𝑥  𝑐 
             

يأتي  تصلي وتصوم وتقرأ القرآن وتتعب في العمل و
 . من يأخذ حسناتك مرتاحا ، فقط لأنك أغتبته

 حذاري من فاكهة الـمجالس

 


