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 146 ص 1 رقمنشاط
الدالة الأصمية لدالة عمى مجال 

. I قابمة للاشتقاق عمىf وI دالتان معرفتان عمى مجالF وf :تعريف
I ، منx      إذا كان من أجل كل   F x f x نقول أن  :

o fىي الدالة المشتقة لمدالة F. 
o Fدالة أصمية لمدالة fعمى I. 

: امثمة
 بـِ  المعرفة عمىF الدالة-1  2 2 5F x x x  ىي دالة أصمية عمى لمدالة fالمعرفة  

بـِ عمى  2 2f x x   
 المعرفة عمىFالدالة  - 2 0; ِبـ   cosF x x x ىي دالة أصمية عمى لمدالة f 

 عمىالمعرفة 0; ِبـ 
1

sin
2

f x x
x

  

 . دالتان أصميتان لنفس الدالة تختمفان بثابت فقط:نتيجة
 :(دون برهان  )خواص 

. I تقبل دوالا أصمية عمىf فإنI دالة مستمرة عمى مجالfإذا كانت(1
 ىي I عمىf فإن كل الدوال الأصمية لمدالةI عمى المجالf دالة أصمية لمدالةFإذا كانت (2

: الدوال x F x kحيث kعدد حقيقي ثابت  . 
 بـِ  المعرفة عمىFالدالة :مثال  2 3 1F x x x  ىي دالة أصمية عمى لمدالة fالمعرفة  

 

   :المكتسبات القبمية  
  .تعيين دالة أصمية لدالة مستمرة عمى مجال  :المكتسبات المستهدفة  
  الكتاب المدرسي :المراجع  

 جلام جميمة  :الأستاذة  39:مذكرة رقم  

   التحميل  :ميدان التعمم -                               واد الجمعة– محمد حسين بن زيان :ثانوية 

 الدوال الأصمية والحساب التكاممي :المحور السنة الثالثة عموم تجريبية                                    :المستوى 

  الدوال الأصمية :الموضوع  ساعة                                                           :المدة 

 2025-2024  :السنة الدراسية 



 
 
 
 
 

 
 :تقويم 

بـِ عمى  2 3f x x لأن من أجل كل xمن لدينا  :   2 3F x x f x    .
الدالةGالمعرفة عمى  ِبـ   2 3 2F x x x  ىي كذلك دالة أصمية عمى لمدالة f  

:  لدينا منxلأن من أجل كل   2 3G x x f x    .
) ىي الدوال عمىfكل الدوال الأصمية لمدالة*  )x F x k 2 أي 3 1x x x k   حيث 

kعدد حقيقي ثابت .  
 المعرفتين عمى g وf نعتبر الدالتين:تمرين 1; كما يمي  :

 
 

2

2

2 4

1

x x
f x

x


 


   و  

1
2

1

x
F x x

x


 


 

 عمى المجالf دالة أصمية لمدالةF    بين أن الدالة 1;  .
 دالة ناطقة معرفة عمىF :الحل 1; فيي إذن قابمة للاشتقاق عمى  1;   و من أجل
 منxكل 1; لدينا     : 

   

   
2 2

1 1 1 1 2
2 2

1 1

x x
F x

x x

  
    

 

 

: و منو 
 

 

 

 

  

 

 

 

2
2

2 2 2 2

2 1 1 2 1 1 1 12 2 1 2 2

1 1 1 1

x x xx x x
F x

x x x x

                 
   

 

:      و بالتالي 
   

 
2 2

2 2

2 4 2 4

1 1

x x x x
F x f x

x x

  
    

 

 

 منxمن أجل كل و ىكذا  1; ،   F x f x  .إذنFِدالة أصمية ل ـ fعمى المجال  1; . 
 و I قابمة للاشتقاق عمىF يكفي أن نثبت أنI عمى مجالf دالة أصمية ل ـFِلإثبات أن :طريقة

I ، منxكل أن من أجل   F x f x  .
 المعرفتين عمى G وFنعتبر الدالتين :تمرين 2;كما يمي  :

                  
2 2 3

2

x x
F x

x

 



   و    

2 1

2

x
G x x

x


 


 

  دالتان أصميتان لنفس الدالةG وF   باستعمال طريقتين مختمفتين بين أن
 منx نبين أنو من أجل كل:الطريقة الأولى:    الحل 2; ،   F x G x  

 منxمن أجل كل 2;، 
 

2

2

4 1

2

x x
F x

x

 
 


 و  

 

2

2

4 1

2

x x
G x

x

 
 


 

 منxإذن من أجل كل 2; ،   F x G x  .الدالتان ىما إذن دالتان أصميتان لنفس الدالة. 
 منx نبين أنو من أجل كل:الطريقة الثانية           2; ،   F x G x k  حيثkعدد حقيقي . 

 منxمن أجل كل 2;  ،   
 2 2 22 3 2 1

2
2 2 2

xx x x
F x G x x

x x x

     
         

    
           

  158 صفحة 3، 2 ، 1 تمرين
 159 صفحة 17 إلى 11 من تمارين منزلية
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تمييد 
 الدالة الأصمية التي تأخذ قيمة معمومة من أجل قيمة لممتغير

.  عدد حقيقي كيفي0y وI عدد حقيقي منI.0x دالة مستمرة عمى مجالf :خاصية
  تحقق الشرطI عمى المجالf لمدالةFتوجد دالة أصمية وحيدة 0 0F x y 

 إحدى ىذه الدوال Gو لتكنI فيي تقبل دوالا أصمية عمىI مستمرة عمىfبما أن الدالة :البرهان
. الأصمية
I ، منx فإن من أجل كلI عمىf دالة أصمية أخرى لمدالةFإذا كانت   F x G x k  

.  عدد حقيقيkحيث
الشرط 0 0F x y يعني أن  0 0G x k y أي أن  0 0k y G x  . لقد تم ىكذا تحديد

. kالعدد الحقيقي
  تحقق الشرط I عمى المجالf لمدالةFتوجد إذن دالة أصمية وحيدة 0 0F x yو لدينا  :

     0 0F x G x y G x   
)2: ب ـِ   المعرفة عمى fنعتبر الدالة :تطبيق ) 3 cosf x x x  
 .عمى fعين كل الدوال الأصمية لمدالة. 1
 و التي تحقق عمى fلمدالة Fالأصمية عين الدالة. 2      1F  . 

 162 صفحة 51تمرين  . 158 صفحة 6تمرين 
  158 صفحة 10 إلى 6تمارين منزلية 

 

   :المكتسبات القبمية  
  0x من أجل قيمة لممتغير0yتعيين الدالة الأصمية التي تأخذ قيمة معمومة   :المكتسبات المستهدفة  

   الكتاب المدرسي :المراجع  

 جلام جميمة  :الأستاذة   40 :مذكرة رقم 

   التحميل  :ميدان التعمم -                               واد الجمعة– محمد حسين بن زيان :ثانوية 

 الدوال الأصمية والحساب التكاممي :المحور السنة الثالثة عموم تجريبية                                    :المستوى 

 ''تابع ''  الدوال الأصمية :الموضوع  ساعة                                                           :المدة 

 2025-2024  :السنة الدراسية 
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 تمييد 
 حساب الدوال الأصمية 

 دوال الأصمية لدوال مألوفة 
 .تم الحصول عمى النتائج الممخصةفي الجدول الموالي انطلاقامن قراءةعكسية لمشتقات دوال مألوفة

 . عددا حقيقيا كيفياcيمثل. F ىي الدوالI عمى المجالf  الدوال الأصمية لمدالة
I   F x   f x  

 ax c a( a عدد حقيقي ) 

 21

2
x c x 

 11

1

nx c
n

 


 nx ( n )  

 ;0أو  0; 1
c

x
  

2

1

x
 

 ;0أو  0; 
  1

1

1 n
c

n x 
 


  1

nx
(n2 وn ) 

 0; 2 x c 
1

x
 

 cosx c  sinx 
 sinx c cos x 

;
2 2

k k
 

 
 
   
 

 k  tan x c 2

2

1
1 tan

cos
x

x
  

 

 

  حساب الدوال الأصمية :المكتسبات القبمية  
  .تعيين الدوال الأصمية لدوال مألوفة والعمميات عمييا  :المكتسبات المستهدفة  
  الكتاب المدرسي :المراجع  

 جلام جميمة  :الأستاذة   41:مذكرة رقم  

   التحميل  :ميدان التعمم -                               واد الجمعة– محمد حسين بن زيان :ثانوية 

 الدوال الأصمية والحساب التكاممي :المحور السنة الثالثة عموم تجريبية                                    :المستوى 

  حساب الدوال الأصمية :الموضوع  ساعة                                                           :المدة 

 2025-2024  :السنة الدراسية 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

 :تقويم 

 خواص
F فإنI عمى مجالg وf دالتين أصميتين عمى الترتيب ل ـGِوFإذا كانت (1 G دالة أصمية 
fل ـِ gعمى I .
I عمىkf دالة أصمية لمدالةkF فإنI عمى مجالf دالة أصمية لمدالةFإذا كانت (2 k 

. 
 عين الدالة الأصمية عمى المجال المعطى لكل دالة  تمرين
      1)  3 5 3f x x x   وI    

      2)   2

3
g x

x
و ;0I      

      3)  3

2 1
h x

x x
 و  0;I   

 الدوال الأصمية و العمميات عمى الدوال
uدالة قابمة للاشتقاق عمى مجال I .

 fالدالة Iىعلfالأصمية لمدالة الدوال uشروط عمى الدالة
 21

2
u c u u 

 11

1

nu c
n

 


 nu u ( n  ) 
 منxمن أجل كل

I،  0u x  
1

c
u

  
2

u

u

 

 منxمن أجل كل
I،  0u x    1

1

1 n
c

n u 
 


 n

u

u

(nو 
2n  )

 منxمن أجل كل
I،  0u x  2 u c 

u

u

 

 ue c uu e

 162 صفحة 57 .53 تمرين . 159 صفحة 26 .27 .29. 28  تمرين 
  160 صفحة 30 إلى 19 تمارين منزلية
 162 .161 صفحة 56 إلى 36 تمارين منزلية
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 تمهيد
 

المعادلات التفاضمية من الشكل y f x  

 فإن حمول I دالة أصمية ليا عمىF و كانتI دالة مستمرة عمى مجالfإذا كانت  :مبرهنة
المعادلة التفاضمية   y f x ىي الدوال yحيث : y F x c مع cعدد حقيقي ثابت .  

 حمول المعادلة التفاضمية :مثال
2

1
y

x
 في  0;ىي الدوال y1: حيث

y c
x

  مع c 
 .ثابت حقيقي

  :تمرين
  المعادلة التفاضميةحل في. 1 23 3 1......y x x E   . 

حل المعادلة التفاضمية F عين. 2 Eبحيث : 
3

1
2

F . 
المعادلات التفاضمية من الشكل y f x  

 G و كانتI دالة أصمية ليا عمىF و إذا كانتI دالة مستمرة عمى مجالf إذا كانت:مبرهنة
 فإن حمول المعادلة التفاضمية I عمىFدالة أصمية لمدالة y f x ىي الدوال yحيث  :
  1 2y G x c x c   1  معc2 وcعددان حقيقيان ثابتان.  

siny حمول المعادلة التفاضمية :مثال x في ىي الدوال yحيث :siny x ax b   .a،
bثابتان  . 

 

 حساب الدوال الأصمية    :المكتسبات القبمية  
حمول المعادلة التفاضمية    :المكتسبات المستهدفة   y f x   او  y f x  

  الكتاب المدرسي :المراجع  

 جلام جميمة  :الأستاذة  42 :مذكرة رقم  

   التحميل  :ميدان التعمم -                               واد الجمعة– محمد حسين بن زيان :ثانوية 

 الدوال الأصمية والحساب التكاممي :المحور السنة الثالثة عموم تجريبية                                    :المستوى 

  المعادلات التفاضمية :الموضوع  ساعة                                                           :المدة 

 2025-2024  :السنة الدراسية 
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 المعادلة التفاضمية حل في :تمرين 2cos 2 .....

4
y x E

 
   

 
الذي  Fثم عين الحل.

 :يحقق 
2

0 1
4

F   .و' 0
4

F
 

 
 

 

2yالمعادلات التفاضمية من الشكل y   
 عددا حقيقيا غير معدوم فإن حمول المعادلة التفاضمية  إذا كان:(دون برهان  )مبرهنة 

2y y  ىي الدوال y1: حيث 2cos siny c x c x   1  معc2 وcعددان حقيقيان ثابتان  .
 المعادلة التفاضمية نعتبر في :تمرين 2 0y y E   .
 المعادلة التفاضميةحل في. 1 E . 
1:الذي يحقق الشرطين F عين الحل. 2     2

2 3
F
 

 
 

2 و
0

3
F

 
  
 

. 

 161 صفحة 35 إلى 31 تمارين منزلية
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 166 ص 1 رقمنشاط
الدالة الأصمية و مساحة حيز تحت منحن 

a حيثI عددان حقيقيان منb وI.a دالة مستمرة و موجبة عمى مجالf :خاصية b. fC 
  fمنحني

    في معمم متعامد ; ,O A Bو Fِدالة أصمية ل ـ fعمى I. 
   مساحة الحيز تحت المنحني fCبين العددين aو b ىو العدد الحقيقي    F b F a .

  :ملاحظات
الحيز تحت المنحني. 1 fCبين العددين aو bىو  

 الحيز المحدد بالمنحني fC محور الفواصل و المستقيمين ،
x المذين معادلتاىما  aو x b .

  OAKBوحدة المساحة ىي مساحة المستطيل. 2
 ىي النقطة التي إحداثياىا Kحيث 1;1 .

:  ب ـِ المعرفة عمى f  نعتبر الدالة:تمرين   22f x x  
  .fأرسم النمثيل البياني لمدالة. 1
أحسب بوحدة المساحة. 2 .u aِمساحة الحيز المحدد ب ـ  C 1  و المستقيماتx  ، 1x و 
0y . 
 عمى محور الفواصل و2cm: متعامد حيث الوحدات كما يميfالمعمم الذي مثمت فيو الدالة. 3

 

   :المكتسبات القبمية  
  .توظيف خواصو تعريف التكامل و و :المكتسبات المستهدفة  
  الكتاب المدرسي :المراجع  

 جلام جميمة  :الأستاذة  43:مذكرة رقم  

   التحميل  :ميدان التعمم -                               واد الجمعة– محمد حسين بن زيان :ثانوية 

 الدوال الأصمية والحساب التكاممي :المحور السنة الثالثة عموم تجريبية                                    :المستوى 
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0 1

1

x

y
Intégrale = 3,33333

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 :تقويم 

1,5cm2أحسب ب ـِ. عمى محور التراتيبcm1 مساحة الحيز تحت المنحني بين العددين1 و .
  :الحل 
 موجبة  عمى المجالfالدالة 1;1و دالة أصميةليا عمى  1;1ىي الدالة Fحيث :

  31
2

3
F x x x  

مساحة الحيز، بوحدة المساحة   .u a1، تحت المنحني بين العددين1 و 
  : ىي

       
11

3

11

1 1 1 10
2 2 2 .

3 3 3 3
f x dx x x u a



     
           
     

 

2وحدة المساحة ىي . 3 1,5cm cm 23 أيcm و بالتالي فإن مساحة  
210: ىي1 و1، تحت المنحني بين العددين2cmالحيز، بـِ 

3
3

cm210  أيcm 

تعريف التكامل 
 .I عددان حقيقيان منb وI.a دالة مستمرة عمى مجالf : تعريف

يسمى العدد الحقيقي   F b F a حيث ،Fدالة أصمية لمدالة fعمى Iالتكامل من ،aإلى bِل ـ 
f و نرمز إليو بالرمز 

b

a

f x dx .التكامل من:" نقرأaإلى bِل ـ  f xتفاضل x ." 

لحساب العدد. 1 :ملاحظة 
b

a

f x dxنقوم بتعيين دالة أصمية Fلمدالة fعمى مجالI يشمل 

:  ثم نكتبb وaالعددين       
b

b

a
a

f x dx F x F b F a     

فيكون لدينا مثلا ... ،t،q بأحد الحروفxيمكن استبدال المتغير. 2   
b b

a a

f x dx f t dt  

:  أحسب التكاملات التالية(:1)تمرين 
1 ) 

2

2

1

3 2 1x x dx


               2 ) 
2

2 1

0

xe x dx              3 )
0

cos xdx


 

: الحل 

   
2

2
2 3 2

1
1

3 2 1 8 4 2 (1 1 1) 9x x dx x x x




                  

 
22

2 1 2 1 2 5

00

1 1 1 1
2

2 2 2 2

x xe x dx e x e e  
      

 
 

 
0

0
cos sin 0xdx x








  
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بناء 
 :المفاىيم

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  :تهيئة نفسية 
 

 خواص التكامل
 علاقة شال. 1

 : لديناI منc  وa، b من أجل كل أعداد حقيقية .I  دالة مستمرة عمى مجالf:خاصية
                                    

b c c

a b a

f x dx f x dx f x dx    

:  فإنI عمىf دالة أصمية ل ـFِإذا كانت :البرىان

                 
b c c

a b a

f x dx f x dx F b F a F c F b F c F a f x dx                    

 من الواضح أن:نتائج        0

a

a

f x dx ومنو إذا أخذنا c aنحصل عمى 

   
b a

a b

f x dx f x dx   

:  أحسب التكامل التالي(:2)تمرين 
1

2

3

4x dx


 

، عبارة xنكتب، حسب قيم :طريقة f x دون رمز القيمة المطمقة لنتمكن من تعيين دوال أصمية 
 .fلمدالة
2: الحل 4x  2 كثير حدود من الدرجة الثانية جذراه ،2و بالتالي  :
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 :تقويم 

 من أجل كلxمن  3; 2 ،2 4 0x   2  إذن 24 4x x  . 
 من أجل كلxمن  2;1 ،2 4 0x   2 إذن 24 4x x    .

: باستعمال علاقة شال يكون لدينا

   
1 2 1 2 1

2 2 2 2 2

3 3 2 3 2

4 4 4 4 4x dx x dx x dx x dx x dx

 

    

              

و منو 

 
2 11

2 3 3

3 23

1 1 8 1 8 34
4 4 4 8 9 12 4 8

3 3 3 3 3 3
x dx x x x x



 

            
                            

            
 

 الخطية
 منbوaمن أجل كل عددين حقيقيين.عدد حقيقيkوIدالتان مستمرتان عمى مجالg وf:خاصية

Iلدينا : 1        
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx             2  .   
b b

a a

k f x dx k f x dx  

مثال  

   
1 1 1

1 12

00
0 0 0

2 1 2 1 1 0 1 0 2x dx xdx dx x x              

:نعتبر التكاممين:تمرين
4

2

0

cosA x dx



 و
4

2

0

sinB x dx



  أحسبA BوA B ثم استنتجAوB .

 المقارنة
 دالتان مستمرتان عمى مجالg وf :خواص ;a b .

 1إذا كان من أجل كل xمن  ;a b،  0f x  فإن   0

b

a

f x dx  

 2إذا كان من أجل كل xمن  ;a b،   f x g x فإن   
b b

a a

f x dx g x dx  

 نعتبر التكامل  :(:1)تمرين 
1

2

0

1

1
I dt

t


 

 من tبين أنو من أجل كل.  1 0;1 ، 
2

1
1

1t



 Iاستنتج حصرا لمعدد.  2.    

 :    الحل 
 منtمن أجل كل.  1 0;1،21 1t  من أجل كل  و منوtمن  0;1،

2

1
1

1 t



. 

0بما أن .  2 1 و بتطبيق خاصية المحافظة عمى الترتيب نستنتج أن 
1 1

2

0 0

1
1

1
dt dt

t


   

و بما أن  
1

1

0

0

1 1dt t  فإن 
1

2

0

1
1

1
dt

t



 منt أجل كلمن الواضح كذلك أنو من.  0;1،



2

1
0

1 t



 

0I و منو   .0: نستنتج ىكذا الحصر التالي 1I . 
  184 صفحة 3، 2 ، 1 تمرين
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 تهيئة نفسية 
 القيمة المتوسطة لدالة عمى مجال

 دالة مستمرة عمى مجالf :تعريف ;a b .

 عمى المجالfالقيمة المتوسطة لمدالة ;a bىي العدد الحقيقي  : 
1

b

a

m f x dx
b a


  

 موجبة عمى المجالfنفرض أن الدالة  :التفسير البياني في حالة دالة موجبة ;a b. 
ليكن  Cالتمثيل البياني لمدالة fفي معمم متعامد  ; ,O I J .

       
1

b

a

m f x dx
b a


    يعني     

b

a

m b a f x dx     

نعمم أن 
b

a

f x dxىو مساحة الحيز الواقع تحت المنحني  C 

b. وa بين m b a ىي مساحة المستطيل الذي بعداه b a 
. (القيمة المتوسطة  )m و

 عمى f القيمة المتوسطة ل ـِ،mو ىكذا فإن ;a b المستطيل " ارتفاع " ،  ىي
b الذي قاعدتو  aو الذي لو نفس مساحة الحيز الواقع تحت المنحني  Cبين aو b. 

.  نلاحظ أن لمحيزين الممونيين بالأزرق و الأحمر نفس المساحة
 حصر القيمة المتوسطة

 دالة مستمرة عمى مجالf :خواص ;a b.إذا وجد عددان حقيقيانmو Mبحيث من أجل كل 
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x
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 :تقويم 

xمن  ;a b ، m f x M فإن :     
b

a

m b a f x dx M b a    

 عددان  b وa وكانI دالة مستمرة عمى مجالf إذا كانت:حالة خاصة
 I منx   بحيث من أجل كلM و وجد عدد حقيقي Iحقيقيان من

 ، f x M فإن  
b

a

f x dx M b a  .

0m و موجبةfالتفسير البياني في حالة :   مساحة الحيز
 محصورة بين مساحتي المستطيمين b وa بينfتحت المنحنيالممثل ل ـِ

bو عرضيماM وm المذين ارتفاعيما a .  كما أن القيمة
 .b وa ىي الأخرى محصورة بينالمتوسطة

 المعرفة عمىf نعتبر الدالة:تمرين  1;  ِبـ    1 ln 1f x x      
 عمى المجالfأدرس اتجاه تغير الدالة. 1 0; 1e . 
استنتج حصرا ل ـِ. 2 f x. 

استنتج حصرا لمعدد الحقيقي . 3 
1

1

e

I f x dx



  

 :الحل
 منxلدينا من أجل كل. 1 1;  ، 

1
0

1
f x

x
  


 متزايدة تماما عمىfإذن . 

 1; المجال  و منو عمى 0; 1e  .
 منxنستنتج أنو من أجل كل. 2 0; 1e ،     0 1f f x f e  أي  1 2f x  .

بتطبيق حصر القيمة المتوسطة نجد . 3     
1

1

2 2 2

e

e f x dx e



   . 
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تهيئة نفسية  
 تكامل دالة سالبة عمى مجال

 دالة مستمرة و سالبة عمى مجال f   لتكن ;a b .و ليكن fC تمثيميا البياني في معمم متعامد 
 ; ,O i j

  .
 المحدد بالمنحنيD إلى مساحة الحيزA نرمز ب ـِ fC و بالمستقيمات التي 

x معادلاتيا a، x b0 وy ِو ب ـ A إلى مساحة D  الحيز المحدد  
 بالمنحني fC 

x و بالمستقيمات التي معادلاتيا a، x b0 وy  .
 

 سالبة عمى f بما أن  ;a b فإن  fموجبة عمى  ;a b و بالتالي  
b

a

A f x dx     D 

D وD الحيزان  متناظران بالنسبة إلى محور الفواصل فمساحتاىما متساويتان أي A A  .
 و بالتالي فإن 

b

a

A f x dx أو  
b

a

f x dx A  . نقول أحيانا أن 
b

a

f x dx ىي المساحة 

 سالبة عمىfفتكون سالبة إذا كانتDالجبرية لمحيز ;a bو تكون موجبة إذا كانت f موجبة 
عمى ;a b. 

 تكامل دالة تغير إشارتها عمى مجال
 دالة مستمرة و تغير إشارتيا عمى مجالfلتكن مثلا  ;a bو ليكن fC تمثيميا البياني في معمم 
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متعامد  ; ,O i j
  .ِنرمز ب ـAإلى مساحة الحيز Dالمحدد بالمنحني   fC و بالمستقيمات التي 

xمعادلاتيا a، x b0 وy  . 
 
 
 2D 

                     3D 
                                                 1D  

 
 موجبة عمىfنلاحظ مثلا في الشكل أعلاه  أن ;c d و سالبة عمى المجالين  ;a c و  ;d b .

. 3D إلى مساحة الحيز3A و بـِ 2D إلى مساحة الحيز2A، بـِ 1D إلى مساحة الحيز1Aنرمز بـِ 
1لدينا  2 3A A A A     و بما أن 1

C

a

A f x dx ،  2

d

c

A f x dx  و  3

b

d

A f x dx  

فإن               
C d b

a c d

A f x dx f x dx f x dx      

 :ملاحظة
x    بصفة عامة لحساب مساحة حيز محدد بالمستقيمات التي معادلاتيا a، x b0 وy  و 

  fبمنحن ممثل لدالة
 تغير إشارتيا عمى ;a b سالبة أو  ) نقوم أولا بتحديد المجالات التي تحتفظ فييا الدالة بإشارة ثابتة

 .ثم نطبق النتيجة المناسبة عمى كل مجال من ىذه المجالات (موجبة 
 المعرفة عمىf نعتبر الدالة:تمرين  0; ِبـ  

1
cos

2
f x x   

 إشارةx ثم حدد حسب قيمfأدرس اتجاه تغير الدالة. 1 f x.  
أرسم تمثيميا البياني. 2 Cفي معمم متعامد و متجانس  . 
 مساحة الحيز المحدد بالمنحيAأحسب. 3 C0 و بالمستقيمات التي معادلاتياx ،

x 0 وy  .
 :مساحة حيز محدد بمنحنيين 

 دالتين مستمرتين عمى مجالg وfإذا كانت :نتيجة ;a bبحيث من أجل كل xمن  ;a b ،
   f x g x ،مساحة الحيز Dالمحدد بالمنحنيين  fC،  gC و بالمستقيمين المذين 

xمعادلتاىما  aو x bىي :   
b

a

A f x g x dx    

 



 
 

 :تقويم 

 المعرفة عمىf نعتبر الدالة:تطبيق 0; ِبـ  
ln x

f x x
x

  
  ليكن  fCتمثيميا البياني في معمم متعامد و متجانس  ; ,O I J 2 حيث وحدة الطول ىيcm .
 . و عند0 محددا نيايتييا عندfأدرس تغيرات الدالة. 1
بين أن المنحني. 2 fCيقبل مستقيما مقاربا مائلا  يطمب تعيين معادلة لو . 
أدرس الأوضاع النسبية لممنحنيين. 3 fCو  . 

 مساحة الحيز المحدد ب ـ2cmِأحسب ب ـِ. 4 fC ، 1 و المستقيمين المذين معادلتاىما
x

e
 و 

x e. 
 188 صفحة 95إلى 54 من تمارين منزلية

 190صفحة 98 ،  85                   
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تهيئة نفسية  
المكاممة بالتجزئة 

u بحيث أن الدالتين المشتقتينI دالتين قابمتين للاشتقاق عمى مجالv وuلتكن :مبرهنة و v  
:   لديناI منb وaمن أجل كل عددين حقيقيين . Iمستمرتان عمى

           
b b

b

a
a a

u x v x dx u x v x u x v x dx      

: باستعمال المكاممة بالتجزئة أحسب:تمرين  
1

0

1 xI x e dx    و 
3

0

sinJ x x dx



  

u عمى الشكل fلاستعمال المكاممة بالتجزئة نكتب  :طريقة v  .
  :الحل   
نضع . 1  1u x x  ،    xv x e   و منو    1u x   ،    xv x e 

:  بتطبيق مبدأ المكاممة بالتجزئة يكون لدينا 
1

1

0
0

1 x xI x e e dx      

 و منو  
1

0
1 1 1xI e e e         . إذنI e  .

 كان بالإمكان وضع :  ملاحظة  xu x e ،    1v x x   و من تم    xu x e ، 
  21

2
v x x x  

.  إلا أننا بعد التعويض نحصل عمى تكامل أكثر تعقيدا من الأول
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 :تقويم 

نضع . 2 u x x ،    sinv x x   و منو    1u x   ،    cosv x x  

:  بتطبيق مبدأ المكاممة بالتجزئة يكون لدينا 
3

3
0

0

cos cosJ x x x dx





    

منو و 3
0

3
sin

6 6 2
J x

 
        . 3إذن

6 2
J


  . 

الدالة الأصمية لدالة و التي تنعدم من أجل قيمة 
 .I عدد حقيقي منa وI دالة مستمرة عمى مجالf :مبرهنة

 ىي الدالة  a و التي تنعدم من أجلI عمىfالدالة الأصمية الوحيدة لمدالة :

x

a

F x f t dt 

lnxعين، باستعمال المكاممة بالتجزئة، الدالة الأصمية لمدالة :تمرين  x1 و التي تنعدم عند .
يمكنا دائما وضع  :طريقة     u x u x v x حيث   1v x  .
  :الحل

lnxالدالة  x مستمرة عمى المجال  0; .ىي 1و بالتالي فدالتيا الأصمية التي تنعدم عند 

 المعرفة عمى المجال Fالدالة 0; ِبـ    
1

ln

x

F x t dt  .

  نضع    lnu t t  ،    1v t  و منو   
1

u t
t

   ،   v t t 

:  بتطبيق مبدأ المكاممة بالتجزئة يكون لدينا   
1

1 1

1
ln ln

x x
x

F x t t t dt x x dt
t

      

  و منو      
1

ln ln 1 ln 1
x

F x x x t x x x x x x         
lnx الدالة الأصمية لمدالة  x ىي الدالة المعرفة عمى المجال 0; ِبـ 
  ln 1F x x x x   .

lnx الدوال الأصمية لمدالة:ملاحظة xعمى المجال  0; ىي الدوال lnx x x x c  
 cحيث

 و بصفة عامة نثبت بإتباع نفس الطريقة  أن الدوال ألأصمية لمدالة   lnx x aعمى المجال 
 ;a ىي الدوال    lnx x a x a x c    مع cعدد حقيقي ثابت  
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 تييئة نفسية 
 حساب حجوم بعض المجسمات البسيطة

الفضاء منسوب إلى معمم متعامد  ; , ,O I J K محاوره  x x ، y y و  z z . وحدة الحجوم
 .u vىي حجم متوازي المستطيلات المنشأ عمى  ; , ,O I J K . الفضاء مجسما محددا بمستويين

موازيين لممستوي  xOyمعادلتاىما :z a و z b  a b. 
لتكن  :1خاصية S z مساحة مقطع المجسم بمستو مواز لممستوي  xOy 
a حيث z راقمو z b  .  أن حجم المجسم بوحدة الحجوم ىو العدد

:  حيثVالحقيقي 
b

a

V S z dz  

 :أمثمة      
: لدينا في الشكل المقابل كل من

 حجم الكرة. 
 حجم المخروط الدوراني. 
 حجم الاسطوانة الدورانية .
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 :تقويم 

حجم مجسم دوراني محوره :حالة خاصة       x x 
  ليكن  Cالمنحني الممثل لدالة fموجبة عمى مجال  ;a b . دوران

 المنحني Cالمحور  x xيولد مساحة دورانية محورىا  x x التي 
دورانيا محوره بدورىا تحدد مجسما x x . لتكن  ;M x f x  نقطة 

من المنحني C.دوران المنحنيمقطع المجسم الناتج عن  C  حول
 المحور x xبمستو مار من  M 

و عمودي عمى  x x 2 ىو قرص مساحتوHM  أي  
2

f x     .
  حجم مجسم  مولد بالدوران حول المحور:2خاصية x xلمنحن  C ممثل لدالة f مستمرة و  

موجبة عمى مجال ;a bىو العدد الحقيقي Vحيث   : 
2

b

a

V f x dx    

 المسافة المقطوعة عمى مستقيم
  نرمز بـِ  x tإلى المسافة المقطوعة من قبل نقطة متحركة عند المحظة t  . تعرف السرعة
المحظية  v tليذه النقطة المتحركة عند المحظة tبالعلاقة  :   

dx
v t x t

dt
 أي  dx v t dt 

2t  و1tالمسافة المقطوعة من قبل نقطة متحركة بين المحظتين  :خاصية 1 2t tسرعتيا المحظية 

 v tىي : 
2

1

t

t

x v t dt  

34:  ىوR برىن أن حجم كرة نصف قطرىا:1تمرين

3
V R 

 : الحل
  نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معمم متعامد و متجانس ; , ,O I J K  محاوره 

 x x ، y y و  z z التي مركزىا الكرةOو نصف قطرىا R .
 مقطع ىذه الكرة بمستو مواز لممستوي  xOyو راقمو z حيث R z R   

 ىي دائرة مركزىا 0;0;z و نصف قطرىا r M  مع OM R. 
Oلدينا في المثمث القائم  M :2 2 2r R z و منو مساحة القرص الذي مركزه  و نصف 

:  ىيRقطره

   2 2S z R z  .الحجم ىو إذن:   2 2

R R

R R

V S z dz R z dz
 

   و بالتالي  :

2 3 3 3 3 31 1 1

3 3 3

R

R

V R z z R R R R 


      
           

      
34  و منو 

.
3

V R u v .

   ليكن:2تمرين  C التمثيل البياني لمدالة : cosf x x0  عمى المجال;
2

 
 
 

 .

 مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنيaأحسب . 1 Cو محور الفواصل  x x. 



 الحجم المولد بدوران المنحنيvأحسب. 2 Cحول محور الفواصل  x x .
0t من أجل :3تمرين  سرعة نقطة متحركة ىي ، :   12 .tV t t e m s   

1 المسافة المقطوعة من قبل ىذه النقطة المتحركة بين المحظتين x    أحسب 1t s 2 و 2t s .

  نعمم أن :    الحل 
2

1

t

t

x v t dt  و منو  
2

1

2 tx t e dt  .2دالة أصمية لمدالة tt t e 

2 ىي الدالة عمى  tt t e 
  و منو     

2
2 2 2

1
4 1 3tx t e e e e e           .

1إذن المسافة المقطوعة بين المحظتين  1t s 2 و 2t sىي  2 3e e m . 
 190صفحة  73، 72 تمرين
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