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لالدالة الأصلية لدالة على مجا .1  

 كما يلي: 1; G معرفة على F و ، f   نشاطـ :  الدوال العددية
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 الدالة الأصلية لدالة على مجال

  من  Iعلى مجال معرفةدالة  f تعريف:

I ،من xومن أجل كلIقابلة للاشتقاق على Fكل دالة Iعلى المجال fنسمي دالة أصلية للدالة   'F x f x         

    أ مثــلة

المجال على fدالتان أصليتان للدالة Gو Fالدالتانمن النشاط السابق   (1 1;. 

 بـ : المعرفة على Fالدالة  (2  2 xF x x x e   للدالة  هي دالة أصلية علىf بـ : المعرفة على  
  12 xf x x e   

;0المجال  المعرفة على Gالدالة (3   : بـ  
1

 G x x
x  

 هي دالة أصلية

;0المجال  علىالمعرفة g للدالة      : بـ
2

1 1
( )

2
  g x

x x
 

  خواص تقبل دون برهان(:)مجموعة الدوال الأصلية لدالة . 2
 . Iعلىتقبل على الأقل دالة أصلية  fفإن  Iعلى مجال مستمرةدالة  fإذا كانت  -

   fكل الدوال الأصلية للدالةفإن  Iعلى مجالfأصلية للدالةدالة  Fإذا كانت  -
: الدوالهي  Iعلى     x F x k حيثk .عدد حقيقي ثابت 

;0المجال  المعرفة على Gالدالة : 1مثــال         : بـ  
1

 G x x
x  

 هي دالة أصلية

;0المجال  علىالمعرفة g للدالة            : بـ
2

1 1
( )

2
  g x

x x
 

;0على  gوعليه الدوال الأصلية للدالة       هي الدوال 
1

x x k
x

  حيثk  ثابت حقيقي 
:3الدالة       : 2مثــال F x x x2للدالة   هي دالة أصلية على: 3 1x xf 

3هي الدوال  على  fوعليه الدوال الأصلية للدالة        x x x k حيثk  ثابت حقيقي 
     

 )ساعة واحدة( الأولى حصة  : الـــــــــــــــــــ         الــدوال الأصلية.   المحتوى المعـــــرفي :  
 تعيين دالة أصلية لدالة مستمرة على مجال . الكفاءة المستهدفة : 
                        . تعيين الدوال الأصلية لدوال مألوفة 
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)1بـِ:   المعرفة على  الدالة   f   :تقويم   ) 2   xx x ef 
 تقبل دوالا أصلية علىfبين أن الدالة   (1          
 .على fعين كل الدوال الأصلية للدالة   (2          

و التي تحقق  على fللدالة Fعين الدالة الأصلية  (3        1 5F. 
 :حل 

 فهي تقبل دوالا  أصلية على  لأنها مجموع دالتين مستمرتين على مستمرة على  f الدالة  (1

2الدوال :  هي على fالدوال الأصلية للدالة لدينا  (2 1 xx x e k حيثk .عدد حقيقي 
2لدينا من جهة   ( 3 1( )    x kF x x e   ثانية : و لدينا من جهة  1 5F.     

               1 5F  01يعني 5  e k    3أيk 2. نجد هكذا أن 1( ) 3xF x x e    

 الدالة الأصلية التي تأخذ قيمة معلومة من أجل قيمة للمتغير
 عدد حقيقي كيفي . 0yو Iعدد حقيقي من 0xو .Iعلى مجالمستمرة دالة  fخاصية: 

 : تحقق الشرط Iعلى المجال fللدالة Fوحيدةدالة أصلية  توجد   0 0xF y 

:   كما يلي دالتان معرفتان على Gو  F   :تقويم    
2

2

5 3

1

x x
F x

x x

 


 
و         2

6 2

1

x
G x

x x

 


 
  

أ( بحساب الفرق     علىfأصليتان لنفس الدالة  Gو  Fتحقق أن   (1   F x G xب( باستعمال المشتق ،  
 5H(1)قق : والتي تح  على fللدالة Hعين الدالة الأصلية  (2

 كما يلي  : المعرفة علىالدالة f  تقويم :   3 1   xx x ef . 

 بـ : المعرفة على Fبحيث تكون الدالة  bو aأحسب العددان الحقيقيان        xF x ax b e  
3 :الجواب.                                      على fدالة أصلية للدالة   a  4و b   

 تقويم :   

;0على المجالالمعرفة  Gلتكن الدالة            كما يلي:  ( ) ( )ln G x ax b x. 

;0المعرفة على المجالgالدالة  نعتبر    2 :كما يلي 3 2 ln
( )

 


x x x
g x

x
 

;0على المجال gأصلية  للدالةدالة  Gلكي تكون الدالة bو a أحسب العددين  (1      . 
;0على المجال gاستنتج دالة أصلية للدالة   (2       نعدم من أجلالتي تe القيمة للمتغيرx . 
 :حل
;0المجالمن   xمن أجل كل عدد حقيقي   (1                    :( ) ( ) G x g x   

)نجد:                  ) (2 3)ln G x x x 
           2) F  لـدالة أصلية أخرىf 0على;   :( ) ( ) F x G x k  

                ( ) 0F e :تكافئ ( ) 0 G e k  :3نجد 2 k e 
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   يستنتج من مشتقات دوال مألوفة.   : الدوال الأصلية لدوال مألوفة. 3  
 عددا حقيقيا كيفيا. c. يمثلFهي الدوال Iعلى المجال fالدوال الأصلية للدالة  

I  فإن:         F x  إذاكان:       f x  

 ax c a (a ) عدد حقيقي 

 21

2
x c x 

 11

1

nx c
n

 


 nx  (n  ) 

 ;0 أو 0; 1
c

x
  

2

1

x
 

 ;0 أو 0;   1

1

1 n
c

n x 
 


 1

nx
(n 2وn ) 

 0; 2 x c 1

x
 

 xe c xe 

 0; ln x c 1

x
 

 cosx c  sin x 

 sin x c cosx 

;
2 2

k k
 

 
 
   
 

 ; k  
tan x c 2

2

1
1 tan

cos
x

x
  

 

Fفإن  Iعلى مجالgو fدالتين أصليتين على الترتيب ل ـِ GوFإذا كانت ( 1خواص:  G ِدالة أصلية ل ـgf علىI 
kدالة أصلية للدالة kFفإن   Iعلى مجال fدالة أصلية للدالة Fإذا كانت  (2          f على I   ، k  . 

 :نتــــائـج

  . ىحدود تقبل دوالا أصلية عل كل دالة كثير  ـ                         
 .ناطقة تقبل دوالا أصلية عل أي مجال من مجموعة تعريفها  كل دالة ـ    

 تقويم :  

 :تينفي الحال Iعلى المجال fللدالة Fعين دالة أصلية

   1)   2
2

1
   xx x e

x
f   ، 0; I         2)   2 5

4 3   xx x
x

f   ، 1;2I 

 ثانية )ساعتين(ال حصة  : ـــــــالــــــــــــ  الــدوال الأصلية.   : المحتوى المعـــــرفي
 .الأصلية ت على الدوالالعملياالدوال الاصلية لدوال مألوفة و  الكفاءة المستهدفة :  



 17 من 4 صفحة                                                                                     03الجزائر شرق  المقاطعة  20/01/2022ملتقى        
                                                                                                                                                                

 الدوال الأصلية و العمليات على الدوال . 3

u دالة قابلة للاشتقاق على مجالI. 
 fالدالة Iعلى fالدوال الأصلية للدالة uشروط على الدالة

 11

1

nu c
n

 


 nu u  (n  ) 

I،من xمن أجل كل  0u x  
  1

1

1 n
c

n u 
 


 

n

u

u

(n 2وn ) 

I،من xمن أجل كل  0u x  2 u c u

u

 

 ue c uu e 

I،من xمن أجل كل  0u x  lnu c u

u

 

 sin( ) cu  cos( )u u 
 cos( ) cu  sin( )u u 

lnيشار إلى أن الدالة          u c للدالة  أصليةu

u



 
 : بحيث Iمجالالعلى 

    0u x  من أجل كلx منI، أو  0u x  من أجل كلx منI. 
 :   و تطبيقات منزلية  (1) تــقويم      

 :Iعلى المجال fللدالة Fعين في كل حالة من الحالات التالية دالة أصلية         

           
 

2   
 

1
 1;   ,   2 1
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     


I x x

x
f (1

       
2

2 2      ,   1  x xI x e ef (2
 

      2   
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f (3
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
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I x

e x
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                           2   
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    
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x e

I x e
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        
2

0;   ،   
1

  


x

x

e
I x

e
f (7                0;  ،   2sin(23)cos(4)   I x x xf (8 

    21
   

2
 2;   ،   


   xe

x
I xf (9     

     
 ( 2تــقويم )

   f بما يلي   الدالة العددية المعرفة على   : 1( ) xx xx e  f 
)  :xمن أجل كل عدد حقيقيبين أنه  أ( ) 1 ( )xf x x e f x    

 . علىfللدالة   Fاستنتج دالة أصلية ب( 
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 ( ـ 1ـ تــقويم )ال جوبـــة:      

       
 

2
 

( )

( )


  

u x
x ax b

u x
f )مع:1) ) 1 u x x 

 
إذن: 

2
22

2   

1 1

1 1


     

 

x
F x x x x

x x    
 

      
21
  

2
    u uf )2حيث : 2) ) 1  xu x e      و منه: 

 
 

3
3

21 1
    

2 3 6

( )
    1     xu x
F x e

    
 

     
 2    u uf (3

   
)حيث :  ) ln( )u x x           : و منه 

 
 

3
31

    
3 3

( )
   ln 

u x
F x x

    
 

    
  

2
   


 
u

u
f (4

   
)حيث :  ) ln( )u x x      : و منه 

 
 

3
31

    
3 3

( )
   ln   c

u x
F x x

    
c ثابت حقيقي    

    
    




u

u
f (5

   
)حيث : ) xu x e x    و( 0)xe x    : و منه   ln ln     x xF x e x e x| |

    
 

    
      

( )
  1

( )
 

  ax b u x
x e

u x
f (6

   
)   حيث :  ) 1 xu x e   1  و 0 xe  على - ;0  

و منه :             21 1
ln ln

2
  ( ) 1      ax b x xx x

a
F x e u x e e| |
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
 
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u
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) حيث : ) 1 xu x e    : و منه        2 2 ( ) 4 1   xF x u x e

    
 

  
 

1 1 1
  

2 4 4
   2 cos(2 3) sin(4 ) cos(2 3) sin(4 )F x x x x x        (8

 

    
   2      uu ef (9

   
)2 حيث : )  xu x    : و منه  ( ) 22 2        u x xF x e e

    
 

 ( ـ 2ال جوبـــة: ـ تــقويم )      

x:  من أجل كل عدد حقيقي أ(     1 1 1 2( ) x x xx xx e e e         f 
  من جهة :              1 2 11 ( ) 1x x x xx xe f x e e e             
  : ثانيةو من جهة        1( ) xx xx e   f 

)  :xن أجل كل عدد حقيقيإذن م      ) 1 ( )xf x x e f x     
)لدينا   ب( ) 1 ( )xf x x e f x    

   

)معناه:  ) 1 ( )xf x x e f x    

 

  

 :  أن نستنتج
2 

2
( ) ( )xx

F x x e x    f. 

  

              
2 2  

1
2 2

( ) x x xx
x x

x xF x x e e e        . 
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المعادلتين التفاضليتين :  نعتبر في   :نشاط    2 ........... 14 x xy e e  و  2 ........... 24 x xy e e   
24: للدالة Gالدوال الأصلية  عين في - x xx e e حلول المعادلة  في ، ثم استنتج 1  . 

حلول المعادلة  في ، ثم استنتج Gللدوال  Fالدوال الأصلية  عين في   -         2 . 
( المعادلات التفاضلية من الشكل : 1  y = f x 

 
 

 

 

حلول المعادلة التفاضلية  :مثال 
2

1

 
 y

x
في  0; هي الدوالy :1حيث

  y c
x

 ثابت حقيقي. cمع 

 تقويم :     

المعادلة التفاضلية :حل في   (1        2
.....

1

2

 
  E

x
y

x 
:  لجوابا.                  2ln( 1)  F x x c 

لمعادلة ل  F  خاصاعين  حلا  (2    E :بحيث 1 1 F e.                  1 1 F e 0: نجدc

. 

( المعادلات التفاضلية من الشكل : 2 y = f x 
       

 

 

 

 

حل في المجال   (1    : تقويم       1;: المعادلة التفاضلية 2
.....

1)

1

 ( 
  Ey

x 
 . 

لمعادلة ل F خاصاعين حلا (2       E:بحيث 2 0F و 2 1 F  الجواب  :  ln( 1) 2 4    F x x x 
 

 

  

 

 حلول المعادلة فإن دالة أصلية لها على و كانت دالة مستمرة على مجال إذا كانت
 .عدد حقيقي ثابت مع حيث: هي الدوال التفاضلية

مبرهنة:

: 

 ثالثة )ساعة واحدة(ال حصة  : ـــالــــــــــــــــ الــدوال الأصلية.  : المحتوى المعـــــرفي
 .و    حل معادلات تفاضلية من الشكل : الكفاءة المستهدفة :  

 

 

  دالة أصلية لها على و إذا كانت دالة مستمرة على مجال إذا كانت 
  فإن حلول المعادلة التفاضلية  على دالة أصلية للدالة و كانت    
 عددان حقيقيان ثابتان.و مع حيث: هي الدوال    

 

مبرهنة:

: 
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 مــفهوم التكامل:. 1
المستوي في كل ما سيأتي بمعلم متعامد و متجانس نزود : نشاط   ; ,O i j 1حيث وحدة الأطوال هيcm. 

1) 1f  بـِ  الدالةالمعرفة على  3x1f. 

         1C تمثيلها البياني في المعلم المتعامد و المتجانس ; ,O i j. 

إلى مساحة الحيز الملون تحت المنحني  1Aنرمز بـِ     1C  
 . 5و  0العددين  بين   

 .1Aالمساحة 2cmأحسب بـِ   .1
 .على 1fللدالة 1Fعين دالة أصلية .2

أحسب  .3   1 15 0F F 

         2)  2f بـِ  الدالةالمعرفة على  3  x x2f. 

و            2C تمثيلها البياني في المعلم المتعامد و المتجانس ; ,O i j. 

إلى مساحة الحيز المحدد بالمنحني 2Aنرمز بـِ             2C 
1و المستقيمين اللذين معادلتاهما  محور الفواصل و           x 3وx. 

 .2Aالمساحة 2cmأحسب بـِ  .1

 .على 2fللدالة 2Fعين دالة أصلية .2

أحسب  .3   2 23 1 F F  

    3)  3f بـِ  الدالة المعرفة على 
3

2
x x3f. 

و ليكن             3C تمثيلها البياني في المعلم المتعامد و المتجانس ; ,O i j. 
إلى مساحة الحيزمجموعة النقط 3A بـ  نرمز              ;M x y  
1 :حيث من المستوي            3 x   و 0  y x3f 

 .3Aالمساحة 2cmأحسب بـِ  .1

 على 3fللدالة 3Fعين دالة أصلية .2

أحسب  .3   3 33 1F F. 
  في الحالات الثلاث؟ ضع تخميناماذا تلاحظ   (4  

2  (1    (1   حل النشاط :
1 5 15.3  A cm   2)   1( ) 3F x x      3  )    1 15 0 3 5 3 0 15     F F 

   2)    1)   2
2

4 4
8

2
.


A cm      2)   2

2

1
( ) 3

2
  F x x x  3    )    2 2

9 7
3 1 8

2 2
    F F 

 

   3)     1)   2
3

(1.5 4.5)
6

2
.

2
 

 
A cm    2)   2

3

3
( )

4
F x x  3  )     3 3

27 3
3 1 6

4 4
   F F 

  (02).سـاعتــان مدة  : الــــــــــــ   الحساب التكاملي .    : المحتوى المعـــــرفي

 توظيف خواص التكامل لحساب مساحة سطح  الكفاءة المس تهدفة : 
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نلاحظ أن : الملاحظة:   1 1 15 0 A F F  و    2 2 23 1  A F F  و     3 3 33 1 A F F 
مساحة حيز تحت المنحني : وضع تخمين fC الممثل لدالة موجبةf  بين العددينa وb  هو العدد الحقيقي           

                  F b F a . حيثF ِدالة أصلية ل ـf    

 . تكامل دالة ـ مساحة الح يز تحت منحني لدالة مستمرة و موجبة2       

.المعلم المتعامدفي المستوي منسوب إلى     ; ,O OI OJلتكن النقطتان .K احداثييها 1;1  

   . uaنرمز له بـ  OIKJوحدة المساحة هي مساحة المستطيل         
aحيث Iعددان حقيقيان من bو I  .aدالة مستمرة و موجبة على مجال fخاصية:  b   

I.على المجال fدالة أصلية للدالة Fو  fC الدالة منحنيf   المتعامدالمعلم في  ; ,O i j.  
   المحدد بالمنحنيمن المستوي مساحة الحيز fC  هما يو المستقيمين اللذين معادلت محور الفواصل وx a وx b 

هو :    F b F a   
 الحيز لمجموعة النقطهو السابقالحيز  ملاحظات:   ;M x y  من المستوي 

حيث        a x b    و 0  y xf           
  لتكاملا.3

يسمى  .Iعلى المجال fدالة أصلية للدالة F   و  Iعددان حقيقيان من bو I.  aدالة مستمرة على مجال fتعريف 
العدد الحقيقي    F b F a   التكامل منa إلىb ِل ـf  و نرمز إليه بالرمز 

b

a

x dx f 

لـ   bإلى aالتكامل من" :قرأ  ــن  xf تفاضلx     :ونكتب"       
b b

a
a
f x dx F x F b F a     

 ملاحظات:   
العدد (1     F b F a مستقل عن اختيار الدالة الأصلية للدالةf على المجالI. 

مثلا: fو bو aبأي متغير آخر ماعدا xيمكن استبدال المتغير (2            (z)dz ...    
b b b

a a a

f x dx f t dt f 

 أ مثلة :  

     1)
       

 
23 3 32

2

1 1

  2  1 5
4 4 4 2 4 1

3 3 3 3

x
x dx x

     
    

     
            

    2)
     

ln 2
ln 2

ln 2

0
0

0

2
.

3
ln( 1) ln( 1) ln( 1) ln3 ln2 ln

1

x
x

x dx
e

e e e
e

         
 

;على المجالمستمرة و موجبة  fالدالةإذا كانت  : نتيـــجة  a b . 

مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحنيفإن           fC  
xبالمستقيمات التي  معادلاتهاو  a ،x b 0وy  

:هو العدد الحقيقي              
b

a

x dx f.  

  185ص  23ت  :تقويم   



 17 من 9 صفحة                                                                                     03الجزائر شرق  المقاطعة  20/01/2022ملتقى        
                                                                                                                                                                

 
 
 
 
 
 
 
 

 

         Iمن cو  a ،b. من أجل كل أعداد حقيقية  Iدالة مستمرة على مجال f   نشاط:

بين أن       
b c c

a b a

x dx x dx x dx   f f f 

 :I على fدالة أصلية ل ـِ F حل النشاط :

            
                                   

b c c

a b a

x dx x dx F b F a F c F b F c F a f x dxf f 

 :خواص التكامل .1
        I c من b  و ، a I . من أجل كل أعداد حقيقية  f دالة مستمرة على مجال    خاصية شال :   

  لدينا:                   
b c c

a b a

x dx x dx x dx   f f f 

:  من الواضح أن  :نتيجة     0
a

a

x dxf
   

cومنه إذا أخذنا a نحصل على   
b a

a b

x dx x dx  f f 

       لدينا:Iمن bو aمن أجل كل عددين حقيقيين. عدد حقيقي kو Iدالتان مستمرتان على مجال gو fالخطية : 2خاصية 

  ...... ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

x g x dx x dx x dx     f f g (1)       ......( ) ( )
b b

a a

x dx x dx  k f k f (2) 

 Iعلى المجال gو fعلى الترتيب للدالتين تانأصلي لتاندا Gو  F  (1)برهان:     

                  

               

           

            

   
   

      

      

b b

a
a

b b

a a

x g x dx F x G x F b G b F a G a

F b F a G b G a x dx g x dx

f

f
 

            (2)        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )            
b b

b

a
a a

k x dx kF x kF b kF a k F b F a k x dxf f 

2   :  مثال       2 2

2 2 2

1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

. .
1 1 1

6 2
3

x x x
x dx x dx dx x dx dx

x x x

 
 

   
         

                 
1

3
1

2

0
0

1
3 ln( 1) 3ln 2

3 3

x
x

 
      

 
  

I ،عددان من bو  I ،aدالتان مستمرتان على المجال gو f   المقارنة : 3خاصية  a b .       

;من xمن أجل كل إذا كان   (1)    a b ،( ) 0xf   : فإن.( ) 0
b

a

x dx  f 

;من xمن أجل كل إذا كان   (2)    a b ،( ) ( )x g xf  : فإن( ) ( )
b b

a a

x dx g x dx f 

   

  (01ساعة) مدة  : ـــــــــــــالــــ الثانية     :    حصةالــــــــــــــالحساب التكاملي .    : المحتوى المعـــــرفي

 توظيف خواص التكامل لحساب دوال أ صلية.  الكفاءة المس تهدفة : 
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   برهان:    
         (1) F دالة أصلية للدالةf على المجالI   .  من أجل كلإذنx منI ،( ) ( ) F x xf . 

)بما أن                    ) 0xf على;  a b  : فإنF  متزايدة على المجال;  a b  : و بالتالي( ) ( )F a F b  

) أي :                    ) ( ) 0 F b F a  : و ومنه( ) 0
b

a

x dxf  

 :أن ملاحظةيكفي أن   (2)              0 g x xf .و نطبق النتائج السابقة 
على المجال ةمستمر  دالة f    : ملاحظات ;a a  . 

                 
  

زوجية فإن:  fكانت  إذا   
0

2
a a

a

x dx x dx


 f f 

                   كانت  إذاf  :فردية فإن  0
a

a

x dx


 f 
 :تقويم      

بـِ  المعرفة على fادرس اتجاه تغير الدالة  (1      xx e xf. 

استنتج إشارة  (2          xf  ثم   بين دون حساب أن :  على
2 2

1 1

( )......  
xI x dx e dx  

)تحقق بالحساب من صحة (3    )I .  

 :حل
 :  من xو من أجل كل على قابلة للاشتقاق fالدالة  (1          1  xx ef.    

        f المجال على متناقصة تماما ;0 المجال على و متزايدة تماما 0; 
: من x( نستنتج أن من أجل كل1من ) (2     0xf f ( 0fقيمة حدية صغرى للدالةf)  : معناه  1xf 
و بالتالي :      0xf   : 0أي xe x  ومنه  من أجل كلx من 1;2   :0 xe x  :  تكافئ xx e

  
: و بالتالي )الخاصية السابقة(      

2 2

1 1

 
xx dx e dx   

     3) 
2

2

1

2

1

1,5
2

  
 
 

 
x

x dx      2و

1

2

1

2 1 4,67    
x xe dx e e e 

 :تمرين       
 حيث: Jو Iاحسب التكاملين   (1        

                  1 1

1
ln ln

e e

I x dx x dx
x

 
 
 

   
     

1
2 2

1

ln(1 ) ln(1 )
e

e

J t dt t dt     

 : LوKقارن، دون حساب، بين التكاملين  (2       

             
1

2
0

.
1

1
K dx

x
 


؛  

1

2
0

.
1

x
L dx

x
 


 

 :Jو Iحساب   (1حل : 
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 
2 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1
ln ln ln ln ln ln

2 2 2

e
e e e e e x e

I x dx x dx x x dx x x x dx xdx
x x

    
    

     
                

                           

1
2 2 2 2

1 1 1

ln(1 ) ln(1 ) ln(1 ) ln(1 ) 0
e e e

e

J t dt t dt t dt t dt           

 

 

 LوKالمقارنة بين التكاملين (2

0:  لدينا    1x     ومنه
2 2

1
0

1 1

x

x x
 

  
بالتالي و  

1 1

2 2
0 0

.
1

1
.

1

x
dx dx

x x
 

 
L:  أي    K
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مجالالعلى  معرفةدالة  f نشاط : 0; بـ  ²xx f  ، fC  تمثيلها البياني في معلم متعامد ; ,O i j  حيث

1i cm  : 

المحدد بالمنحنيمن المستوي مساحة الحيز  1Aأحسب  - fC  الفواصلمحور و  

1x ذو المعادلتينوالمستقيمين   3وx  
13و  2مساحة المستطيل الذي بعداه  2Aحيث  2Aو  1A قارن بين -

3
  . 

 

 

 القيمة المتوسطة لدالة على مجال. 1

;دالة مستمرة على مجال fتعريف:   a b. 

;على المجالfالقيمة المتوسطة للدالة   a b هي العدد الحقيقي  :حيث 
1 b

a

x dx
b a

  


f 

 التفسير البياني في حالة دالة موجبة:       

a;موجبة على المجال fنفرض أن الدالة       b  .  
ليكن       C التمثيل البياني للدالةf في معلم متعامد ; ,O I J. 

    
 

1 b

a

x dx
b a

  


f
  

:يعني   
b

a

b a x dx    f
 

 

      
b

a

x dx f المنحني هو مساحة الحيز الواقع تحت C بينa وb. 

     b a   هي مساحة لمستطيل  بعداهb a و)القيمة المتوسطة( 
a;على  fالقيمة المتوسطة ل ـِ      b    رتفاع الا،  هي المستطيل 
bالذي قاعدته        a تحت المنحني مساحة الحيز الواقع  و الذي له نفس C بينa وb. 

بما أن المساحة     
b

a

x dx f  محصورة بين مساحة المستطيلABCD مساحة المستطيل وABEF  

أي مساحته من الواضح أنه يوجد مستطيل ارتفاعه      b a    مساوية للمساحة 
b

a

x dx f    . 

 

 

 الثة )ساعة(الثحصة الـــ    الحساب التكاملي    المحتوى المعـــــرفي : 
 مفهوم القيمة المتوسطة لدالة وحصرها .  الكفاءة المستهدفة :
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 :مثـال
1القيمة المتوسطة للدالة     

:x
x

f1على المجال;e     

هي العدد الحقيقي:     
1

1

1 1 1 1
ln

1 1 1

e e
m dx x

e x e e
    

   
 حصر القيمة المتوسطة لدالة على مجال. 2

;دالة مستمرة على مجال fخاصية:   a b.  
a;من xبحيث من أجل كل Mو mإذا وجد عددان حقيقيان b   ، m f x M   

  إن:ــف      
b

b

m b a f x dx M b a    

;من xمن أجل كلإذا كان    :برهان  a b: m f x M فإن 
b b b

a a a

mdx f x dx Mdx    

أي    
b b b

a a a

m dx f x dx M dx     و بما أن 
b

b

a

a

dx x b a    

:نحصل على         
  

     
b

a

m b a x dx M b a    f. 

  حالة خاصة:     

 Mو وجد عدد حقيقي Iعددان حقيقيان من bو aوكان Iدالة مستمرة على مجال fإذا كانت          

I ،من xأجل كلبحيث من            x Mf      فإن 
b

a

x dx M b a  f. 

2;1مجالالعلى  معرفةدالة  f  رين :ــــتم        :1بـ
( )x

x
f 

عين حصرا للعدد    أ(         
2

1

( ).x dx f       استنتج حصرا لـ:    (بln2 

 حل    

2;1مستمرة على المجالfلدينا   أ(     1ومنه من أجل 2x  1فإن 1
1

2 x
  1أي

( ) 1
2

x f ومنه 

            
2 2 2

1 1 1

1
.

2
( )dx x dx dx   f أي   

2 2

1 1
1

2

.
1

2
( )x f x dx x 

   
بمعنى 

1

21

2
.( ) 1f x dx  

لدينا    (ب        
1

21

2
.( ) 1f x dx  2أي

1

1
1

2
lnx        1ومنه

ln2 ln1 1
2
   0.5بالتالي ln2 1  
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 التمديد إلى دالة إشارتها كيفية.1

 تكامل دالة سالبة على مجال (1   

a;دالة مستمرة و سالبة على مجال  fلتكن        b  و ليكن . fC  تمثيلها البياني في معلم متعامد ; ,O i j. 
المحدد بالمنحني Dإلى مساحة الحيز Aبـ  نرمز         fC والمستقيمات التي معادلاتهاx a،x b0وy  
Aو         إلى مساحةD  الحيز المحدد بالمنحني fC  معادلاتها و المستقيمات التي:x a،x b 0وy  

a;سالبة على fبما أن            b   فإن f موجبة على;a b    
Dو Dالحيزان               متناظران بالنسبة إلى محور الفواصل 
Aفمساحتاهما متساويتان أي           A . 
:   و بالتالي               

b b a

a a b

A f x dx f x dx f x dx      
 

 ا شارتها على مجال تكامل دالة تغير (2       

a;دالة مستمرة و تغير إشارتها على مجال fلتكن مثلا           b    
و ليكن           C  تمثيلها البياني في معلم متعامد ; ,O i j                          . 

المحدد بالمنحني  Dمساحة الحيز في مثل هذه الحالة            C
 

 
x و بالمستقيمات التي معادلاتها           a ،x b 0وy  
)  :حيث  Sهي          )

b

a

S f x dx   

 :  لدينا  أعلاهمثلا في الشكل               
c d b

a C d

S f x dx f x dx f x dx      

 تقويم:      

            f 2بـِ  دالة معرفة على( ) 2x x x f و ليكن fC تمثيلها البياني في 
المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس المستوي        ; ,O i j 2حيثi cm 
مساحة الحيز المحدد بالمنحنيالمربع  2cmبـأحسب       fC1والمستقيمات التي معادلاتهاx  ،3x 0وy  
 : حل    

لدينا          
3

1

( )S f x dx


       

)تحديد إشارة  .       )xf:  

 الرابعة )ساعة ( :    حصةالــــــــــــــالحساب التكاملي .     : المحتوى المعـــــرفي

 .توظيف الحساب التكاملي لحل مشكلات بس يطة   الكفاءة المس تهدفة : 



 17 من 15 صفحة                                                                                     03الجزائر شرق  المقاطعة  20/01/2022ملتقى        
                                                                                                                                                                

 

3 0 2 3
2

1 1 0 2

0 2 3

2 2

1 0 2

3 3 3
2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) 4  

= 4  =16
3 3 3

S f x dx f x dx f x dx f x dx cm

x x x
x x x cm cm

 



 
 
 

      
      
       

       

     

 

 ملاحظة :      
a;دالتين مستمرتين على مجال gو fإذا كانت     b    فإن مساحة الحيز D المحدد بالمنحنيين fC ، gC 
xبالمستقيمين اللذين معادلتاهما  و      a وx b :هيS  : حيث( ) ( )

b

a

S x g x dx    f 

 تطبيق :     

المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس المستوي         ; ,O i j  1وحدة الطول هيcm  على كل محور 

مساحة الحيز المحدد بالمنحنيين  2cmأحسب ب ـِ   fC و gC  الممثلين للدالتينf وg المعرفتين على  
)2  كما يلي:   ) 2x x x f  و  2 4g x x x    1و بالمستقيمين اللذين معادلتاهماx    4وx . 

 :حل     

لدينا         
4 4

2

1 1

.( ) ( ) 2 6S x g x dx x x dx
 

         f 

22ندرس إشارة          6x x 
        

 
 

          

0 3 4

2 2 2 2

1 0 3

0 3 4

3 3 3 2

1 0 3

2

(2 6 ) (2 6 ) (2 6 )

2 2 2
   = 3 3 3

3 3 3

49
    =

3

S x x dx x x dx x x dx cm

x x x x x x cm

cm





 
      
 

      
                 

  
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 المكاملة  بالتـــجزئة.1

I .uعلى مجالدالتان قابلتان للاشتقاق  vو u نشاط :     وv  دالتاهما المشتقتان مستمرتان علىI 

بين أن :     (1 uv uv u v   

I:من bو aمن أجل كل عددين حقيقييناستنتج     (2           . . .
b bb

a
a a

u x v x dx u x v x u x v x dx       

I .uدالتان قابلتان للاشتقاق على مجال vو u مبرهنة:  وv  دالتاهما المشتقتان مستمرتان علىI. 

لدينا: Iمن bو aمن أجل كل عددين حقيقيين           . . .
b bb

a
a a

u x v x dx u x v x u x v x dx            

 : ما يليحسب باستعمال المكاملة بالتجزئة لن     :1مثال 
2

1

   xA xe dx  

)    نضع:       )

'( ) x

xu x

v x e








)' :   نجد  ) 1

( ) x

u x

v x e








 

             
2 2

2
2 2 2

1
11

 

 

2

 

  x x xA xe dx xe e ed e e e ex          

 : التكاملحسب لنباستعمال المكاملة بالتجزئة      :2مثال    
1

ln
e

A x dx    

)    نضع:       ) ln( )

( ) 1

u x x

v x







      
 :   نجد

1
( )

( )

u x
x

v x x







 



 

                    
1 1 1

1 1 1

1
1 1ln ln ln ln

e ee e e e
dx dxA x dx x x x x x x x x

x

 
                 

 
    

 تقويم:   

   (1 :ما يلياحسب باستعمال المكاملة بالتجزئة           
0

1

ln 2A x dx


    .2)    2
1

0

2 1 xB x dxe  

)    نضع:    (1     حل  ) ln( 2)

( ) 1

u x x

v x





 

      
:   نجد 

1
( )

2
( ) 2

u x
x

v x x







 


 

 

             
   

   

00 0

1
1 1

0
0 0

1 1
1

1

  1   2 ln 2 1

ln 2 ( 2)ln 2 ( 2)
2

( 2)ln 2 ( 2)ln 2

dx

dx

A x dx x x x
x

x x x x x


 

 


 
     

 

         

     


     





                                  

 

 تانالخامسة . ساع  :  حصة لــــــــــــــاالحساب التكاملي .      : المحتوى المعـــــرفي

 .اس تعمال التكامل بالتجزئة   الكفاءة المس تهدفة : 

                       . توظيف الحساب التكاملي لحساب دوال أ صلية 
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    نضع:    (2      
2

( ) 2 1

( ) x

u x x

v x e





 

      
:   نجد 

21

2

( ) 2

( ) x

u x

v x e







 


 

                 2 2 2 2 2 2 2

1 111 1

0
0 0 00

(2 1) (2 1) 1
(2 1)    

2 2 2

x x x x x xx x
x dx xB dxe e e e e e e

    
            

    
       

 الدالة الأصلية لدالة و التي تنعدم من أجل قيمة .2

 .Iعدد حقيقي من aو Iدالة مستمرة على مجال f مبرهنة:

F  :هي الدالة  aو التي تنعدم من أجل Iعلى fالدالة الأصلية الوحيدة للدالة  :
x

a

F x t dt f 

دالة معرفة على المجال  f        مثال : 0;  : 1كما يلي
( )

2
x x

x
 f 

على fالدالة الأصلية الوحيدة للدالة    0; هي الدالة 1و التي تنعدم من أجلF  المعرفة على 0; : حيث 

              
2 2

1 1 1

1
( ) ( ) 1

2 22

x
x x t x

F x f t dt t dt t x
t

  
  

   
         

 حجوم مجسمات بسيطة  .3
حجم مجسم دوراني محوره     x x   : ليكن C المنحني الممثل لدالةf موجبة على مجال;a b   . 

دوران          Cحول المحور x x يولد مساحة دورانية محورها x x تحدد مجسما 
حجم مجسم  مولد بالدوران حول المحور خاصية: x x لمنحن C  ممثل لدالةf  مستمرة 

a;و موجبة على مجال  b   هو العدد الحقيقيV   :حيث 
2b

a

V f x dx     

 مـــثال: 

المحور حول لدوراناأحسب حجم  المجسم الدوراني المولد ب        x x للمنحني C 

مجالالمعرفة على ال fلدالةلالممثل           1;1  : كما يلي  xx ef 
:   الجواب        

1 1
2 2 2

21

12

1 1

1 1 1
 uv

2 2

x x xV e dx e dx e e
e

   


 

 
     

 
   

 
 
 
 
 


