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التكاملي والحساب الأصلية الدوال تمارين
ارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأولارئوالأول

. f (x) = x + 1 −
(
x2 + 1

)
ex بـ: R على المعرفة f الداّلة نعتبر

.
∥∥∥−→i ∥∥∥ = 2cm حيث (O;

−→
i ,

−→
j
) المتجانس المتعامد المعلم إلى منسوب مستو في البياني تمثيلها (C f

) ونسميّ
.

0∫
−1

xexdx =
2
e
− 1 أنّ: بينّ ّ ثم ،R على h : x 7→ xex للدالة أصلية دالة H : x 7→ (x − 1) ex أنّ: من تحقّق -1

.
0∫

−1

(
x2 + 1

)
exdx = 3

(
1 − 2

e

)
أنّ: بينّ بالتجزئة التكامل باستعمال -2

.x = −1 و x = 0 المعادلتين ذو والمستقيمين y = x + 1 المعادلة ذو والمستقيم (C f
) بـ المحدد الحـيز مساحة احسب -3

ارئوالثانيارئوالثانيارئوالثانيارئوالثانيارئوالثانيارئوالثانيارئوالثانيارئوالثانيارئوالثانيارئوالثانيارئوالثانيارئوالثانيارئوالثانيارئوالثانيارئوالثانيارئوالثانيارئوالثاني

. f (x) = x +

(
1 − 2

x

)
ln x بـ: ]0;+∞[ على المعرفة f الداّلة نعتبر

.cm هي الطول وحدة (O;
−→

i ,
−→

j
) المتجانس المتعامد المعلم إلى منسوب مستو في البياني تمثيلها (C f

) ونسميّ
.

2∫
1

ln x
x

dx =
1
2
(ln 2)2 أنّ: بينّ -1

.]0;+∞[ المجال على h : x 7→ 2
x
− 1 لـ أصلية دالة هي H : x 7→ 2 ln x − x أنّ: بينّ -2

.
2∫

1

(
2
x
− 1

)
ln xdx = (1 − ln 2)2 أنّ بينّ بالتجزئة التكامل باستعمال -3

.x = 2 و x = 1 ،y = x المعادلات ذات والمستقيمات (C f
) بـ المحدّد الحـيز مساحة احسب -4

الثالث الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو الثالثارئو ارئو

. f (x) = 2x − 2 + e2x − 4ex بـ: R على المعرفة f الداّلة نعتبر
.cm هي الطول وحدة (O;

−→
i ,

−→
j
) المتجانس المتعامد المعلم إلى منسوب مستو في البياني تمثيلها (C f

) ونسميّ

.
ln 4∫
0

e2x − 4exdx = −9
2

أنّ: بينّ -1
.x = ln 4 و x = 0 ،y = 2x − 2 والمستقيمات (C f

) بـ المحدّد المستوي حيز مساحة احسب -2

ارئوا﭂ابعارئوا﭂ابعارئوا﭂ابعارئوا﭂ابعارئوا﭂ابعارئوا﭂ابعارئوا﭂ابعارئوا﭂ابعارئوا﭂ابعارئوا﭂ابعارئوا﭂ابعارئوا﭂ابعارئوا﭂ابعارئوا﭂ابعارئوا﭂ابعارئوا﭂ابعارئوا﭂ابع

. f (x) = 3 − 3x + 2 (x + 1) ln x بـ: ]0;+∞[ على المعرفة f الداّلة نعتبر
.
∥∥∥−→i ∥∥∥ = 2cm حيث (O;

−→
i ,

−→
j
) المتجانس المتعامد المعلم إلى منسوب مستو في البياني تمثيلها (C f

) ونسميّ
.

2∫
1

(x + 1) ln xdx = 4 ln 2 − 7
4

أنّ: بينّ بالتجزئة التكامل باستعمال -1
.x = 2 و x = 1 معادلتيهما الذين والمستقيمين الفواصل ومحور (C f

) بـ المحدّد الحـيز مساحة احسب -2

ارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامسارئوالخامس

. f (x) =
x

ex − 2x
بـ: R على المعرفة f الداّلة نعتبر

.cm هي الطول وحدة (O;
−→

i ,
−→

j
) المتجانس المتعامد المعلم إلى منسوب مستو في البياني تمثيلها (C f

) ونسميّ

قوادري الرحمان عبد أحمد 1أ.



.
1∫

0

xe−xdx = 1 − 2
e

أنّ: بينّ بالتجزئة التكامل باستعمال -1

.xe−x ≤ x
ex − 2x

≤ 1
e − 2

:x ∈ [0;+∞[ كل أجل من أنهّ بينّ -2
.x = 1 المعادلة ذو والمستقيم التراتيب محور الفواصل، ومحور (C f

) بـ المحدّد الحـيز مساحة A (E) لتكن -2
.1 − 2

e
≤ A (E) ≤ 1

e − 2
أنّ: بينّ •

ارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادسارئوالسادس

.g (x) = 1 − x2 (1 − ln x) بـ: ]0;+∞[ المجال على المعرفة g الداّلة نعتبر (I)
كمايلي: يعطى تغيرّاتها وجدول

x

g′ (x)

g (x)

0
√

e +∞

− 0 +

1

2 − e
2

2 − e
2

+∞+∞

.2.2 < α < 2.3 بحيث: α والآخر 1 أحدهما حليّن تقبل g (x) = 0 المعادلة أنّ أثبت -1
.]0;+∞[ المجال على g (x) إشارة استنتج -2

. f (x) =
1

x (1 − ln x)
بـ: ]0; e[∪ ]e;+∞[ على المعرفة f الداّلة نعتبر (II)

.2cm هي الطول وحدة (O;
−→

i ,
−→

j
) المتجانس المتعامد المعلم إلى منسوب مستو في البياني تمثيلها (C f

) ونسميّ

.
√

e∫
1

f (x) dx = ln 2 أنّ: بينّ -1

. f (x)− x =
g (x)

x (1 − ln x)
:]0; e[∪ ]e;+∞[ من x كل أجل من أنهّ بينّ -2

.y = x المعادلة ذو (∆) للمستقيم بالنسبة (C f
) المنحنى وضعية ادرس -3

.x =
√

e و x = 1 معادلتيهما الذين والمستقيمين (∆) والمستقيم (C f
) بـ المحدد الحـيز مساحة احسب -4

ارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابعارئوالسابع

. f (x) = 3 − 1
x2 − 2 ln x

x
بـ: ]0;+∞[ على المعرفة f الداّلة نعتبر

.cm هي الطول وحدة (O;
−→

i ,
−→

j
) المتجانس المتعامد المعلم إلى منسوب مستو في البياني تمثيلها (C f

) ونسميّ
.

e∫
1

2 ln x
x

dx = 1 أنّ: بينّ -1
.x = e و x = 1 معادلتهما الذين والمستقيمين الفواصل ومحور (C f

) بـ المحدد الحـيز مساحة احسب -2

الثامنارئوالثامن الثامنارئو الثامنارئو الثامنارئو الثامنارئو الثامنارئو الثامنارئو الثامنارئو الثامنارئو الثامنارئو الثامنارئو الثامنارئو الثامنارئو الثامنارئو الثامنارئو الثامنارئو ارئو

. f (x) = (1 + ln x)2 +
1
x2 بـ: ]0;+∞[ على المعرفة f الداّلة نعتبر

.cm هي الطول وحدة (O;
−→

i ,
−→

j
) المتجانس المتعامد المعلم إلى منسوب مستو في البياني تمثيلها (C f

) ونسميّ
.

e∫
1

(1 + ln x) dx = e أنّ: استنتج ّ ثم ،h : x 7→ 1 + ln x للدالة أصلية دالة H : x 7→ x ln x أنّ: بينّ -1
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.
e∫

1

(1 + ln x)2 dx = 2e − 1 أنّ: بينّ بالتجزئة التكامل باستعمال -2
.x = e و x = 1 معادلتاهما الذين والمستقيمين الفواصل ومحور (C f

) بـ المحدّد الحـيز مساحة احسب -3

ارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسعارئوالتاسع

. f (x) =
x
2
+

1 + ln x
x

بـ: ]0;+∞[ على المعرفة f الداّلة نعتبر 1

.cm هي الطول وحدة (O;
−→

i ,
−→

j
) المتجانس المتعامد المعلم إلى منسوب مستو في البياني تمثيلها (C f

) ونسميّ
.un = e

n−2
2 بـ: N على المعرفة (un) المتتالية نعتبر -2

الأول. وحدّها أساسها تعيين يطلب هندسية (un) أنّ: بينّ أ-
.N على تماما متزايدة (un) أنّ بينّ ب-

.An = 4

un+1∫
un

(
f (x)− x

2

)
dx نضع: ،n طبيعي عدد كل أجل من ج-

.An للعدد هندسيا تفسيرا أعط •
.An =

2n + 1
2

:n ∈ N كل أجل من أنهّ بينّ •
الأول. وحدّها أساسها تعيين يطلب حسابية (An) أنّ استنتج •

ارئوالعاشرارئوالعاشرارئوالعاشرارئوالعاشرارئوالعاشرارئوالعاشرارئوالعاشرارئوالعاشرارئوالعاشرارئوالعاشرارئوالعاشرارئوالعاشرارئوالعاشرارئوالعاشرارئوالعاشرارئوالعاشرارئوالعاشر

. f (x) = e−x ln (ex + 1) بـ: R على المعرفة f الداّلة نعتبر 1

.cm هي الطول وحدة (O;
−→

i ,
−→

j
) المتجانس المتعامد المعلم إلى منسوب مستو في البياني تمثيلها (C f

) ونسميّ
. f (x) + f ′ (x) = 1 − ex

ex + 1
:R من x كل أجل من أنهّ تحقّق -1

.x = 0 أجل من −2 ln 2 القيمة تأخذ والتي f لـ F الأصلية الداّلة استنتج -2
.A =

1∫
0

f (x) dx التالي: التكامل ليكن -3
.A > 0 فإنّ: [0; 1] المجال من x كل أجل من أنهّ بينّ أ-

.A العدد احسب ب-

ارئوالحاديعشرارئوالحاديعشرارئوالحاديعشرارئوالحاديعشرارئوالحاديعشرارئوالحاديعشرارئوالحاديعشرارئوالحاديعشرارئوالحاديعشرارئوالحاديعشرارئوالحاديعشرارئوالحاديعشرارئوالحاديعشرارئوالحاديعشرارئوالحاديعشرارئوالحاديعشرارئوالحاديعشر

. f (x) = 1 +
1
x
+ ln x بـ: ]0;+∞[ على المعرفة f الداّلة نعتبر 1

.cm هي الطول وحدة (O;
−→

i ,
−→

j
) المتجانس المتعامد المعلم إلى منسوب مستو في البياني تمثيلها (C f

) ونسميّ
تغيرّاتها. جدول شكّل ّ ثم ، f الداّلة تغيرّ إتجاه ادرس -1

.(C f
) بيانيا مثلّ ّ ثم ، f (6) و f (2) احسب -2

.y = 0 و x = n + 1 ،x = n معادلاتها: التي والمستقيمات (C f
) بـ المحدد الحـيز مساحة جد معدوم. غير طبيعي عدد n -3

.sn =
i=n
∑

i=1
ui معدوم: غير طبيعي عدد n كل أجل من نضع أ-

.s3 و s2 ،s1 احسب •
.sn = (n + 2) ln (n + 1) معدوم: غير طبيعي عدد n كل من أنهّ بالتراجع برهن ب-

عشرارئوالثانيعشر عشرارئوالثاني عشرارئوالثاني عشرارئوالثاني عشرارئوالثاني عشرارئوالثاني عشرارئوالثاني عشرارئوالثاني عشرارئوالثاني عشرارئوالثاني عشرارئوالثاني عشرارئوالثاني عشرارئوالثاني عشرارئوالثاني عشرارئوالثاني عشرارئوالثاني ارئوالثاني

g (x) = − ln (ex + 1) و f (x) =
xex

ex + 1
بـ: R على المعرفتين g و f الداّلتين نعتبر 1

.2cm هي الطول وحدة (O;
−→

i ,
−→

j
) المتجانس المتعامد المعلم إلى منسوب مستو في البياني تمثيلهما (Cg

) و (C f
) ونسميّ

.[0;+∞[ على x 7→ f (x)− g (x) للداّلة أصلية دالة هي h (x) = x ln (ex) بـ: [0;+∞[ على المعرفة h الداّلة أنّ بينّ -1
. f (x)− g (x) > 0 فإنّ: موجب x كل أجل من أنهّ بينّ -2

قوادري الرحمان عبد أحمد 3أ.



.x = β و x = 0 معادلتاهما الذين والمستقيمين (Cg
) و (C f

) بـ المحدد المستوي من للحيز A (β) المساحة β بدلالة احسب تماما. موجب حقيقي عدد β -3
.A (β) = 4 ln (e + 1)β يكون: حتى β عينّ -4

الثالثعشر عشرارئو الثالث عشرارئو الثالث عشرارئو الثالث عشرارئو الثالث عشرارئو الثالث عشرارئو الثالث عشرارئو الثالث عشرارئو الثالث عشرارئو الثالث عشرارئو الثالث عشرارئو الثالث عشرارئو الثالث عشرارئو الثالث عشرارئو الثالث عشرارئو الثالث عشرارئو الثالث ارئو

.In =

1
2∫

0

xn

1 − x
dx :n معدوم غير طبيعي عدد كل أجل ومن I0 =

1
2∫

0

1
1 − x

dx بـ: المعرفة (In) المتتالية نعتبر
.I0 = ln 2 أنّ: بينّ -1
.I0 − I1 احسب: -2
.I1 قيمة: استنتج -3

.In − In+1 =

(
1
2

)n+1

n + 1
:n معدوم غير طببعي عدد كل أجل من أنهّ بينّ -4

.0 ≤ xn

1 − x
≤ 1

2n−1 :x ∈
[

0;
1
2

]
كل أجل من أنهّ نقبل معدوم. غير طبيعي عدد n ليكن -5

.(In) المتتالية نهاية استنتج ّ ثم ،0 ≤ In ≤ 1
2n معدوم: غير طبيعي عدد n كل من أنهّ بينّ أ-

.sn =
1
2
+

(
1
2

)2

2
+

(
1
2

)3

3
+ ............... +

(
1
2

)n

n
:n معدوم غير طبيعي عدد كل أجل من نضع -6

. lim
n→+∞

sn احسب ّ ثم ،sn = I0 − In معدوم: غير طبيعي عدد n كل من أنهّ بينّ أ-

عشر عشرارئوا﭂ابع عشرارئوا﭂ابع عشرارئوا﭂ابع عشرارئوا﭂ابع عشرارئوا﭂ابع عشرارئوا﭂ابع عشرارئوا﭂ابع عشرارئوا﭂ابع عشرارئوا﭂ابع عشرارئوا﭂ابع عشرارئوا﭂ابع عشرارئوا﭂ابع عشرارئوا﭂ابع عشرارئوا﭂ابع عشرارئوا﭂ابع عشرارئوا﭂ابع ارئوا﭂ابع

.g (x) = x − ln x بـ: ]0;+∞[ على المعرفة g الداّلة نعتبر (I)
يفها. تعر مجموعة أطراف عند g الداّلة نهايتي احسب -1
تغيراتها. جدول شكل ّ ثم ،g الداّلة تغير اتجاه ادرس -2

.g (x) ≥ 1 :]0;+∞[ من x كل أجل من أنهّ استنتج -3
.un+1 = g (un) :n طبيعي عدد كل أجل ومن u0 = e بـ المعرفة (un) المتتالية نعتبر -4

.un > 1 فإنّ: طبيعي عدد n كل أجل من أنهّ بالتراجع برهن أ-
نهايتها. واحسب متقاربة أنّها استنتج ثم متناقصة، (un) المتتالية أنّ بينّ ب-

.(O;
−→

i ,
−→

j
المتجانس( المتعامد المعلم إلى منسوب مستو في البياني تمثيلها (C f

) ونسميّ . f (x) = x +
2
x
+ 2

ln x
x

بـ: ]0;+∞[ على المعرفة f الداّلة نعتبر (II)
بيانيا. الثانية النتيجة فسرّ ثم ، lim

x
>→ 0

f (x) و lim
x→+∞

f (x) احسب: أ- -1
هندسيا. النتيجة فسر ّ ثم ، lim

x→+∞
( f (x)− x) احسب: ب-

.y = x المعادلة ذو (∆) للمستقيم بالنسبة (C f
) وضعية ادرس ج-

. f ′ (x) =
g
(
x2)

x2 :]0;+∞[ من x كل أجل من أنهّ بينّ أ- -2
تغيرّاتها. جدول شكّل ّ ثم ، f الداّلة تغيرّ إتجاه استنتج ب-

إحداثييها. تعيين يطلب انعطاف نقطة يقبل (C f
) أنّ بينّ ج-

له. معادلة اكتب ّ ثم ،(∆) المستقيم يوازي (C f
) لـ وحيد (T) مماس يوجد أنهّ بينّ أ- -3

.y = (1 + e) x معادلته: المبدأ، من يمر (C f
) لـ وحيد (T ′) مماس يوجد أنهّ أثبت ب-

.0.3 < x0 < 0.4 حيث: x0 فاصلتها وحيدة نقطة في الفواصل محور حامل يقطع (C f
) أنّ بينّ أ- -4

.(C f
) و (T ′) ،(T) من كل بيانيا مثل ب-

. f (x) = x + m المعادلة حلول عدد m قيم حسب بيانيا ناقش حقيقي. وسيط m ج-

.(O;
−→

i ,
−→

j
) المتجانس المتعامد المعلم إلى منسوب مستو في البياني تمثيلها (Ch) ونسميّ .h (x) =

x2 + 2 + ln
(
x2)

x
بـ: R∗ على المعرفة h الداّلة نعتبر (III)

فردية. h الداّلة أنّ بينّ -1
مثلّه. ّ ثم ،(C f

) من انطلاقا (Ch) تمثيل يتم كيف اشرح -2

قوادري الرحمان عبد أحمد 4أ.



.]0;+∞[ المجال على x 7→ ln x
x

للدالة أصلية دالة جد -1 (IV)

.vn =

en+1∫
en

( f (x)− x) dx ،n طبيعي عدد كل أجل من -2
.vn > 0 :n طبيعي عدد كل أجل من أنهّ بينّ أ-

.n بدلالة vn احسب ّ ثم ،v0 للعدد هندسيا تفسيرا أعط ب-
.sn = v0 + v1 + v2 + ........... + vn حيث: sn المجموع n بدلالة احسب ج-

البياني. تمثيلها (Cλ) . fλ (x) = x +
λ

x
(1 + ln x) بـ: ]0;+∞[ المجال على المعرفة fλ الداّلة نعتبر تماما. موجب حقيقي عدد λ (V)

تعيينها. يطلب ثابتة نقطة من تمر (Cλ) المنحنيات كل أنّ بينّ -1
.{(A; 1) , (B;−1) , (C; 1)} الجملة مرجح Gλ النقطة ونعتبر ،C (1; λ) و B

(
1;− 2

λ

)
،A
(

λ;
2 ln λ

λ

)
النقط نعتبر -2

.Gλ النقطة إحداثيي λ بدلالة عينّ أ-
.]0;+∞[ المجال يمسح λ لماّ Gλ للنقط الهندسي المحل عينّ ب-
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الجلفة لولاية بية التر ية مدير الوطنية بية التر وزارة
ياضيات+عت+تر ر 3 المستوى: بالجلفة حمودة بن الحق عبد ية ثانو
قوادري الرحمان عبد أحمد الأستاذ: 2021/2022 الدراسية: السنة

التكاملي والحساب الأصلية الدوال تمارين حل

﷑ارئوالأول﷑ارئوالأول﷑ارئوالأول﷑ارئوالأول﷑ارئوالأول﷑ارئوالأول﷑ارئوالأول﷑ارئوالأول﷑ارئوالأول﷑ارئوالأول﷑ارئوالأول﷑ارئوالأول﷑ارئوالأول﷑ارئوالأول﷑ارئوالأول﷑ارئوالأول﷑ارئوالأول

R على h : x 7→ xex للدالة أصلية دالة H : x 7→ (x − 1) ex أنّ: من التحقّق - 1
كمايلي: معرفة المشتقة ودالتها R على للاشتقاق وقابلة معرفة دالة H

H′ (x) = 1 (ln x) +
(

1
x

)
x − 1

= ln x + 1 − 1

= ln x

= h (x)

.R على h لـ أصلية دالة H ومنه
0∫

−1

xexdx =
2
e
− 1 أنّ: تبيين -

0∫
−1

xexdx = [(x − 1) ex]0−1

= (0 − 1) e0 − (−1 − 1) e−1

= −1 + 2e−1

=
2
e
− 1

نضع:
0∫

−1

(
x2 + 1

)
exdx = 3

(
1 − 2

e

)
أنّ: تبيين بالتجزئة، التكامل باستعمال - 2

{
u (x) = x2 + 1

v′ (x) = ex

{
u′ (x) = 2x

v (x) = ex

ومنه:
0∫

−1

(
x2 + 1

)
exdx =

[(
x2 + 1

)
ex]0

−1 −
0∫

−1

2xexdx

= 1 − 2e−1 − 2
0∫

−1

xexdx

= 1 − 2
e
− 2

(
2
e
− 1

)
= 3 − 6

e
= 3

(
1 − 2

e

)
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x = −1 و x = 0 المعادلتين ذو والمستقيمين y = x + 1 المعادلة ذو والمستقيم (C f
) بـ المحدد الحـبز مساحة حساب - 3

ومنه: [−1; 0] المجال على ،y = x + 1 المعادلة: ذو المستقيم تحت يقع (C f
) ومنه f (x)− y = −

(
x2 + 1

)
ex < 0 لدينا:

S =
∥∥∥−→i ∥∥∥× ∥∥∥−→j ∥∥∥×

 0∫
−1

(y − f (x)) dx

 cm2

= 2 × 2 ×
0∫

−1

−
(
x2 + 1

)
exdx cm2

= −4 ×
0∫

−1

(
x2 + 1

)
exdx cm2

= −4 × 3
(

1 − 2
e

)
cm2

= −12
(

1 − 2
e

)
cm2

﷑ارئوالثاني﷑ارئوالثاني﷑ارئوالثاني﷑ارئوالثاني﷑ارئوالثاني﷑ارئوالثاني﷑ارئوالثاني﷑ارئوالثاني﷑ارئوالثاني﷑ارئوالثاني﷑ارئوالثاني﷑ارئوالثاني﷑ارئوالثاني﷑ارئوالثاني﷑ارئوالثاني﷑ارئوالثاني﷑ارئوالثاني

2∫
1

ln x
x

dx =
1
2
(ln 2)2 أنّ: تبيين - 1

2∫
1

ln x
x

dx =

2∫
1

1
x
× ln (x) dx

=

[
1
2
(ln (x))2

]2

1

=

(
1
2
(ln (2))2 − 1

2
(ln (1))2

)
=

1
2
(ln 2)2

]0;+∞[ المجال على h : x 7→ 2
x
− 1 لـ أصلية دالة هي H : x 7→ 2 ln x − x أنّ: تبيين - 2

كمايلي: معرفة المشتقة ودالتها ]0;+∞[ المجال على للاشتقاق وقابلة معرفة دالة H

H′ (x) = 2
(

1
x

)
− 1

=
2
x
− 1

= h (x)

.]0;+∞[ المجال على h للدالة أصلية دالة H الداّلة ومنه

نضع:
2∫

1

(
2
x
− 1

)
ln xdx = (1 − ln 2)2 أنّ تبيين بالتجزئة، التكامل باستعمال - 3

 u (x) = ln (x)

v′ (x) =
2
x
− 1

 u′ (x) =
1
x

v (x) = 2 ln (x)− x

ومنه:
2∫

1

(
2
x
− 1

)
ln (x) dx = [ln (x) (2 ln (x)− x)]21 −

2∫
1

1
x
(2 ln (x)− x) dx = ln (2) (2 ln (2)− 2)−

2∫
1

(
2 ln (x)

x
− 1

)
dx

= 2(ln 2)2 − 2 ln (2)− 2
2∫

1

ln (x)
x

dx +

2∫
1

1dx = 2(ln 2)2 − 2 ln (2)− 2
(

1
2
(ln 2)2

)
+ [x]21

= 2(ln 2)2 − 2 ln (2)− (ln 2)2 + 1 = (ln 2)2 − 2 ln (2) + 1 = (ln (2)− 1)2 = (1 − ln (2))2
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x = 2 و x = 1 ،y = x المعادلات ذات والمستقيمات (C f
) بـ المحدّد الحـيز مساحة حساب - 4

لدينا:
f (x)− y =

(
1 − 2

x

)
ln (x)

=

(
x − 2

x

)
ln (x)

إذن: .[1; 2] المجال على y = x المعادلة ذو المستقيم تحت يقع (C f
) المنحنى وعليه: . f (x)− y < 0 فإنّ: [1; 2] المجال من x كل أجل من أنهّ وبما

S =
∥∥∥−→i ∥∥∥× ∥∥∥−→j ∥∥∥×

 2∫
1

(y − f (x)) dx

 cm2

=

2∫
1

−
(

1 − 2
x

)
ln (x) dx cm2

=

2∫
1

(
2
x
− 1

)
ln (x) dx cm2

=

2∫
1

−
(

1 − 2
x

)
ln (x) dx cm2

= (1 − ln (2))2 cm2

الثالث ﷑ارئوالثالث﷑ارئوالثالث﷑ارئوالثالث﷑ارئوالثالث﷑ارئوالثالث﷑ارئوالثالث﷑ارئوالثالث﷑ارئوالثالث﷑ارئوالثالث﷑ارئوالثالث﷑ارئوالثالث﷑ارئوالثالث﷑ارئوالثالث﷑ارئوالثالث﷑ارئوالثالث﷑ارئوالثالث﷑ارئو

ln 4∫
0

e2x − 4exdx = −9
2

أنّ: تبيين - 1

ln 4∫
0

(
e2x − 4ex) dx =

ln 4∫
0

e2xdx − 4
ln 4∫
0

exdx

=
1
2

ln 4∫
0

2e2xdx − 4
ln 4∫
0

exdx

=
1
2
[
e2x]ln 4

0 − 4 [ex]ln 4
0

=
1
2
(
e2 ln 4 − e0)− 4

(
eln 4 − e0)

=
1
2

(
eln 42 − 1

)
− 12 =

15
2

− 12 = −9
2

x = ln 4 و x = 0 ،y = 2x − 2 والمستقيمات (C f
) بـ المحدّد المستوي حيز مساحة حساب - 2

لدينا:
f (x)− y = e2x − 4ex

= ex (ex − 4)

إذن: .y = 2x − 2 المعادلة ذو المستقيم تحت يقع (C f
) وعليه .[0; ln 4] المجال على f (x) < 0 ومنه: ex − 4 < 0 :x ∈ [0; ln 4] لماّ ولدينا

S =
∥∥∥−→i ∥∥∥× ∥∥∥−→j ∥∥∥× ln 4∫

0

(y − f (x)) dx cm2

= 1 × 1 ×
ln 4∫
0

−
(
e2x − 4ex) dx cm2

= −
ln 4∫
0

−
(
e2x − 4ex) dx cm2

= −
(
−9

2

)
cm2

=
9
2

cm2
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الجلفة لولاية بية التر ية مدير الوطنية بية التر وزارة
ياضيات+عت+تر ر 3 المستوى: بالجلفة حمودة بن الحق عبد ية ثانو
قوادري الرحمان عبد أحمد الأستاذ: 2021/2022 الدراسية: السنة

التكاملي والحساب الأصلية الدوال تمارين حل

﷑ارئوا﭂ابع﷑ارئوا﭂ابع﷑ارئوا﭂ابع﷑ارئوا﭂ابع﷑ارئوا﭂ابع﷑ارئوا﭂ابع﷑ارئوا﭂ابع﷑ارئوا﭂ابع﷑ارئوا﭂ابع﷑ارئوا﭂ابع﷑ارئوا﭂ابع﷑ارئوا﭂ابع﷑ارئوا﭂ابع﷑ارئوا﭂ابع﷑ارئوا﭂ابع﷑ارئوا﭂ابع﷑ارئوا﭂ابع

2∫
1

(x + 1) ln xdx = 4 ln 2 − 7
4

أنّ: تبيين بالتجزئة، التكامل باستعمال - 1

}نضع:
u (x) = ln (x)

v′ (x) = x + 1


u′ (x) =

1
x

v (x) =
1
2

x2 + x

ومنه:
2∫

1

(x + 1) ln (x) dx =

[(
1
2

x2 + x
)

ln (x)
]2

1
−

2∫
1

1
x

(
1
2

x2 + x
)

dx

=

(
1
2
(2)2 + 2

)
ln (2)−

(
1
2
(1)2 + 1

)
ln (1)− 1

2

2∫
1

xdx −
2∫

1

dx

= 4 ln (2)− 1
2

[
1
2

x2
]2

1
− [x]21

= 4 ln (2)− 1
4

(
(2)2 − (1)2

)
− (2 − 1)

= 4 ln (2)− 3
4
− 1

= 4 ln (2)− 7
4

x = 2 و x = 1 معادلتيهما الذين والمستقيمين الفواصل ومحور (C f
) بـ المحدّد الحـيز مساحة حساب - 2

ومنه: .[1; 2] المجال على f (x) ≥ 0 أنّ نجد (C f
) المنحنى ورسم الداّلة دراسة بعد

S =
∥∥∥−→i ∥∥∥× ∥∥∥−→j ∥∥∥× 2∫

1

( f (x)− y) dx cm2 = 2 × 2 ×
2∫

1

(3 − 3x + 2 (x + 1) ln (x)) dx cm2

= 4

 2∫
1

(3 − 3x) dx + 2
2∫

1

(x + 1) ln (x) dx

 cm2

= 4

([
3x − 3

2
x2
]2

1
+ 2

(
4 ln (2)− 7

4

))
cm2

= 4
(

3 (2)− 3
2
(2)2 −

(
3 (1)− 3

2
(1)
)
+ 8 ln (2)− 7

2

)
cm2

= 4
(

3
2
− 3 + 8 ln (2)− 7

2

)
cm2

= 4
(

3 − 6
2

+ 8 ln (2)− 7
2

)
cm2 = 4

(
−3

2
+ 8 ln (2)− 7

2

)
cm2 = 4 (−5 + 8 ln (2)) cm2

﷑ارئوالخامس﷑ارئوالخامس﷑ارئوالخامس﷑ارئوالخامس﷑ارئوالخامس﷑ارئوالخامس﷑ارئوالخامس﷑ارئوالخامس﷑ارئوالخامس﷑ارئوالخامس﷑ارئوالخامس﷑ارئوالخامس﷑ارئوالخامس﷑ارئوالخامس﷑ارئوالخامس﷑ارئوالخامس﷑ارئوالخامس

1∫
0

xe−xdx = 1 − 2
e

أنّ: تبيين بالتجزئة التكامل باستعمال - 1

}نضع:
u (x) = x

v′ (x) = e−x

{
u′ (x) = 1

v (x) = −e−x

قوادري الرحمان عبد أحمد 9أ.



ومنه:
1∫

0

xe−xdx =
[
−xe−x]1

0 −
1∫

0

−e−xdx

= −1e−1 −
[
e−x]1

0
= −e−1 − e−1 + e−0

= 1 − 2e−1

= 1 − 2
e

xe−x ≤ x
ex − 2x

≤ 1
e − 2

:x ∈ [0;+∞[ كل أجل من أنهّ تبيين - 2

. x
ex − 2x

≤ 1
e − 2

بأنّ: أولا لنبينّ
كمايلي: معرفة المشتقة ودالتها R على للاشتقاق وقابلة معرفة f

f ′ (x) =
ex − 2x − x (ex − 2)

(ex − 2x)2

=
ex − xex

(ex − 2x)2

=
ex (1 − x)

(ex − 2x)2

ومنه:

x

f ′ (x)

f (x)

−∞ 1 +∞

+ 0 −

−1
2

−1
2

1
e − 2

1
e − 2

00

. x
ex − 2x

≤ 1
e − 2

إذن: f (x) ≤ 1
e − 2

ومنه: R على f لـ عظمى محلية حدية قيمة 1
e − 2

القيمة f تغيرّات جدول من ومنه
.xe−x ≤ x

ex − 2x
أنّ: لنبينّ ثانيا

. x
ex ≤ x

ex − 2x
ومنه: 1

ex ≤ 1
ex − 2x

يكافئ: ex ≥ ex − 2x :x ≥ 0 كل أجل من لدينا
.xe−x ≤ x

ex − 2x
≤ 1

e − 2
:[0;+∞[ المجال من x أجل من ومنه

1 − 2
e
≤ A (E) ≤ 1

e − 2
أنّ: تبيين • - 3

.A (E) =
1∫

0

f (x) dx cm2 فإنّ: [0; 1] المجال على f (x) ≥ 0 أنّ: بما
لدينا:

xe−x ≤ x
ex − 2x

≤ 1
e − 2

يكافئ:
xe−x ≤ f (x) ≤ 1

e − 2

يكافئ:
1∫

0

xe−xdx ≤
1∫

0

f (x) dx ≤
1∫

0

1
e − 2

dx

يكافئ:
1 − 2

e
≤ A (E) ≤ 1

e − 2
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الجلفة لولاية بية التر ية مدير الوطنية بية التر وزارة
ياضيات+عت+تر ر 3 المستوى: بالجلفة حمودة بن الحق عبد ية ثانو
قوادري الرحمان عبد أحمد الأستاذ: 2021/2022 الدراسية: السنة

التكاملي والحساب الأصلية الدوال تمارين حل

﷑ارئوالسادس﷑ارئوالسادس﷑ارئوالسادس﷑ارئوالسادس﷑ارئوالسادس﷑ارئوالسادس﷑ارئوالسادس﷑ارئوالسادس﷑ارئوالسادس﷑ارئوالسادس﷑ارئوالسادس﷑ارئوالسادس﷑ارئوالسادس﷑ارئوالسادس﷑ارئوالسادس﷑ارئوالسادس﷑ارئوالسادس

I

2.2 < α < 2.3 بحيث: α والآخر 1 أحدهما حليّن تقبل g (x) = 0 المعادلة أنّ إثبات - 1
.g (x) = 0 للمعادلة: حل 1 ومنه g (1) = 1 − (1)2 (1 − ln 1) = 1 − 1 = 0 •

.g (2.3) = 0.12 و g (2.2) = −0.02 لدينا: •
وحيدا حلاّ تقبل g (x) = 0 المعادلة فإنّ المتوسطة القيم مبرهنة حسب إذن g (2.2)× g (2.3) < 0 و ]2.2; 2.3[ المجال على تماما ومتزايدة مستمرة g الداّلة

.]2.2; 2.3[ المجال في

]0;+∞[ المجال على g (x) إشارة استنتاج - 2

x

g(x)

0 1 α +∞

+ 0 − 0 +

II
√

e∫
1

f (x) dx = ln 2 أنّ: تبيين - 1

√
e∫

1

f (x) dx =

√
e∫

1

1
x (1 − ln x)

dx

=

√
e∫

1

1
x

1 − ln x
dx

= −

√
e∫

1

− 1
x

1 − ln x
dx

= − [ln (1 − ln x)]
√

e
1

= −
(
ln
(
1 − ln

(√
e
))

− ln (1 − ln 1)
)

= − ln
(

1 − 1
2

)
= ln 2

f (x)− x =
g (x)

x (1 − ln x)
:]0; e[∪ ]e;+∞[ من x كل أجل من أنهّ تبيين - 2

f (x)− x =
1

x (1 − ln x)
− x

=
1 − x2 (1 − ln x)

x (1 − ln x)

=
g (x)

x (1 − ln x)
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y = x المعادلة ذو (∆) للمستقيم بالنسبة (C f
) المنحنى وضعية دراسة - 3

التالي: الجدول في y = x المعادلة ذو (∆) للمستقيم بالنسبة (C f
) المنحنى وضعية ادرس نلخص

x =
√

e و x = 1 معادلتيهما الذين والمستقيمين (∆) والمستقيم (C f
) بـ المحدد الحـيز مساحة حساب - 4

كمايلي: تعطى s المساحة ومنه [1;
√

2
] المجال على f (x)− x ≤ 0 أنّ: نلاحظ

s =
∥∥∥−→i ∥∥∥× ∥∥∥−→j ∥∥∥×

√
e∫

1

( f (x)− x) dx cm2 = 4


√

e∫
1

f (x) dx −

√
e∫

1

xdx

 cm2 = 4

(
ln (2)−

[
1
2

x2
]√e

1

)
cm2

= 4
(

ln (2)− 1
2

((√
e
)2 − (1)

))
cm2 = 4

(
ln (2)− 1

2
(e − 1)

)
cm2 = 4 ln (2)− 2 (e − 1) cm2

﷑ارئوالسابع﷑ارئوالسابع﷑ارئوالسابع﷑ارئوالسابع﷑ارئوالسابع﷑ارئوالسابع﷑ارئوالسابع﷑ارئوالسابع﷑ارئوالسابع﷑ارئوالسابع﷑ارئوالسابع﷑ارئوالسابع﷑ارئوالسابع﷑ارئوالسابع﷑ارئوالسابع﷑ارئوالسابع﷑ارئوالسابع

e∫
1

2 ln x
x

dx = 1 أنّ: تبيين - 1

e∫
1

2 ln x
x

dx = 2
e∫

1

1
x
× ln (x) dx

= 2
[

1
2
(ln (x))2

]e

1
= ln (e)− ln (1)

= 1

x = e و x = 1 معادلتهما الذين والمستقيمين الفواصل ومحور (C f
) بـ المحدد الحـيز مساحة حساب - 2

ومنه: [1; e] المجال على f (x) > 0 أنّ نجد f الدالة دراسة بعد

S =
∥∥∥−→i ∥∥∥× ∥∥∥−→j ∥∥∥× e∫

1

( f (x)− y) dx cm2

=

e∫
1

(
3 − 1

x2 − 2 ln x
x

)
dx cm2

=

e∫
1

3 − 1
x2 dx −

e∫
1

2 ln x
x

dx cm2

=

[
3x +

1
x

]e

1
− 1 cm2

= 3e +
1
e
− 3 − 1 − 1 cm2

= 3e + e−1 − 4 cm2
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الجلفة لولاية بية التر ية مدير الوطنية بية التر وزارة
ياضيات+عت+تر ر 3 المستوى: بالجلفة حمودة بن الحق عبد ية ثانو
قوادري الرحمان عبد أحمد الأستاذ: 2021/2022 الدراسية: السنة

التكاملي والحساب الأصلية الدوال تمارين حل

﷑ارئوالثامن﷑ارئوالثامن﷑ارئوالثامن﷑ارئوالثامن﷑ارئوالثامن﷑ارئوالثامن﷑ارئوالثامن﷑ارئوالثامن﷑ارئوالثامن﷑ارئوالثامن﷑ارئوالثامن﷑ارئوالثامن﷑ارئوالثامن﷑ارئوالثامن﷑ارئوالثامن﷑ارئوالثامن﷑ارئوالثامن

h : x 7→ 1 + ln x للدالة أصلية دالة H : x 7→ x ln x أنّ: تبيين - 1
بـ: معرفة المشتقة ودالتها ]0;+∞[ المجال على للاشتقاق وقابلة معرفة H الدالة

H′ (x) = ln (x) +
1
x
× x

= ln (x) + 1

= h (x)

e∫
1

(1 + ln x) dx = e أنّ: استنتاج -

e∫
1

(1 + ln (x)) dx = [x ln (x)]e1

= e ln (e)− 1 ln (1)

= e

2∫
1

(1 + ln x)2 dx = 2e − 1 أنّ: تبيين بالتجزئة التكامل باستعمال - 2

}نضع:
u (x) = (1 + ln x)2

v′ (x) = 1

 u′ (x) = 2
(

1
x

)
(1 + ln x)

v (x) = x

ومنه:
e∫

1

(1 + ln x)2dx =
[

x(1 + ln x)2
]e

1
− 2

e∫
1

(1 + ln x) dx

=
(

e(1 + ln e)2 − 1 (1 + ln 1)
)
− 2 (e)

= 4e − 1 − 2e

= 2e − 1

x = e و x = 1 معادلتاهما الذين والمستقيمين الفواصل ومحور (C f
) بـ المحدّد الحـيز مساحة حساب - 3

ومنه: [1; e] المجال على f (x) > 0 لدينا:

S =
∥∥∥−→i ∥∥∥× ∥∥∥−→j ∥∥∥× e∫

1

( f (x)− y) dx cm2

=

e∫
1

(
(1 + ln x)2 +

1
x2

)
dx cm2

=

e∫
1

(1 + ln x)2dx +

e∫
1

1
x2 dx cm2

= 2e − 1 +
[
− 1

x

]e

1
cm2

= 2e − 1 − 1
e
+ 1 cm2

= 2e + e−1 cm2
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الجلفة لولاية بية التر ية مدير الوطنية بية التر وزارة
ياضيات+عت+تر ر 3 المستوى: بالجلفة حمودة بن الحق عبد ية ثانو
قوادري الرحمان عبد أحمد الأستاذ: 2021/2022 الدراسية: السنة

التكاملي والحساب الأصلية الدوال تمارين حل

﷑ارئوالتاسع﷑ارئوالتاسع﷑ارئوالتاسع﷑ارئوالتاسع﷑ارئوالتاسع﷑ارئوالتاسع﷑ارئوالتاسع﷑ارئوالتاسع﷑ارئوالتاسع﷑ارئوالتاسع﷑ارئوالتاسع﷑ارئوالتاسع﷑ارئوالتاسع﷑ارئوالتاسع﷑ارئوالتاسع﷑ارئوالتاسع﷑ارئوالتاسع

الأول وحدّها أساسها تعيين مع هندسية (un) أنّ: تبيين أ- - 1

un+1 = e
n+1−2

2

= e
n−2

2 + 1
2

= e
n−2

2 × e
1
2

=
√

e × un

.u0 = e−1 هو: الأول وحدّها q =
√

e أساسها هندسية (un) ومنه
N على تماما متزايدة (un) أنّ تبيين ب- -

وكذلك: un > 0 لدينا:
un+1

un
=

√
e > 1

.N على تماما متزايدة (un) إذن
An للعدد هندسيا تفسير إعطاء • ج- -

.x = un+1 و x = un المعادلتين ذو والمستقيمين y =
x
2

المعادلة ذو والمستقيم (C f
) بـ المحدد المستوي الحـيز مساحة هندسيا يمثل An العدد

An =
2n + 1

2
:n ∈ N كل أجل من أنهّ تبيين • -

An = 4

un+1∫
un

(
f (x)− x

2

)
dx = 4

un+1∫
un

(
1 + ln x

x

)
dx

= 4

un+1∫
un

1
x
(1 + ln x) dx

= 4
[

1
2
× (1 + ln x)2

]un+1

un

= 4
(

1
2

(
(1 + ln (un+1))

2 − (1 + ln (un))
2
))

= 4
(

1
2

((
1 + ln

(
e

n−1
2

))2
−
(

1 + ln
(

e
n−2

2

))2
))

= 4

(
1
2

((
1 +

n − 1
2

)2
−
(

1 +
n − 2

2

)2
))

= 4

(
1
2

((
2 + n − 1

2

)2
−
(

2 + n − 2
2

)2
))

= 4

(
1
2

((
n + 1

2

)2
−
(n

2

)2
))

= 4
(

1
8
(
n2 + 2n + 1 − n2))

=
2n + 1

2

الأول وحدّها أساسها تعيين مع حسابية (An) أنّ استنتاج • -

An+1 − An =
2 (n + 1) + 1

2
− 2n + 1

2
=

2n + 2 + 1 − 2n − 1
2

= 1
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..A0 =
1
2

الأول: وحدّها r = 1 أساسها حسابية (An) ومنه

﷑ارئوالعاشر﷑ارئوالعاشر﷑ارئوالعاشر﷑ارئوالعاشر﷑ارئوالعاشر﷑ارئوالعاشر﷑ارئوالعاشر﷑ارئوالعاشر﷑ارئوالعاشر﷑ارئوالعاشر﷑ارئوالعاشر﷑ارئوالعاشر﷑ارئوالعاشر﷑ارئوالعاشر﷑ارئوالعاشر﷑ارئوالعاشر﷑ارئوالعاشر

. f (x) + f ′ (x) = 1 − ex

ex + 1
:R من x كل أجل من أنهّ التحقق - 1

بـ: معرفة المشتقة ودالتها R على للاشتقاق وقابلة معرفّة f الداّلة

f ′ (x) = −e−x ln (ex + 1) +
ex

ex + 1
× e−x

= −e−x ln (ex + 1) +
1

ex + 1

ومنه:
f (x) + f ′ (x) = e−x ln (ex + 1)− e−x ln (ex + 1) +

1
ex + 1

=
1

ex + 1
=

1 + ex − ex

ex + 1
=

1 + ex

ex + 1
− ex

ex + 1
= 1 − ex

ex + 1

ومشتقتها مستمرة f أنّ وبما f (x) + f ′ (x) = 1 − ex

ex + 1
لدينا: x = 0 أجل من −2 ln 2 القيمة تأخذ والتي f لـ F الأصلية الداّلة استنتاج - 2

فإنّ: R على ∫مستمرة
f (x) dx +

∫
f ′ (x) dx =

∫ (
1 − ex

ex + 1

)
dx

يكافئ:
F (x) + c + f (x) = x − ln (ex + 1)

يكافئ:
F (x) = x − ln (ex + 1)− f (x)− c

يكافئ:
F (x) = x − ln (ex + 1)− e−x ln (ex + 1)− c

يكافئ:
F (x) = x −

(
1 + e−x) ln (ex + 1)− c

وعليه ،c = 0 إذن: − (
1 + e−0) ln

(
e0 + 1

)
− c = −2 ln 2 ومنه: F (0) = −2 ln 2 تعني: x = 0 أجل من −2 ln 2 القيمة تأخذ التي الداّلة

هي: x = 0 أجل من −2 ln 2 القيمة تأخذ والتي f لـ F الأصلية الداّلة
F (x) = x −

(
1 + e−x) ln (ex + 1)

A > 0 فإنّ: [0; 1] المجال من x كل أجل من أنهّ تبيين أ- - 3
تماما. موجب عدد هو موجب مجال على تماما موجبة دالة تكامل فإنّ f (x) > 0 أنّ بما

السابق السؤال نتيجة من حسابيا تحقّق ّ ثم ،A العدد حساب ب- -

1∫
0

f (x) dx =
[
x −

(
1 + e−x) ln (ex + 1)

]1
0

= 1 −
(
1 + e−1) ln

(
e1 + 1

)
+ 2 ln 2

= 2 ln (2) + 1 −
(
1 + e−1) ln

(
e1 + 1

)
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الجلفة لولاية بية التر ية مدير الوطنية بية التر وزارة
ياضيات+عت+تر ر 3 المستوى: بالجلفة حمودة بن الحق عبد ية ثانو
قوادري الرحمان عبد أحمد الأستاذ: 2021/2022 الدراسية: السنة

التكاملي والحساب الأصلية الدوال تمارين حل

﷑ارئوالحاديعشر﷑ارئوالحاديعشر﷑ارئوالحاديعشر﷑ارئوالحاديعشر﷑ارئوالحاديعشر﷑ارئوالحاديعشر﷑ارئوالحاديعشر﷑ارئوالحاديعشر﷑ارئوالحاديعشر﷑ارئوالحاديعشر﷑ارئوالحاديعشر﷑ارئوالحاديعشر﷑ارئوالحاديعشر﷑ارئوالحاديعشر﷑ارئوالحاديعشر﷑ارئوالحاديعشر﷑ارئوالحاديعشر

f الداّلة تغيرّ اتجاه دراسة - 1
بـ: معرفة المشتقة ودالتها ]0;+∞[ المجال على للاشتقاق وقابلة معرفة f الداّلة

f ′ (x) = − 1
x2 +

1
x

=
x − 1

x2

كالتالي: تكون f ′ (x) وإشاة

x

g′(x)

0 1 +∞

− 0 +

متناقصة. f الداّلة x ∈ ]0; 1] لماّ •
متزايدة. f الداّلة x ∈ [1;+∞[ لماّ •

f (6) و f (2) حساب - 2

• f (2) = 1 +
1
2
+ ln (2) =

3
2
+ ln (2)

• f (6) = 1 +
1
6
+ ln (6) =

7
6
+ ln (6)

(
C f
) بيانيا تمثيل -
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y = 0 و x = n + 1 ،x = n معادلاتها: التي والمستقيمات (C f
) بـ المحدد الحـيز مساحة إيجاد - 3

ومنه: f (x) > 0 أنّ: نلاحظ f الداّلة لمنحني البياني التمثيل من

un =

n+1∫
n

f (x) dx =

n+1∫
n

(
1 +

1
x
+ ln (x)

)
dx

= [x + ln (x) + x ln (x)− x]n+1
n

= [(x + 1) ln (x)]n+1
n

= (n + 2) ln (n + 1)− (n + 1) ln (n)

s3 و s2 ،s1 حساب • - 4

•s1 =
i=1
∑

i=1
ui = u1 = 3 ln (2)

•s2 =
i=2
∑

i=1
ui = u1 + u2 = 3 ln (2) + 4 ln (3)− 3 ln (2) = 4 ln (3)

•s3 =
i=3
∑

i=1
ui = u1 + u2 + u3 = 5 ln (4)

sn = (n + 2) ln (n + 1) معدوم: غير طبيعي عدد n كل من أنهّ بالتراجع البرهان ب- -
.n = 1 أجل من محققة الخاصية إذن 3 ln (2) = s1 أخرى: جهة ومن s1 = 3 ln (2) جهة: من لدينا n = 1 أجل من •

إذن: .sn = (n + 3) ln (n + 2) أنّ ونبرهن sn = (n + 2) ln (n + 1) أنّ: نفرض •

sn+1 =
i=n+1

∑
i=1

ui

= un+1 +
i=n
∑

i=1
ui

= (n + 3) ln (n + 2) + sn

= (n + 3) ln (n + 2)− (n + 2) ln (n + 1) + (n + 2) ln (n + 1)

= (n + 3) ln (n + 2)

.sn = (n + 2) ln (n + 1) فإنّ: معدوم غير طبيعي عدد n كل أجل من وعليه

﷑ارئوالثانيعشر﷑ارئوالثانيعشر﷑ارئوالثانيعشر﷑ارئوالثانيعشر﷑ارئوالثانيعشر﷑ارئوالثانيعشر﷑ارئوالثانيعشر﷑ارئوالثانيعشر﷑ارئوالثانيعشر﷑ارئوالثانيعشر﷑ارئوالثانيعشر﷑ارئوالثانيعشر﷑ارئوالثانيعشر﷑ارئوالثانيعشر﷑ارئوالثانيعشر﷑ارئوالثانيعشر﷑ارئوالثانيعشر

[0;+∞[ على x 7→ f (x)− g (x) للداّلة أصلية دالة هي h (x) = x ln (ex) بـ: [0;+∞[ على المعرفة h الداّلة أنّ تبيين - 1

بـ: معرفة المشتقة ودالتها [0;+∞[ المجال على للاشتقاق وقابلة معرفة h الداّلة

h′ (x) = ln (ex + 1) +
(

ex

ex + 1

)
× x

=
xex

ex + 1
+ ln (ex + 1)

=
xex

ex + 1
− (− ln (ex + 1))

= f (x)− g (x)

.[0;+∞[ على x 7→ f (x)− g (x) للداّلة أصلية دالة هي h (x) = x ln (ex) بـ: [0;+∞[ على المعرفة h الداّلة ومنه:
f (x)− g (x) > 0 فإنّ: موجب x كل أجل من أنهّ تبيين - 2

. f (x)− g (x) =
xex

ex + 1
+ ln (ex + 1) لدينا:

f (x)− إذن: xex

ex + 1
+ ln (ex + 1) > 0 وعليه: xex

ex + 1
> 0 :x > 0 أجل من وكذلك ln (ex + 1) > 0 ومنه: ex + 1 > 1 أنّ: نعلم

.g (x) > 0
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x = β و x = 0 معادلتاهما الذين والمستقيمين (Cg
) و (C f

) بـ المحدد المستوي من للحيز A (β) المساحة β بدلالة حساب - 3

ومنه: (Cg
) فوق (C f

) وبالتالي: f (x)− g (x) > 0 أنّ: سبق مما وجدنا

A (β) = 4

β∫
0

( f (x)− g (x)) dx cm2

= 4 [x ln (ex + 1)]β
0 cm2

= 4β ln
(
eβ + 1

)
cm2

A (β) = 4 ln (e + 1)β يكون: حتى β تعيين - 4
4β ln

(
eβ + 1

)
= 4 ln (e + 1)β يكافئ: A (β) = 4 ln (e + 1)β لدينا: β > 0 أجل من

β ln
(
eβ + 1

)
= β × ln (e + 1) يكافئ:

ln
(
eβ + 1

)
= ln (e + 1) يكافئ:

eβ + 1 = e + 1 يكافئ:
eβ = e يكافئ:
β = 1 يكافئ:

الثالثعشر الثالثعشر﷑ارئو الثالثعشر﷑ارئو الثالثعشر﷑ارئو الثالثعشر﷑ارئو الثالثعشر﷑ارئو الثالثعشر﷑ارئو الثالثعشر﷑ارئو الثالثعشر﷑ارئو الثالثعشر﷑ارئو الثالثعشر﷑ارئو الثالثعشر﷑ارئو الثالثعشر﷑ارئو الثالثعشر﷑ارئو الثالثعشر﷑ارئو الثالثعشر﷑ارئو الثالثعشر﷑ارئو ﷑ارئو

I0 = ln 2 أنّ: تبيين - 1

I0 =

1
2∫

0

1
1 − x

dx

= −

1
2∫

0

−1
1 − x

dx

= − [ln (|1 − x|)]
1
2
0

= − [ln (1 − x)]

1
2
0

= −
(

ln
(

1 − 1
2

)
− ln (1 − 0)

)
= −

(
ln
(

1
2

))
= ln 2

I0 − I1 : حساب - 2

I0 − I1 =

1
2∫

0

1
1 − x

dx −

1
2∫

0

x
1 − x

dx

=

1
2∫

0

1 − x
1 − x

dx

=

1
2∫

0

1dx

= [x]

1
2
0

=
1
2
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I1 قيمة: استنتاج - 3

.I1 = ln (2)− 1
2

إذن: I1 = I0 −
1
2

ومنه: I0 − I1 =
1
2

لدينا:

In − In+1 =

(
1
2

)n+1

n + 1
:n معدوم غير طببعي عدد كل أجل من أنهّ تبيين - 4

In − In+1 =

1
2∫

0

xn

1 − x
dx −

1
2∫

0

xn+1

1 − x
dx

=

1
2∫

0

xn − xn+1

1 − x
dx

=

1
2∫

0

xn (1 − x)
1 − x

dx

=

1
2∫

0

xndx

=

[
xn+1

n + 1

]1
2

0

=

(
1
2

)n+1

n + 1

0 ≤ In ≤ 1
2n معدوم: غير طبيعي عدد n كل من أنهّ تبيين أ- - 5

ومنه: 0 ≤ xn

1 − x
≤ 1

2n−1 :x ∈
[

0;
1
2

]
كل أجل من لدينا

1
2∫

0

0dx ≤

1
2∫

0

xn

1 − x
dx ≤

1
2∫

0

1
2n−1 dx

يكافئ:

0 ≤ In ≤ 1
2n−1

1
2∫

0

1dx

يكافئ:
0 ≤ In ≤ 1

2n−1 × 1
2

يكافئ:
0 ≤ In ≤ 1

2n

(In) المتتالية نهاية استنتاج -
فإنّ: بالمقارنة النهّايات حسب إذن . lim

n→+∞

(
1
2n

)
= 0 ولدينا: 0 ≤ In ≤ 1

2n لدينا:
lim

n→+∞
In = 0
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sn = I0 − In معدوم: غير طبيعي عدد n كل من أنهّ تبيين أ- -
كمايلي: بالتراجع. البرهان نستعمل السؤال هذا في هنا

"sn = I0 − In " الخاصية: اذن .s1 = I0 − I1 =
1
2

وعليه: s1 =
1
2

لدينا: أخرى جهة ومن I0 − I1 =
1
2

جهة: من لدينا n = 1 أجل من •
.n = 0 أجل من محققة

وعليه: .sn+1 = I0 − In+1 أنّ: ونبرهن sn = I0 − In أنّ: نفرض •

sn+1 =
1
2
+

(
1
2

)2

2
+

(
1
2

)3

3
+ ............... +

(
1
2

)n

n
+

(
1
2

)n+1

n + 1

=

1
2
+

(
1
2

)2

2
+

(
1
2

)3

3
+ ............... +

(
1
2

)n

n

+

(
1
2

)n+1

n + 1

= I0 − In + In − In+1

= I0 − In+1

.sn = I0 − In فإنّ: n معدوم غير طبيعي عدد أجل من فإنهّ بالتراجع الاستدلال مبدأ حسب وعليه
lim

n→+∞
sn حساب -

lim
n→+∞

sn = lim
n→+∞

(I0 − In)

= ln 2

عشر عشر﷑ارئوا﭂ابع عشر﷑ارئوا﭂ابع عشر﷑ارئوا﭂ابع عشر﷑ارئوا﭂ابع عشر﷑ارئوا﭂ابع عشر﷑ارئوا﭂ابع عشر﷑ارئوا﭂ابع عشر﷑ارئوا﭂ابع عشر﷑ارئوا﭂ابع عشر﷑ارئوا﭂ابع عشر﷑ارئوا﭂ابع عشر﷑ارئوا﭂ابع عشر﷑ارئوا﭂ابع عشر﷑ارئوا﭂ابع عشر﷑ارئوا﭂ابع عشر﷑ارئوا﭂ابع ﷑ارئوا﭂ابع

I

يفها تعر مجموعة أطراف عند g الداّلة نهايتي حساب - 1

lim
x

>→ 0
g (x) = lim

x
>→ 0

(x − ln x) = +∞ / lim
x

>→ 0
(ln x) = −∞

lim
x→+∞

g (x) = lim
x→+∞

(x − ln x) = lim
x→+∞

(
x
(

1 − ln x
x

))
= +∞ / lim

x→+∞

(
ln x

x

)
= 0

g الداّلة تغير اتجاه ادرس - 2
بـ: معرفة المشتقة ودالتها ]0;+∞[ المجال على للاشتقاق وقابلة معرفة g الداّلة

g′ (x) = 1 − 1
x
=

x − 1
x

كمايلي: تكون g′ (x) إشارة

x

g′(x)

0 1 +∞

− 0 +

متناقصة. g الداّلة x ∈ ]0; 1] لماّ •
متزايدة. g الداّلة x ∈ [1;+∞[ لماّ •
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g الداّلة تغيرات جدول تشكيل -

x

f ′ (x)

f (x)

0 1 +∞

− 0 +

+∞

11

+∞+∞

g (x) ≥ 1 :]0;+∞[ من x كل أجل من أنهّ استنتاج - 3

.g (x) ≥ 1 :]0;+∞[ من x كل أجل من وبالتالي: 1 هي صغرى محلية حدية قيمة تقبل الدالة أنّ نلاحظ التغيرّات جدول من
un > 1 فإنّ: طبيعي عدد n كل أجل من أنهّ بالتراجع البرهان أ- - 4

.n = 0 أجل من محققة "un > 1 " الخاصية ومنه u0 = e > 1 لدينا: n = 0 أجل من •
.un+1 > 1 أنّ: ونبرهن un > 1 أنّ نفرض •

فإنّ: ]1;+∞[ المجال على تماما متزايدة g الداّلة أنّ وبما un > 1 الفرض من لدينا
g (un) > g (1)

يكافئ:
un+1 > 1

.un > 1 فإنّ: طبيعي عدد n كل أجل من فإنهّ بالتراجع الاستدلال مبدأ حسب إذن
لدينا: متناقصة (un) المتتالية أنّ تبيين ب- -

un+1 − un = g (un)− un

= un − ln (un)− un

= − ln (un)

.N على متناقصة (un) إذن un+1 − un < 0 ومنه: − ln (un) < 0 وعليه: ln (un) > 0 أي: un > 1 أنّ وبما
متقاربة أنّها استنتاج -

متقاربة. فإنّها (un > 1) 1 بالعدد الأسفل من ومحدودة متناقصة (un) أنّ بما
نهايتها حساب -

.l ∈ R حيث: lim
n→+∞

un+1 = l و lim
n→+∞

un = l فإنّ: متقاربة (un) أنّ بما
. lim
n→+∞

un = 1 ومنه: l = 1 يكافئ: ln (l) = 0 يكافئ: l − ln (l) = l يكافئ: g (l) = l المعادلة نحل l لإيجاد
II

lim
x

>→ 0
f (x) و lim

x→+∞
f (x) حساب - 1

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

(
x +

2
x
+

2 ln x
x

)
= +∞ / lim

x→+∞

(
2
x

)
= 0; lim

x→+∞

(
2 ln x

x

)
= 0

lim
x

>→ 0
f (x) = lim

x
>→ 0

(
x +

2
x
+

2 ln x
x

)
= lim

x
>→ 0

(
x +

2 + 2 ln x
x

)
= −∞ / lim

x
>→ 0

(2 + 2 ln x) = −∞

الهندسي التفسير -
التراتيب. محور لحامل مواز (C f

) لـ مقارب x = 0 المعادلة ذو المستقيم
lim

x→+∞
( f (x)− x) حساب ب- -

lim
x→+∞

( f (x)− x) = lim
x→+∞

(
2
x
+

2 ln x
x

)
= 0
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الهندسي التفسير -
(+∞) بجوار (C f

) لـ مائل مقارب y = x المعادلة ذو المستقيم
y = x المعادلة ذو (∆) للمستقيم بالنسبة (C f

) وضعية دراسة ج- -

. f (x)− x =
2 + 2 ln x

x
لدينا:

.2 + 2 ln x إشارة دراسة
كالتالي: تكون الفرق إشارة وعليه x = e−1 يكافئ: ln x = −1 يكافئ: 2 + 2 ln x = 0 لدينا:

x

f (x)− x

0 e−1 +∞

− 0 +

.(∆) فوق يقع (C f
) المنحنى x ∈

]
0; e−1[ لماّ •

.A (e−1; e−1) النقطة: في (∆) المستقيم يقطع (C f
) المنحنى • .(∆) تحت يقع (C f

) المنحنى x ∈
]
e−1;+∞

[ لماّ •
f ′ (x) =

g
(
x2)

x2 :]0;+∞[ من x كل أجل من أنهّ تبيين أ- - 2

معرفة: المشتقة ودالتها ]0;+∞[ المجال على للاشتقاق وقابلة معرفة f الداّلة

f ′ (x) = 1 − 2
x2 + 2


(

1
x

)
x − ln x

x2

 = 1 − 2
x2 + 2

(
1 − ln x

x2

)

=
x2 − 2 + 2 − 2 ln (x)

x2 =
x2 − ln

(
x2)

x2 =
g
(

x2)
x2

f الداّلة تغير اتجاه استنتاج ب- -
.]0;+∞[ المجال على تماما متزايدة f الداّلة إذن f ′ (x) > 0 ومنه g

(
x2) ≥ 0 وبالتالي: g (x) ≥ 1 :]0;+∞[ من x كل أجل من أنهّ وجدنا سبق مما

تغيرّاتها جدول تشكيل -

x

f ′ (x)

f (x)

0 +∞

+

−∞

+∞+∞

إحداثييها. تعيين يطلب انعطاف نقطة يقبل (C f
) أنّ تبيين ج- -

بـ: معرفّة المشتقة ودالتها ]0;+∞[ المجال على للاشتقاق وقابلة معرفّ f ′ الداّلة

f ′′ (x) =
2xg′

(
x2) · x2 − 2xg

(
x2)

x4

=
2x2g′

(
x2)− 2g

(
x2)

x3

=

2x2
(

x2 − 1
x2

)
− 2

(
x2 − ln

(
x2))

x3

=
2
(

x2 − 1
)
− 2x2 + 2 ln

(
x2)

x3

=
−2 + 2 ln

(
x2)

x3

التالي: الجدول في كما تعطى f ′′ (x) إِشارة .x =
√

e يكافئ: −2 + 2 ln
(
x2) = 0 يكافئ: f ′′ (x) = 0 لدينا: .x > 0 كل أجل من
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x

f ′′ (x)

0
√

e +∞

− 0 +

.(C f
) للمنحني إنعطاف نقطة J

(√
e;

3 + e√
e

)
النقطة فإنّ إشارتها وتغير x =

√
e عند تنعدم f ′′ (x) أنّ بما

(∆) المستقيم يوازي (C f
) لـ وحيد (T) مماس يوجد أنهّ تبيين أ- - 3

. f ′ (a) = 1 التالية: a المجهول ذات المعادلة نحل معناه (∆) المستقيم يوازي مماس
a = 1 يكافئ: a2 = 1 يكافئ: ln

(
a2) = 0 يكافئ: a2 − ln

(
a2) = a2 يكافئ: g

(
a2) = a2 يكافئ: g

(
a2)

a2 = 1 يكافئ: f ′ (a) = 1

.(a > 0)
هي: معادلته 1 الفاصلة ذات النقطة في (∆) المستقيم يوازي (C f

) لـ وحيد (T) مماس يوجد يوجد وعليه

y = f ′ (1) (x − 1) + f (1)

= 1 (x − 1) + 3

= x + 2

y = (1 + e) x معادلته: المبدأ، من يمر (C f
) لـ وحيد (T ′) مماس يوجد أنهّ إثبات ب- -

.−b f ′ (b) + f (b) = 0 التالية: a المجهول ذات المعادلة نحل معناه المبدأ من يمر مماسا يقبل (C f
)

−b ×
g
(
b2)

b2 + b +
2
b
+

2 ln (b)
b

= 0 يكافئ: −b f ′ (b) + f (b) = 0 لدينا:
−

b2 − ln
(
b2)

b
+ b +

2
b
+

2 ln (b)
b

= 0 يكافئ:
−b2 − 2 ln (|b|)

b
+ b +

2
b
+

2 ln (b)
b

= 0 يكافئ:
−b2 + 2 ln (b) + b2 + 2 + 2 ln (b)

b
= 0 يكافئ:

4 ln (b) + 2
b

= 0 يكافئ:
1 + 2 ln (b) = 0 يكافئ:

.b =
1√

e
يكافئ:

هي: معادلته 1√
e
الفاصلة ذات النقطة في وحيدا (T ′) مماسا يقبل (C f

) وعليه

y = f ′
(
e−2) (x − e−2)+ f

(
e−2)

=

g

((
1√

e

)2
)

(
1√

e

)2

(
x − 1√

e

)
+

1√
e
+ 2

√
e + 2

√
e ln

e
−

1
2


= e · g

(
e−1) (x − 1√

e

)
+

1√
e
+ 2

√
e + 2

√
e
(
−1
2

)
= e

(
e−1 − ln

(
e−1)) (x − 1√

e

)
+

1√
e
+ 2

√
e −

√
e

= (1 + e) x − e−
1
2 (1 + e) + e−

1
2 + e

1
2 = (1 + e) x − e−

1
2 − e

1
2 + e−

1
2 + e

1
2 = (1 + e) x

0.3 < x0 < 0.4 حيث: x0 فاصلتها وحيدة نقطة في الفواصل محور حامل يقطع (C f
) أنّ تبيين أ- - 4

المتوسطة. القيمة مبرهنة نطبق وعليه . f (x) = 0 معناه: الفواصل محور حامل يقطع (C f
)

لدينا:
المتوسطة القيم مبرهنة حسب إذن f (0.3)× f (0.4) < 0 و ]0.3; 0.4[ المجال على تماما ومتزايدة مستمرة g الداّلة f (0.4) = 0.81 و f (0.3) = −1.05

0.3 < x0 < 0.4 حيث: x0 فاصلتها وحيدة نقطة في الفواصل محور حامل يقطع (C f
) إذن: .]0.3; 0.4[ المجال في وحيدا حلاّ تقبل f (x) = 0 المعادلة فإنّ
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(
C f
) و (T ′) ،(T) من كل بيانيا تمثيل ب- -

البيانية المناقشة ج- -
وعليه: y = x + m المعادلات ذات المستقيمات مع (C f

) تقاطع نقط فواصل هي بيانيا f (x) = x + m المعادلة حلول
واحدا. حلا تقبل المعادلة m ∈ ]−∞; 0] لماّ أي m ≤ 0 لماّ •

متمايزين. حليّن تقبل المعادلة m ∈ ]0; 1[ لماّ أي 0 < m < 1 لماّ •
مضاعفا. حلا تقبل المعادلة m = 1 لماّ •

حلولا. تقبل لا المعادلة m ∈ ]1;+∞[ لماّ أي m > 1 لماّ •
III

فردية h الداّلة أنّ تبيين - 1
.R∗ من −x و x فإنّ للصفر بالنسبة متناظرة R∗ أنّ بما •

لدينا: •
h (−x) =

(−x)2 + 2 + ln
(
(−x)2

)
−x

= −
x2 + 2 + ln

(
x2)

x
= −h (x)

فردية. h الداّلة ومنه
لدينا: (C f

) من انطلاقا (Ch) تمثيل يتم كيف شرح - 2

h (x) =
x2 + 2 + ln

(
x2)

x

=
x2 + 2 + 2 ln |x|

x
= x +

2
x
+

2 ln |x|
x

=

{
f (x) ; x ≥ 0

− f (−x) ; x ≤ 0

.(C f
) على ينطبق (Ch) x ≥ 0 لماّ

للمبدأ. بالنسبة متناظر (Ch) وعليه فردية h الداّلة لدينا ،x ≥ 0 لماّ
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(Ch) بيانيا تمثيل ب- -

IV

]0;+∞[ المجال على x 7→ ln x
x

للدالة أصلية دالة إيجاد - 1

∫ ln x
x

dx =
∫ 1

x
× ln (x) dx

=
(ln x)2

2
+ c /c ∈ R

vn > 0 :n طبيعي عدد كل أجل من أنهّ تبيين أ- - 2

عدد هو موجب مجال على موجبة دالة تكامل أنّ ونعلم f (x)− x ≥ 0 فإنّ: x ∈
[
en; en+1] لماّ وعليه f (x)− x ≥ 0 فإنّ: x ≥ 0 لماّ أنهّ سبق مماّ وجدنا

.vn > 0 :n طبيعي عدد كل أجل من إذن موجب
v0 للعدد هندسيا تفسيرا إعطاء ب- -

المعادلات ذات والمستقيمات (C f
) بـ المحدد الحـيز مساحة يمثل v0 العدد فإنّ: [1; e] المجال على f (x)− x ≥ 0 أنّ: بما .v0 =

e1∫
e0

( f (x)− x) dx لدينا:
.x = e1 و x = 1 ،y = x

n بدلالة vn حساب -

vn =

en+1∫
en

( f (x)− x) dx

=

en+1∫
en

(
2
x
+ 2 × ln x

x

)
dx

= 2
en+1∫
en

1
x

dx + 2
en+1∫
en

ln x
x

dx

= 2 [ln (x)]e
n+1

en + 2

[
(ln (x))2

2

]en+1

en

= 2
(
ln
(
en+1)− ln (en)

)
+
(
ln
(
en+1))2 − (ln (en))2

= 2 + (n + 1)2 − n2

= n2 + 2n + 3 − n2

= 2n + 3
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sn = v0 + v1 + v2 + ........... + vn حيث: sn المجموع n بدلالة حساب ج- -
وعليه: حسابية (vn) المتتالية أنّ نلاحظ

sn = v0 + v1 + v2 + ........... + vn

=
n + 1

2
(v0 + vn)

=
n + 1

2
(3 + 2n + 3)

=
(n + 1) (2n + 6)

2
= (n + 1) (n + 3)

V

تعيينها مع ثابتة نقطة من تمر (Cλ) المنحنيات كل أنّ تبيين - 1
fλ+1 (x0) = y0 و fλ (x0) = y0 إذن: (Cλ+1) و (Cλ) للمنحنيين تنمتي ثابتة نقطة A (x0; y0) لتكن

y0 = x0 +
λ

x0
(1 + ln (x0))

y0 = x0 +
λ + 1

x0
(1 + ln (x0))

يكافئ:

x0 +
λ

x0
(1 + ln (x0)) = x0 +

λ + 1
x0

(1 + ln (x0)) يكافئ:
λ

x0
+

λ

x0
ln (x0) =

λ + 1
x0

+
λ + 1

x0
· ln (x0) يكافئ:

λ + λ ln (x0)− λ − 1 − λ ln (x0)− ln (x0)

x0
= 0 يكافئ:

−1 − ln (x0)

x0
= 0 يكافئ:

y0 = e−1 + λe
(
1 + ln

(
e−1)) = e−1 وأيضا: .x0 = e−1 يكافئ:

.Bλ

(
e−1; e−1) هي: وحيدة ثابتة نقطة من تمر المنحنيات جميع وعليه:

Gλ النقطة إحداثيي λ بدلالة تعيين أ- - 2


xGλ

=
1 (xA)− 1 (xB) + 1 (xC)

1 − 1 + 1
= λ − 1 + 1 = λ

yGλ
=

1 (yA)− 1 (yB) + 1 (yC)

1 − 1 + 1
=

2 ln (λ)

λ
+

2
λ
+ λ = f (λ)

.Gλ (λ; f (λ)) هي: Gλ إحداثيات وعليه
]0;+∞[ المجال يمسح λ لماّ Gλ للنقط الهندسي المحل تعيين ب- -

كاملا. (C f
) المنحنى هو ]0;+∞[ المجال يمسح λ لماّ Gλ للنقط الهندسي المحل وبالتالي Gλ ∈

(
C f
) فإنّ: yGλ

= f (λ) أنّ: بما
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