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0x→   : ؛ و من جهة أخرى
( )

22

2 20 0 0

cos 1 sin sin 1
lim lim lim

cos 1 cos 1x x x

x x x

x x x x x→ → →

−  
= − = −  

+ + 
 

cos) ضرب البسط و المقام في    1x+ : ؛ و بما أن ) 

sin
1

x

x
و منه   →0xلما  →

20

cos 1 1 1
lim

cos0 1 2x

x

x→

−
= − = −

+
؛ إذن :  

20

cos 1 1
lim

tan 2x

x

x→

−
= − . 

0لإزالة حالة عدم التعيين من الشكل  (  14

0
 نتبع ما يلي :  

)جذر لكثير الحدود  1 )P x  حيث( ) 4 1P x x= )؛ إذن بالقسمة الإقليدية لـ  − )P x  1علىx  نتحصل على :  −

( ) ( )( )2 31 1P x x x x x= − + +  ؛ و منه نجد :      +

    ( )( )2 34

2 3 2 3

1 1 1

1 11
lim lim lim1 1 1 1 1 4

1 1x x x

x x x xx
x x x

x x→ → →

− + + +−
= = + + + = + + + =

− −
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0
 د المشتق :نستعمل تعريف العد  

( )
4 4

cos2 coscos2 1 2lim lim
44 4

4

g
 

 

 
  → →

−
= =

− −
:حيث   cos2g     و  تقبل الإشتقاق على 

):   من أجل كل عدد حقيقي   ) 2sin2g   = )مشتقة مركب دالتين( ؛ إذن : −

( ) 2sin 2
4 2

g   = − = ؛ و منه ينتج :    −
4

cos2 1
lim

4 2




 →

= −
−
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0
 نستعمل تعريف العدد المشتق : 

( )
( )

2 2

1 2 cos 2 cos 11 12 2lim lim
22 2 2

2

g
 

 

 


  → →

− − − −
= =

− −
)حيث   ) 2 cos

2
g  =  تقبل  −



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

و من أجل كل  الإشتقاق على      : لدينا( )
2

sin
22

g   )مشتقة مركب دالتين( ؛ إذن : =

              
2

1 2 cos 1 2 12lim sin
42 2 2 4






 →

−
= =

−
2لأن   

sin
4 2

 = 

 رس في برنامج السنة الثالثة( :( لحساب النهاية يمكن مثلا إستعمال مبرهنة المقارنة )تد 17

0xليكن       :( )21 cos 1 1x−  +    ؛ و منه( )2cos 1x x x x−  +   : ؛ إذن ينتج الحصر 

( )2

2 2 2

cos 1

1 1 1

x xx x

x x x

+
−  

+ + +
 علما أن :  x→+بالمرور إلى النهاية لما  ؛ و 

2 2
lim lim 0

1 1x x

x x

x x→+ →+
− = =

+ +
)نستنتج أن :     حصرلفإنه حسب مبرهنة ا  )2

2

cos 1
lim 0

1x

x x

x→+

+
=

+
 

 

 إنتهى  حل التمارين ...                                                                 

 

 

 

 

 

 : الرياضيات في الثانوية صفحة



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ                                                -ناطقةدراسة دالة 

المعرفة على  fلتكن الدالة  2−     : كما يلي( )
2 3

2

x x
f x

x

 + +
=

−
)و ليكن    )f

C   تمثيلها البياني في

)المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس   ); ,O i j       . 

)حتى يشمل المنحنى   و  عين العددين   (1 )f
C  النقطة( )3;3A   و يقبل عندها مماسا يوازي حامل محور

       الفواصل . 

1نعتبر فيما يلي :    • =  ،3 = −  .    

)ستنتج أن  اعند حدود مجموعة التعريف ؛ ثم  fأحسب نهايات الدالة  (2 )f
C        يقبل مستقيما مقاربا يطلب تعيين معادلته 

)بين أنه يمكن كتابة   (3 )f x   : على الشكل( ) 1
2

a
f x x

x
= − +

−
   . ثابت يطلب تعيينه aحيث  

بين أنه من أجل كل   (4 2x −    :( )
( )

2

2

4 3

2

x x
f x

x

− +
 =

−
     

 ثم شكل جدول تغيراتها .      fأدرس تغيرات الدالة  (5

)بين أن المستقيم   (6 ) 1 الذيy x= )مستقيم مقارب مائل للمنحنى  معادلة له  − )f
C  .     

)أدرس الوضع النسبي للمستقيم   (7 )   و المنحنى( )f
C      . 

)نقطة تقاطع المستقيمين المقاربين للمنحنى   أوجد إحداثيي النقطة   (8 )f
C    . 

تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي   (9
f

x D   : 4فإن
f

x D−     و( ) ( )4 2f x f x− +  ؛  =

     ماذا تستنتج ؟     

)لمماس لأكتب معادلة  (10 )T  للمنحنى( )f
C   عند النقطة ذات الإحداثيات

3
0;

2

 
− 

 
  .    

)أرسم   (11 )  ،( )T  و المنحنى( )f
C     . 

)عدد و إشارة حلول المعادلة  mحسب قيم الوسيط الحقيقي  و ناقش بيانيا    (12 )f x x m− =   .    

المعرفة على  gنعتبر الدالة   (13 2−     : كما يلي( )
2 3 3

2

x x
g x

x

− +
=

−
)و ليكن    )g

C  البياني     تمثيلها

)في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس   ); ,O i j         . 

)إشرح كيف يمكن إنشاء   ✓ )g
C   إعتمادا على( )f

C   ثم أنشئ( )g
C  . في نفس المعلم السابق 
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 : حل مقترح

)حتى يشمل المنحنى   و  عيين العددين  ت -1 )f
C   النقطة( )3;3A ي حامل محور و يقبل عندها مماسا يواز

 الفواصل : 

معناه   
( )

( )

3 3

3 0

f

f

 =


 =

أي  
9 3 3 3

3 2 3 0

 

 

+ + =

− − − =

 

أي  
3 0

3 2 3

 

 

+ =

− − =

−3و بالجمع نجد    3أي  = = 1؛ و بالتالي   −
3

 −= =     .   

)عند حدود مجموعة التعريف ؛ ثم إستنتاج أن   fحساب نهايات الدالة  -2 )f
C   يقبل مستقيما مقاربا يطلب تعيين

 معادلته : 

( )

( )

2

2

lim lim lim

lim lim lim

x x x

x x x

x
f x x

x

x
f x x

x

→− →− →−

→+ →+ →+


= = = −


 = = = +


 

( )

( )

2

2

lim

lim

x

x

f x

f x





⎯⎯→

⎯⎯→

 = −



= +

   الهندسي : التفسير 

)المنحنى   )f
C   2يقبل مستقيما مقاربا عموديا معادلتهx =  . 

)نبين انه يمكن كتابة  -3 )f x   : على الشكل( ) 1
2

a
f x x

x
= − +

−
 :  ثابت يطلب تعيينه aحيث  

)بتوحيد المقامات نتحصل على  )
2 3 2

2

x x a
f x

x

− + +
=

−
)ثم بالمطابقة مع العبارة    )

2 3 3

2

x x
f x

x

− +
=

−
نجد :   

2 3a+  و منه  =

1a )؛ إذن :    = )
1

1
2

f x x
x

= − +
−

     

نبين أنه من أجل كل  -4 2x −       :( )
( )

2

2

4 3

2

x x
f x

x

− +
 =

−
   : 

f   تقبل الإشتقاق على كل من المجالين ,2−  و 2,+    : حيث( )
( )

2

1
1

2
f x

x
 = −

−
 أي 
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( )
( )

2

2

4 4 1

2

x x
f x

x

− + −
 =

−
)و منه    )

( )

2

2

4 3

2

x x
f x

x

− +
 =

−
 و هو المطلوب .  

 : fدراسة تغيرات الدالة  -5

( ) 0f x تكافئ   =
2 4 3 0x x− + 2xو  =  

4 3xو منه :     = 1xأو    = = 

+       3        1      − x 
    +     0   −   0    + 2 4 3x x− + 

على المجالين   ,1−  و 3,+  :( ) 0f x  

متزايدة تماما على المجال  fو منه الدالة  ,1−   و على المجال 3,+ . 

على المجالين   1,2  و 2,3   :( ) 0f x    و منه الدالةf   متناقصة تماما على المجالين 1,2   و 2,3 . 

 جدول التغيرات :  

+      3      2       1     − x 
    +     0 −       −  0    + ( )f x 
+         +          1− 

 
           3         −         − 

 
( )f x 

)نبين أن المستقيم   -6 )  1ذو المعادلةy x= )مستقيم مقارب مائل للمنحنى  − )f
C  : 

( ) ( )
1

lim 1 lim 0
2x x

f x x
x→+ → +

− − = =   −
 

)و منه نستنتج أن المستقيم   )  1ذو المعادلةy x= )مستقيم مقارب مائل للمنحنى  − )f
C   بجوار−    و بجوار

+  . 

)دراسة الوضع النسبي للمستقيم   -7 )   و المنحنى( )f
C  : 

على المجال   ,2−  لدينا  :
1

0
2x −

)و منه فالمنحنى    )f
C   يقع فوق المستقيم( ) . 

على المجال   2,+   لدينا  :
1

0
2x −

)و منه فالمنحنى    )f
C  يقع تحت المستقيم( ) . 
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المعادلة 
1

0
2x
=

−
لا تقبل حلولا في    2−   و منه المنحنى( )f

C   لا يقطع المستقيم( ) . 

)نقطة تقاطع المستقيمين المقاربين للمنحنى   إيجاد إحداثيي النقطة  -8 )f
C  : 

2xجل من أ 2نجد :    = 1y = 1yأي  − = 

)و منه نجد :   )2;1 . 

التحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي   -9
f

x D   : 4فإن
f

x D−     و( ) ( )4 2f x f x− + = : 

f
x D   2معناهx   2و منهx−  4و منه   − 2x−   4أي

f
x D−  

( ) ( )4 2f x f x− +  ) بالحساب (  =

)النقطة    : الإستنتاج )2;1   هي مركز تناظر للمنحنى( )f
C  . 

)كتابة معادلة للمماس  -10 )T  للمنحنى( )f
C   عند النقطة ذات الإحداثيات

3
0;

2

 
− 

 
 : 

( )( ) ( )0 0 0y f x f= −  حيث :  +

( ) 30
4

f   و منه نجد :  =

       ( ) 3 3:
4 2

T y x= −   

)رسم   -11 )  ،( )T   و المنحنى( )f
C : 

 المناقشة البيانية :  -12

)حلول المعادلة  )f x x m= )بيانيا تمثل فواصل نقط تقاطع المنحنى   + )f
C   مع المستقيمات المائلة( )m

  التي

yمعادلتها من الشكل :    x m=  .  mحيث  +

1m* من أجل   = ):  المعادلة  − ) 1f x x= 1y)  لا تقبل حلولا   − x= )هي معادلة المقارب المائل  − ) ) 

1m* من أجل   أي  − 1,m − +  فإن المعادلة( )f x x m=  تقبل حلا وحيدا موجبا تماما .   +

3* من أجل  
2

m = ):  المعادلة  − ) 3
2

f x x=  تقبل حلا وحيدا معدوما .  −

3* من أجل   1
2

m− 3أي  − , 1
2

m   − −
 

)المعادلة   )f x x m=  تقبل حلا وحيدا سالبا تماما .   +
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3* من أجل  
2

m ,3أي  −
2

m   − −
 

  : 

)المعادلة  )f x x m=  تقبل حلا وحيدا موجبا تماما .  +

)شرح كيف يمكن إنشاء  -13 )g
C   إعتمادا على( )f

C   ثم إنشاء( )g
C  : في نفس المعلم السابق 

بحساب مميز ثلاثي الحدود  
2 3 3x x−  نجد أن :  +

3 0 = و بالتالي المقدار  −
2 3 3x x−   و تكون إشارته موجبة تماما أي : لا ينعدم على   +

فإن   xمن أجل كل 
2 3 3 0x x− + 

)و منه نكتب :    )
2 23 3 3 3

2 2

x x x x
g x

x x

− + − +
= =

− −
 إذن   

من أجل كل  2x )فإن  − ) ( )g x f x= 

 *( )g
C   ينطبق على( )f

C   لما يكون( )f
C  . فوق حامل محور الفواصل 

 *( )g
C   هو نظير( )f

C  بالنسبة إلى حامل محور الفواصل لما يكون( )f
C  محور الفواصل .  تحت 

 : الإنشاء الهندسي
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 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

 :  32ص    75التمرين رقم 

f  الدالة المعرفة على 0,+     : كما يلي( ) 21 4f x x x x= + + )و  + )C  تمثيلها البياني في

)المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ); ,O i j . 

)( بين أن المستقيم 1 )  2الذي 3y x= )معادلة له مقارب للمنحنى  + )C  عند+ . 

)لـ ( أدرس الوضعية النسبية 2 )C  و( ) . 

 :  32ص    76رقم التمرين  

f     : هي الدالة المعرفة كما يلي( ) 21
1

2
f x x x= − + )و  − )C  تمثيلها البياني في المستوي

)المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ); ,O i j .  

 . fمجموعة تعريف الدالة  D( عين 1

 . +و عند  −عند  f( أحسب نهايات الدالة 2

)( أحسب  3 )
3

lim
2x

f x x
→ −

 
+ 

 
)و     )

1
lim

2x
f x x

→ +

 
− 

 
 

)( إستنتج أن المنحني 4 )C قبل مستقيمين مقاربين مائلين ي( )  و( ) . يطلب تعيين معادلتيهما 

)( حدد وضعية 5 )C  بالنسبة إلى كل من( )  و( ) . 

 

 

 

        -  Mathematics for all  -الرياضيات في الثانوية  



 : حناش نبيل الأستاذكتابة 

 :  32ص    75التمرين رقم 

f  الدالة المعرفة على 0,+     : كما يلي( ) 21 4f x x x x= + + )و  + )C  تمثيلها البياني في

)المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ); ,O i j . 

)بين أن المستقيم ن( 1 )  2الذي 3y x= )معادلة له مقارب للمنحنى  + )C  عند+ : 

)يكفي أن نبين أن  ) ( )lim 2 3 0
x

f x x
→+

− + =     : حيث

( ) ( ) ( ) ( )2 2lim 2 3 lim 1 4 2 3 lim 4 2
x x x

f x x x x x x x x x
→+ → + → +

− + = + + + − − = + − −   أي 

( ) ( )
( )

22

2 2

4 2 4
lim 2 3 lim lim 0

4 2 4 2x x x

x x x
f x x

x x x x x x→+ → + → +

+ − + −
− + = = =  

+ + + + + +
و منه نستنتج أن  

) المستقيم )  2الذي 3y x= )معادلة له مقارب مائل للمنحنى  + )C  عند+ .  

)الوضعية النسبية لـ  ةسارد( 2 )C  و( ) : 

0xمن أجل كل    : لدينا   ( )
2

4

4 2
f x y

x x x

−
− =

+ + +
 

2و بما أن  4 2 0x x x+ + +   0من أجل كلx   فإن( ) 0f x y−   على المجال 0,+ و منه 

)نى منحال )C المائل مقارب يقع تحت ال( ) .  
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 :  32ص    76التمرين رقم 

f     : هي الدالة المعرفة كما يلي( ) 21
1

2
f x x x= − + )و  − )C  تمثيلها البياني في المستوي

)و المتجانس المنسوب إلى المعلم المتعامد  ); ,O i j  . 

 : fمجموعة تعريف الدالة  Dين يعت( 1

2فإن :   xحقيقي  من أجل كل عدد 1 0x −   2و بالتالي المقدار 1x  xمعرف من أجل كل  −

هي :   fإذن مجموعة تعريف الدالة  ,D = = − +  

 : +و عند  −د عن fب نهايات الدالة احس( 2

( ) 2 2

2

1 1 1 1
lim lim 1 lim 1 lim 1

2 2 2x x x x
f x x x x x x x

x→ + →+ →+ →+

      
= − + − = − + − = − + −             

 

2لأن  1 0x −   عندماx→+ : و منه ينتج 

( )
2

1 1 1 1
lim lim 1 lim 1 lim

2 2 2x x x x
f x x x x

x→ + →+ → + → +

    
= − + − = − + = = +         

 

( ) 2 2

2

1 1 1 1
lim lim 1 lim 1 lim 1

2 2 2x x x x
f x x x x x x x

x→ − →− →− →−

      
= − + − = − + − = − − −             

 

2لأن  1 0x −   عندماx→− : و منه ينتج 

( )
2

1 1 1 3
lim lim 1 lim 1 lim

2 2 2x x x x
f x x x x

x→ − →− → − → −

    
= − − − = − − = − = +         

 

     : تذكير

2

2

, 0

, 0

x x x x

x x x x

 = = 


= = − 
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)ب  احس( 3 )
3

lim
2x

f x x
→ −

 
+ 

 
)و     )

1
lim

2x
f x x

→ +

 
− 

 
 : 

( ) ( )
2 2

2 2

2

3 1 3 1
lim lim 1 lim 1 lim

2 2 2 1x x x x

x x
f x x x x x x x

x x→− →− →− → −

− +   
+ = − + − + = + − =  

    − −
أي  

( )
2

3 1
lim lim 0

2 1x x
f x x

x x→ − → −

 
+ = = 

  − −
2لأن   1x x− − →−  عندماx→− 

( ) ( )
2 2

2

2 2

1 1 1
lim lim 1 lim lim 0

2 1 1x x x x

x x
f x x x x

x x x x→+ →+ → + → +

− − − 
− = − − = = = 

  − + − +
 لأن 

2 1x x− + →+  عندماx→+  

)أن المنحني  اج( إستنت4 )C  يقبل مستقيمين مقاربين مائلين( )  و( )  يطلب تعيين معادلتيهما: 

)بما أن  )
3

lim 0
2x

f x x
→ −

 
+ = 

 
)فإن المستقيم   )  الذي

3

2
y x= )له مقارب مائل لـ  معادلة − )C  عند

−  و بما أن( )
1

lim 0
2x

f x x
→ +

 
− = 

 
)فإن المستقيم   )  الذي

1

2
y x=  معادلة له مقارب مائل لـ

( )C  عند+ .  

) النسبية لـ وضعيةالد يحدت -أ (5 )C  بالنسبة إلى( ) : 

)لدينا :   xمن أجل كل عدد حقيقي  ) 23
1

2
f x x x x+ = + 2نضع :  ؛  − 1 0x x+ − =  

0xإذا كان     2فإن 1 1x x+ −   2و بالتالي المعادلة 1 0x x+ −   مستحيلة الحل . =

0xإذا كان     :2 1 0x x+ − 2يكافئ  = 1x x− = 2 يكافئ − 21x x− يكافئ   =

2 21x x− 2مستحيلة الحل أو  = 21x x− = 22ئ كافي − 1x يكافئ   =
2

2
x = 0xلأن )  −   ) 

2ثم نلخص إشارة المقدار  1x x+      ل :في جدو −
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 و منه نستنتج أن :

إذا كان  
2

,
2

x
 

 − − 
 

)فإن   )
3

0
2

f x x+   و منه يكون( )C  تحت المقارب( ) . 

إذا كان  
2

,
2

x
 

 − + 
 

)فإن   )
3

0
2

f x x+   و منه يكون( )C المقارب فوق ( ) . 

إذا كان  
2

2
x = )فإن  − )

3
0

2
f x x+ )ني و منه المنح = )C  يقطع المقارب( )  . 

)حديد الوضعية النسبية لـ ب( ت )C  بالنسبة إلى( ) : 

)لدينا :   xمن أجل كل عدد حقيقي  ) 21
1

2
f x x x x− = − + 2 نضع : ؛  − 1 0x x− + − = 

0xإذا كان     2فإن 1 1x x− + −   2و بالتالي المعادلة 1 0x x− + −    مستحيلة الحل . =

0xإذا كان     :2 1 0x x− + − 2كافئ ي = 1x x− 2يكافئ  = 21x x−  يكافئ =

       2 21x x− 2ل أو مستحيلة الح = 21x x− = 22يكافئ  − 1x يكافئ  =
2

2
x 0x) لأن  =  ) 

2 لخص إشارة المقدارثم ن        1x x− +  في جدول : −
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 و منه نستنتج أن :

إذا كان  
2

,
2

x
 

 − 
 

)فإن   )
1

0
2

f x x−   و منه يكون( )C المقارب  فوق( ) .  

إذا كان  
2

,
2

x
 

 + 
 

)فإن   )
1

0
2

f x x−   و منه يكون( )C المقارب حتت ( ) .   

إذا كان  
2

2
x )فإن  = )

1
0

2
f x x− )ني و منه المنح = )C  يقطع المقارب( )  .    
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 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

 -بتصرف   -من الكتاب المدرسي   67ص    85التمرين رقم 

)المعرفة كما يلي :   fنعتبر الدالة  )
2

2

2 15

2 3

x x
f x

x x

− −
=

− −
)و ليكن   )f

C  تمثيلها البياني في المستوي

)المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ); ,O i j . 

 . fمجموعة تعريف الدالة  D( حدد 1

 ) نهايات ، إتجاه التغير ، جدول تغيرات ( . f( أدرس تغيرات الدالة 2

) يمات المقاربة للمنحنيإستنتج معادلة للمستق( 3 )f
C . 

)( أكتب معادلة المماس 4 )T  للمنحنى( )f
C  5عند النقطة ذات الفاصلة . 

)( أثبت أن المستقيم 5 )  1الذيx ) يمحور تناظر للمنحنمعادلة له  = )f
C . 

)( أنشئ المنحنى 6 )f
C . 

)عدد و إشارة حلول المعادلة  m( ناقش بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي 7 ) 2f x m= . 

( نعتبر الدالة 8
m

f   : المعرفة بـ( )
2

2

15

3
m

x mx
f x

x mx

− −
=

− −
 وسيط حقيقي . mحيث  

( )m
C  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ); ,O i j  . 

أ( أدرس تغيرات الدالة 
m

f  يللمنحن للمستقيمات المقاربةو إستنتج معادلة ( )m
C .   

)ب( بين أنه توجد نقطة وحيدة تنتمي إلى كل المنحنيات  )m
C . 

) يتينالذي يشمل النقطة ذات الإحداث يجـ( ما هو المنحن  ؟ 1;4(
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 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

 -بتصرف  -من الكتاب المدرسي    67ص    85التمرين رقم حل  

)المعرفة كما يلي :   fنعتبر الدالة  )
2

2

2 15

2 3

x x
f x

x x

− −
=

− −
)و ليكن   )f

C  تمثيلها البياني في المستوي

)المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ); ,O i j . 

 : fمجموعة تعريف الدالة  Dحديد ت( 1

2معرفة إذا و فقط إذا كان  fتكون الدالة  2 3 0x x− −   2حيث أن ثلاثي الحدود 2 3x x− ينعدم من  −

أجل 
2 16

2
x

+
3xأي  = أو  =

2 16

2
x

−
1xأي  = = −  (( ) ( )( )

2

2 4 1 3 16 0 = − − − =  ) 

3xمعرفة إذا و فقط إذا كان  fو منه تكون الدالة      1وx  و منه  − 1,3
f

D = − − 

 ) نهايات ، إتجاه التغير ، جدول تغيرات ( : f( دراسة تغيرات الدالة 2

               

( )

( )

( )

( )

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2 2
1 1 1

2

2
1 1

2 15
lim lim lim 1

2 3

2 15
lim lim lim 1

2 3

2 15 12
lim lim lim

2 3 2 3

2 15
lim lim lim

2 3

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x
f x

x x x

x x x
f x

x x x

x x
f x

x x x x

x x
f x

x x

  

  

→− →− →−

→+ →+ →+

⎯⎯→− ⎯⎯→− ⎯⎯→−

⎯⎯→− ⎯⎯→− ⎯

− −
= = =

− −

− −
= = =

− −

− −
= = − = −

− − − −

− −
= = −

− −

( )

( )

2
1

2

2 2
3 3 3

2

2 2
3 3 3

12

2 3

2 15 12
lim lim lim

2 3 2 3

2 15 12
lim lim lim

2 3 2 3

x x x

x x x

x x

x x
f x

x x x x

x x
f x

x x x x

  

  

⎯→−

⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→










 = +
 − −


− −
 = = − = +

− − − −
 − −

= = − = −
− − − −

 

2إشارة المقام  x:  أدرس حسب قيم  إرشاد)                     2 3x x− − ) 

تقبل الإشتقاق على مجموعة تعريفها و من أجل كل  fالدالة 
f

x D   : لدينا

( )
( )( ) ( )( )

( )

2 2

2
2

2 2 2 3 2 15 2 2

2 3

x x x x x x
f x

x x

− − − − − − −
 =

− −
)أي   )

( )

( )
2

2

24 1

2 3

x
f x

x x

−
 =

− −
 

من أجل كل 
f

x D  فإن( )
2

2 2 3 0x x− −   و بالتالي إشارة( )f x  على
f

D  1من إشارةx − : 

إذا كان     , 1 1,1x − −  )فإن  − ) 0f x   و بالتالي الدالةf  متناقصة تماما على كل من 
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المجالين  , 1− و   − 1,1− . 

إذا كان     1,3 3,x  +  فإن( ) 0f x   و بالتالي الدالةf  متزايدة تماما على كل من

المجالين  1,3    و 3,+ . 

 : fجدول تغيرات الدالة 

 

)بما أن   : التفسير الهندسي( 3 )lim 1
x

f x
→−

)و    = )lim 1
x

f x
→+

1yفإن المستقيم الذي  = معادلة له  =

)مقارب أفقي للمنحني  )f
C  بجوار−   و بجوار+  

)بما أن   )
1

lim
x

f x



⎯⎯→−

=   1فإن المستقيم الذيx = )معادلة له مقارب عمودي للمنحني  − )f
C . 

)بما أن    )
3

lim
x

f x



⎯⎯→

=   3فإن المستقيم الذيx )معادلة له مقارب عمودي للمنحني  = )f
C . 

)( كتابة معادلة المماس 4 )T  للمنحنى( )f
C  5عند النقطة ذات الفاصلة : 

)لدينا :   ) ( )( ) ( ): 5 5 5T y f x f= − )حيث  + )
( )

( ) ( )( )
2

2

24 5 1
25

3
5 2 5 3

f
−

 = =
− −

)و   )5 0f = 

)إذن :  ) ( )2: 5
3

T y x= )أي    − ) 102:
3 3

T y x= −  

)( إثبات أن المستقيم 5 )  1الذيx )محور تناظر للمنحنى معادلة له  = )f
C : 

يكفي أن نتحقق من الشرطين :  من أجل كل 
f

x D    : 2فإن
f

x D−     و( ) ( )2f x f x− = 

f
x D  1معناهx  3xو  −   1و منهx−   3وx−  2و منه يكون  − 3x−   2و 1x−  − 
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على الترتيب ، إذن  2 1,3x−  − 2أي  −
f

x D−  

و من أجل كل 
f

x D   : لدينا( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2
2

2 2

2 2 2 15 2 15
2

2 32 2 2 3

x x x x
f x f x

x xx x

− − − − − −
− = = =

− −− − − −
 

1xإذن نستنتج أن المستقيم الذي  )محور تناظر للمنحني  = )f
C . 

)عدد و إشارة حلول المعادلة  m( المناقشة بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي 7 ) 2f x m= : 

)حلول المعادلة  ) 2f x m=  بيانيا تمثل فواصل نقط تقاطع المنحني( )f
C  مع المستقيمات الأفقية( )m

  التي

2yلها معادلات من الشكل  m=  (نوع المناقشة أفقية )  حيث من أجل كل عدد حقيقيm  2فإن 0m   و

)بالتالي جميع المستقيمات  )m
 . تقع فوق حامل محور الفواصل أو تنطبق عليه 

2إذا كان   0m 0mأي  = )فإن المنحني  = )f
C  0يتقاطع مع المستقيم الذيy معادلة له ) حامل  =

و بالتالي  5و فاصلة الأخرى هي  −3محور الفواصل ( في نقطتين متمايزتين فاصلة إحداهما هي 

)المعادلة  ) 0f x تقبل حلين متمايزين في الإشارة هما  =
1

3x = و    −
2

5x = . 

20إذا كان   1m   0أي 1m   1أو 0m−    أي   1,0 0,1m −   فإن المنحني( )f
C 

2yيتقاطع مع المستقيم الذي  m=  في نقطتين متمايزتين فاصلة إحداهما عدد موجب تماما و فاصلة

)الأخرى عدد سالب تماما و بالتالي المعادلة  ) 2f x m= زين في الإشارة .تقبل حلين متماي 

21إذا كان   4m   2أي 1m−   1أو  − 2m   أي   2, 1 1,2m − −   فإن المنحني

( )f
C  لا يتقاطع مع المستقيم( )m

  2الذيy m=  معادلة له و بالتالي المعادلة( ) 2f x m=  لا

 تقبل حلولا .

2إذا كان   4m 2mأي  = = 2mأو  − )فإن المنحني  = )f
C  4يتقاطع مع المستقيم الذيy = 

)و بالتالي المعادلة  1معادلة له في نقطة وحيدة ذات الفاصلة  ) 4f x تقبل حلا وحيدا و هذا الحل  =

 ي ( .) بعض المراجع تسميه حلا مضاعفا لوجود ذروة للمنحن 1موجب تماما و يساوي 

24إذا كان   5m   5أي 2m−   2أو  − 5m   5أي , 2 2, 5m     − − 
   

 

)فإن المنحني  )f
C  يتقاطع مع المستقيم( )m

  2الذيy m=  معادلة له في نقطتين متمايزتين كل

)منهما ذات فاصلة موجبة تماما و بالتالي المعادلة  ) 2f x m= . تقبل حلين متمايزين موجبين تماما 

2إذا كان   5m 5mأي  = = 5mأو  − )فإن المنحني  = )f
C  5يتقاطع مع المستقيم الذيy = 

معادلة له في نقطتين متمايزتين إحداهما فاصلتها معدومة و الأخرى ذات فاصلة موجبة تماما و تساوي 

)و بالتالي المعادلة  2 ) 2f x m=  2و  0تقبل حلين متمايزين هما  . 



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

2إذا كان   5m   5أيm  5mأو  −   أي, 5 5 ,m     − −  +
   

فإن المنحني  

( )f
C  يتقاطع مع المستقيم( )m

  2الذيy m=  معادلة له في نقطتين متمايزتين إحداهما ذات فاصلة

)سالبة تماما و الأخرى ذات فاصلة موجبة تماما و بالتالي المعادلة  ) 2f x m=  تقبل حلين متمايزين

 في الإشارة .  

( نعتبر الدالة 8
m

f   : المعرفة بـ( )
2

2

15

3
m

x mx
f x

x mx

− −
=

− −
 وسيط حقيقي . mحيث  

( )m
C  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ); ,O i j  . 

أ( دراسة تغيرات الدالة 
m

f للمنحنى  ةالمقارب اتو إستنتاج معادلة للمستقيم( )m
C : 

تكون الدالة 
m

f  2معرفة إذا و فقط إذا كان 3 0x mx− −   2مميز ثلاثي الحدود حيث 3x mx− هو : −

( ) ( )( )
2 24 1 3 12 0

m
m m = − − − = +   من أجل كل عدد حقيقيm  2، إذن المعادلة 3 0x mx− − = 

تقبل حلين متمايزين هما :  
2

1

12

2

m m
x

− +
و    =

2

2

12

2

m m
x

+ +
 و بالتالي نستنتج أن :  =

                            1 2 1 1 2 2
, , , ,

mf
D x x x x x x= − = −   +  

نهايات الدالة 
m

f : عند أطراف مجموعة التعريف 

                       

( )

( )

( )

( )

( )

1 1

1 1

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2

2

15
lim lim lim 1

3

15
lim lim lim 1

3

15
lim lim

3

15
lim lim

3

12
lim lim

mx x x

mx x x

m
x x x x

m
x x x x

m
x x x x

x mx x
f x

x mx x

x mx x
f x

x mx x

f x
x mx

f x
x mx

f x
x mx

 

 

 

→− →− →−

→+ →+ →+

⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯→

− −
= = =

− −

− −
= = =

− −

−
= = −

− −

−
= = +

− −

−
=

−

( )
2 2

2

3

12
lim lim

3
m

x x x x

f x
x mx

 
⎯⎯→ ⎯⎯→













 = +

−
 −

= = −
− −

   

: أحسب قيمة البسط من أجل  إرشاد) 
2 12

2

m m
x

− +
ثم من أجل    =

2 12

2

m m
x

+ +
و شكل  =

2جدول إشارة المقام  3x mx−  (  xحسب قيم  −



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

)بما أن   : التفسير الهندسي )lim 1
mx

f x
→+

1yفإن المستقيم الذي  = )معادلة له مقارب أفقي للمنحني  = )f
C 

 +و بجوار  −بجوار 

)بما أن   )
1

lim
m

x x

f x



⎯⎯→

=   فإن المستقيم الذي
2 12

2

m m
x

− +
معادلة له مقارب عمودي للمنحني  =

( )f
C   . 

)بما أن  )
2

lim
m

x x

f x



⎯⎯→

=   فإن المستقيم الذي
2 12

2

m m
x

+ +
معادلة له مقارب عمودي للمنحني  =

( )f
C . 

الدالة 
m

f  تقبل الإشتقاق على مجموعة تعريفها و من أجل كل
mf

x D   : لدينا

( )
( )( ) ( )( )

( )

2 2

2
2

2 3 15 2

3
m

x m x mx x mx x m
f x

x mx

− − − − − − −
 =

− −
أي  

( )
( )

( )

( )
2 2

2 2

12 224 12

3 3
m

x mx m
f x

x mx x mx

−−
 = =

− − − −
حيث من أجل كل  

mf
x D  فإن( )

2
2 3 0x mx− −   و

)بالتالي إشارة  )m
f x  2من إشارةx m− : 

2إذا كان   0x m−   أي 1 1
, ,

2

m
m x x

 
 −  

 
)فإن   ) 0

m
f x   و بالتالي الدالة

m
f 

متناقصة تماما على كل من المجالين  1, x−  و
1
,

2

m
x
 
 
 

 . 

2إذا كان   0x m−   أي 2 2
, ,

2

m
x x x

 
  + 
 

)فإن   ) 0
m

f x   و بالتالي الدالة
m

f 

متزايدة تماما على كل من المجالين 
2

,
2

m
x

 
 
 

و   2
,x +   . 

جدول تغيرات الدالة 
m

f : 



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

 

)ب( نبين أنه توجد نقطة وحيدة تنتمي إلى كل المنحنيات  )m
C : 

)نفرض أنه توجد نقطة وحيدة  )0 0
;A x y  تنتمي إلى جميع المنحنيات( )m

C  و بالتالي من أجل كل عدد حقيقي

m   : فإنه ينتج
2

0 0

02

0 0

2 15

2 3

x mx
y

x mx

− −
=

− −
 فإن : mأي من أجل كل عدد حقيقي  

( )2 2

0 0 0 0 0
2 15 2 3x mx y x mx− − = − )أي  − ) 2 2

0 0 0 0 0 0 0
2 2 3 15 0x y x m x y x y− − + − − = 

و منه ينتج : 
0 0 0

2 2

0 0 0 0

2 2 0

3 15 0

x y x

x y x y

− =

− + + − =

يكافئ   
( )

( )

0 0

2

0 0 0

2 1 0

1 3 15

x y

x y y

 − =

− − + =

 

من المعادلة الأولى ينتج 
0

0x أو  =
0

1y  ؛ إذن نناقش الحالتين كلا على حدى : =

إذا كان  ✓
0

0x و بالتعويض في المعادلة الثانية نتحصل على  =
0

3 15y و منه  =
0

5y =   

)إذن          ) ( )0 0
; 0;5x y =  

إذا كان  ✓
0

1y )و بالتعويض في المعادلة الثانية نتحصل على  = ) ( )2

0
1 1 3 1 15x− − +  جو منه ينت =

       3  تناقض .     =15

)جميع المنحنيات  : نتيجة ❖ )m
C  تمر من نقطة وحيدة هي( )0;5A   . 

)المنحنى الذي يشمل النقطة ذات الإحداثيتين  تعيينجـ(  )4;1 : 

)حيث المنحني  mنفرض أنه يوجد عدد حقيقي  )m
C  يشمل النقطة التي إحداثياها( و بالتالي نتحصل  1;4(

 التالية : mعلى المعادلة ذات المجهول 
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( ) ( )

( ) ( )

2

2

4 2 4 15
1

4 2 4 3

m

m

− −
=

− −
أي   

1 8
1

13 8

m

m

−
=

−
1أي    8 13 8m m− = 1أي   −  تناقض . =13

)يحقق المعادلة  mو بالتالي لا يوجد  )4 1
m

f =  . 

)حيث المنحني  mلا يوجد عدد حقيقي  : نتيجة )m
C  يشمل النقطة التي إحداثياها( )4;1  . 
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 -  Mathematics for all -الرياضيات في الثانوية 



 حناش نبيل : كتابة الأستاذ

 :   01رقم  دراسة دالة مثلثية  

f  كما يلي :  الدالة المعرفة( )
sin

1 sin

x
f x

x
=

+
)و ليكن    )f

C  لبياني في المستوي المنسوب إلى اتمثيلها

)نس عامد و المتجالمعلم المتا ); ,O i j . 

حدد  -1
f

D  مجموعة تعريف الدالةf . 

يحقق : من أجل كل  T غير معدوم عدد حقيقي أصغرالدور هو  )   2و دورها هو  fالدالة تحقق أن  -2

عدد 
f

x D  ،
f

x T D+  و ( ) ( )f x T f x+ = ) . 

)ن بين العددين قار xعدد حقيقي من أجل كل  -3 )f x )و    − )f x فسر النتيجة هندسيا  ؛. 

,مجال على ال fأدرس تغيرات الدالة  -4
2 2

  
− 
 

إلى  xا يؤول مدعن f؛ ثم أحسب نهاية الدالة  
2


− 

)أنشئ المنحنى سة السابقة نتائج الدرابالإعتماد على  -5 )f
C . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 حناش نبيل : كتابة الأستاذ

 :   02رقم  دراسة دالة مثلثية  

)المعرفة كما يلي :     f عتبر الدالةن )
sin

2 cos

x
f x

x
=

+
)و ليكن   )f

C  لبياني في المستوي اتمثيلها

)نس عامد و المتجالمعلم المتاالمنسوب إلى  ); ,O i j . 

حدد  -1
f

D الدالة  مجموعة تعريفf . 

 قابلة للإشتقاق على مجموعة تعريفها . fالة برر أن الد -2

)، أحسب  xدد حقيقي من أجل كل ع -3 )2f x +    و( )f x−  ماذا يمكن القول عن المنحنى الممثل  .

مجال على ال fقتصار دراسة الدالة ستنتج أنه يمكن إ؟ إ fة للدال 0,  من أجل إنشاء المنحنى( )f
C . 

):     xيقي أجل كل عدد حقبين أنه من  -4 )
( )

2

1 2cos

2 cos

x
f x

x

+ =
+

 

)إشارة  xحسب قيم أدرس  -5 )f x ى المجال عل 0,  . 

على المجال  fإستنتج إتجاه تغير الدالة  -6 0, يراتها .ثم شكل جدول تغ 

)أنشئ المنحنى  -7 )f
C . 

 

 

 

 

 -  Mathematics for all-الرياضيات في الثانوية 

 

 



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

 :   01رقم    حل التمرين 

f   : الدالة المعرفة كما يلي( )
sin

1 sin

x
f x

x
=

+
)و ليكن    )f

C  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى

)المعلم المتعامد و المتجانس  ); ,O i j . 

حديد ت-1
f

D  مجموعة تعريف الدالةf : 

f  1معرفة إذا و فقط إذا كان sin 0x+   أيsin 1x  و بالإعتماد على الدائرة المثلثية نعلم أن  −

sin 1x = 2إذا و فقط إذا كان  −
2

x k


= −  و منه نستنتج أن : kحيث  +

                          2 ,
2

f
D k k




 
= − − +  

 
 

يحقق : من أجل كل  T غير معدومعدد حقيقي  أصغر) الدور هو    2و دورها هو  fالتحقق أن الدالة  -2

عدد 
f

x D  ،
f

x T D+   و( ) ( )f x T f x+ = : ) 

ليكن 
f

x D  2؛ معناه
2

x k


 − )و منه  kمع  + )2 1 2
2

x k


 +  − + أي  +

2 2
2

x k


 +  − 1kحيث  + k = +   2و منه يكون
f

x D+  : ؛ و من جهة أخرى 

( )
( )

( )
( )

sin 2 sin
2

1 sin 2 1 sin

x x
f x f x

x x






+
+ = = =

+ + +
) من  2دورية و دورها هو  sinلأن الدالة  

 . 2دورية و دورها هو  fمكتسبات السنة أولى ثانوي ( ؛ إذن الدالة 

من أجل كل عدد حقيقي  -3
f

x D  المقارنة بين العددين( )f x )و    − )f x : 

ليكن 
f

x D    :( )
( )

( )
( )

sin sin

1 sin 1 sin

x x
f x f x

x x






−
− = = =

+ − +
لأنه من أجل كل عدد  

f
x D 

)نعلم أن :   )sin sinx x − ) أنظر الدائرة المثلثية ( و بالتالي يكون من أجل كل عدد  =
f

x D : 
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( )2
2

f x f x
 
− = 

 
)) من الشكل   ) ( )2f a x f x− حيث  =

2
a


( ؛ إذن نستنتج أن المستقيم الذي  =

2
x


)) مستقيم عمودي يوازي محور التراتيب ( هو محور تناظر للمنحنى  = )f

C . 

,على المجال  fدراسة تغيرات الدالة  -4
2 2

  
− 
 

)؛ ثم حساب   )
2

lim
x

f x


→−

 : 

f  معرفة و تقبل الإشتقاق على المجال,
2 2

  
− 
 

,و لدينا من أجل كل  
2 2

x
  

 − 
 

 : 

( )
( )

( ) ( )
2 2

cos 1 sin sin cos cos

1 sin 1 sin

x x x x x
f x

x x

+ −
 = =

+ +
,حيث من أجل كل عدد  

2 2
x

  
 − 
 

فإن  

( )
2

1 sin 0x+    و من أجل كل,
2 2

x
  

 − 
 

cosفإن   0x   وcos x =   من أجل
2

x


؛ إذن من  =

,أجل كل 
2 2

x
  

 − 
 

cosيكون   0x   و بالتالي تكون( ) 0f x   أي أن الدالةf  متزايدة تماما على

,المجال 
2 2

  
− 
 

 . 

( )
2 2 2

sin 1
lim lim lim

1 sin 1 sinx x x

x
f x

x x  
→ − → − → −

−
= = = −

+ +
1لأن    sin 0x ++ عندما    →

2
x


⎯⎯→−  

 : fجدول تغيرات الدالة 
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)بالإعتماد على نتائج الدراسة السابقة شرح كيفية إنشاء المنحنى  -5 )f
C : 

)بالإعتماد فقط على النتائج السابقة ننشئ المنحنى  )f
C  على المجال,

2 2

  
− 
 

)ثم نستنتج   )f
C  على

,المجال 
2 2

  
− 
 

بالتناظر بالنسبة إلى المستقيم الذي  
2

x


 معادلة له . =

2نستطيع أن نستنتج على  2دورية و دورها هو  fو بما أن الدالة  ,
2

k k



 

− − +  
 

المنحنى  

( )f
C  2عن طريق إجراء إنسحابات متتالية أشعتهاk i  أي إنسحابات أشعتها من الشكل (

2

0
k

k
v

 
 
 

حيث  

k . ) 

 

 

 

 إنتهى  حل التمرين الأول ...                                                          



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

 :   02رقم    حل التمرين 

)المعرفة كما يلي :     f نعتبر الدالة )
sin

2 cos

x
f x

x
=

+
)و ليكن   )f

C  تمثيلها البياني في المستوي

)المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ); ,O i j . 

تحديد  -1
f

D  مجموعة تعريف الدالةf : 

2معرفة إذا و فقط إذا كان  fتكون الدالة  cos 0x+   ؛ لكن نعلم أنه من أجل كل عدد حقيقيx  فإن

1 cos 1x−    2و منه يكون 1 2 cos 2 1x−  +  1أي  + 2 cos 3x +   و بالتالي من أجل كل

x  2فإن cos x+    : ؛ إذن نستنتج أن
f

D =  

 قابلة للإشتقاق على مجموعة تعريفها : fتبرير أن الدالة  -2

)حيث :  vو  uهي حاصل قسمة دالتين  fالدالة  ): sinu x u x x=  معرفة و قابلة للإشتقاق على 

)و  ): 2 cosv x v x x= فإن  xل كل عدد حقيقي حيث من أج معرفة و قابلة للإشتقاق على  +

( ) 0v x    و بالتالي الدالةuf
v

 . معرفة و قابلة للإشتقاق على  =

)، حساب  xمن أجل كل عدد حقيقي  -3 )2f x +    و( )f x− : 

):    xمن أجل كل  )
( )

( )
( )

sin 2 sin
2

2 cos 2 2 cos

x x
f x f x

x x






+
+ = = =

+ + +
و  cosلأن الدالتين  

sin  2دوريتين و دورهما هو . 

)و كذلك :   )
( )

( )
( )

sin sin

2 cos 2 cos

x x
f x f x

x x

−
− = = − = −

+ − +
نعلم أن  xلأنه من أجل كل  

( )sin sinx x− = )فردية ( و  sin) الدالة  − )cos cosx x−  زوجية ( . cos) الدالة  =

)بما أن   ) ( )f x f x− = هي دالة فردية و بالتالي المنحنى  fفإن الدالة  xمن أجل كل  −

( )f
C  في معلم متعامد يكون متناظرا بالنسبة إلى مبدأ المعلم ، و من جهة أخرى و بما أنه من أجل كل 



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

x  لدينا( ) ( )2f x f x+ ؛ إذن يمكن إقتصار دراسة  2دورية و دورها هو  fفإن الدالة  =

)ثم إستنتاج المنحنى البياني  2على مجال طوله  fالدالة  )f
C  2بإجراء إنسحابات أشعتها  على ki 

 . kحيث 

على المجال  fإذن يكفي دراسة الدالة  0,  ثم إنشاء المنحنى( )f
C  على هذا المجال و من ثم إستنتاج

المنحنى على المجال  ,0− المنحنى  بالتناظر إلى مبدأ المعلم ، و أخيرا إستنتاج إنشاء( )f
C  على  

2بإجراء إنسحابات أشعتها  ki  حيثk  لأن الدالةf  2دورية و دورها هو . 

):     xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي ن -4 )
( )

2

1 2cos

2 cos

x
f x

x

+ =
+

 

حيث من أجل كل  معرفة و تقبل الإشتقاق على  fالدالة 
f

x D : 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

cos 2 cos sin 0 sin 2cos cos sin

2 cos 2 cos

x x x x x x x
f x

x x

+ − − + +
 = =

+ +
من أجل كل  حيث نعلم أنه 

2؛  xعدد حقيقي  2cos sin 1x x+ )و بالتالي نجد   = )
( )

2

1 2cos

2 cos

x
f x

x

+
 =

+
 

)إشارة  xدراسة حسب قيم  -5 )f x  على المجال 0, : 

)إشارة المقدار  )f x  1من إشارة البسط 2cos x+  لأنه من أجل كلx  فإن( )
2

2 cos 0x+  . 

ليكن  0,x   ؛ نضع( ) 0f x تكافئ   =
( )

2

1 2cos
0

2 cos

x

x

+
=

+
1تكافئ     2cos 0x+ و  =

2 cos 0x+    1) محققة ( تكافئcos
2

x = cosتكافئ   − cos
3

x = تكافئ    −

( )cos cos
3

x = )لدينا  لأننا نعلم أنه من أجل كل عدد حقيقي  − )cos cos  − = و منه  −

نجد 
3

x = أي  −
2

3
x


= . 
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على المجال  fإستنتاج إتجاه تغير الدالة  -6 0,  : 

)بما أن  ✓ ) 0f x   من أجل كل
2

0,
3

x
 

 
 

متزايدة تماما على المجال  fفإن الدالة  
2

0,
3

 
 
 

  

)بما أن  ✓ ) 0f x   من أجل كل
2

,
3

x



 

 
 

متناقصة تماما على المجال  fفإن الدالة  
2

,
3




 
 
 

 

 

)إنشاء المنحنى  -7 )f
C : 

)ننشئ المنحنى  )f
C  و كذلك جدول تغيرات الدالة 3بالإعتماد على نتائج السؤال )f . 
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 الرياضيات في الثانوية  

-Mathematics for all  - 



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

 :   أجزاء   3تمرين جيد للمراجعة بـ  

 : الجزء الأول

f  بتمثيلها البياني  الدالة المعرفة على( )f
C  في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس

( ); ,O i j  ؛( )T  مماس للمنحني( )f
C  عند النقطة( )2;2A  ) أنظر الشكل أدناه ( . −

 بقراءة بيانية أجب على الأسئلة التالية :

)( عين 1 )1f −  ،( )3f −  ،( )3f  −  ،( )2f  −  ،( )2f  − . 

)المعادلة  ( حل في 2 ) ( ) 0f x f x )ثم المتراجحة  = ) ( ) 0f x f x  . 

( أحسب النهايات التالية :   3
( )

2

2
lim

2x

f x

x→−

−

+
      ،

( )
2

2 6
lim

2x

f x

x→−

 +

+
       ،

( )
24

lim
16x

f x

x→− −
 

 على مجموعة تعريفها . f( حدد إتجاه تغير الدالة 4

)( أكتب معادلة للمماس 5 )T  للمنحنى( )f
C  عند النقطة( )2;2A − . 

)( إستنتج أحسن تقريب تآلفي للعدد 6 )2f h− دد ؛ ثم إستنتج قيمة مقربة للع 0إلى  hعندما يؤول  +

( )1,999f − . 

)( حدد وضعية المنحنى 7 )f
C  بالنسبة إلى المماس( )T . 

)بـ :    معرفة على  f( نقبل أن الدالة 8 ) 3 2f x x ax bx c= + +  أعداد حقيقية cو  a  ،bحيث  +

)إعتمادا على المنحنى البياني  cو  a  ،bعين الأعداد  ✓ )f
C . و الأسئلة السابقة 

)عدد و إشارة حلول المعادلة  m( ناقش بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي 9 ) 1f x m= − . 

)عدد و إشارة حلول المعادلة  mناقش بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي ( 10 ) ( )f x f m= . 

 : الجزء الثاني



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

)نقبل فيما يلي أن :    ) 3 26 9 4f x x x x= + + + 

)( أحسب 1 )1f )ثم إستنتج تحليلا لـ  − )f x . 

)المعادلة  ( حل في 2 ) 0f x )ثم شكل جدول إشارة  = )f x  حسب قيمx . 

 : الثالثالجزء 

3xالمعرفة من أجل كل  gنعتبر الدالة   )بـ :     − )
3 21 3 9 35

8 3

x x x
g x

x

+ − − 
=  

+ 
 

( بين أنه من أجل كل 1
g

x D    : فإن( )
( )

( )
2

1

4 3

f x
g x

x
 =

+
 

 ثم شكل جدول تغيراتها . g( إستنتج إتجاه تغير الدالة 2

)( إستنتج أن 3 )g
C  منحنى الدالةg  يقبل مماسين( )1

T  و( )2
T  كل منهما يوازي حامل محور الفواصل يطلب

 ا .كتابة معادلة لكل منهم

)ا لـ ( أعط حصر4 )g x  علما أن 2,5x  ( −110) تعطى النتائج بالتدوير إلى   −

 

 

 

 

 

      الرياضيات في الثانوية 

-Mathematics for all  - 

 



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ
 



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

 :   أجزاء   3تمرين جيد للمراجعة بـ  

 : الجزء الأول

)عيين ت( 1 )1f −  ،( )3f −  ،( )3f  −  ،( )2f  −  ،( )2f  − : 

)المنحني  )f
C  و منه ينتج أن :   −1يقطع حامل محور الفواصل عند النقطة ذات الفاصلة( )1 0f − = 

)و من الشكل نقرأ :   )3 4f − = 

( )3f  )يمثل معامل توجيه المماس للمنحني  − )f
C  عند النقطة ذات الفاصلة

0
3x = حيث أن المنحني  −

( )f
C  يقبل مماسا موازيا لحامل محور الفواصل عند النقطة ذات الإحداثيات( )و منه  −3,4( )3 0f  − = 

( )2f  )جيه المماس يمثل معامل تو − )T  للمنحني( )f
C  عند النقطة ذات الفاصلة

0
2x = و لحساب معامل  −

)توجيه المستقيم  )T  نختار نقطتين من هذا المستقيم و هما( )2,2A )و  − )3,5B  حيث : −

( )
( )

5 2
2

3 2

B A

B A

y y
f

x x

− −
 − = =

− − − −
)أي     )2 3f  − = −  

)النقطة  )2,2A ) لأن المنحنىهي نقطة إنعطاف  − )f
C  ) و يغير عندها من تحدبه ) من التحدب إلى التقعر

)كنتيجة فإن المماس  )T  يخترق المنحنى( )f
C  عند النقطةA   : و منه نستنتج أن( )2 0f  − =  

)المعادلة  ( حل في 2 ) ( ) 0f x f x )ثم المتراجحة  = ) ( ) 0f x f x  : 

( ) ( ) 0f x f x )إذا و فقط إذا كان  = ) 0f x )أو  = ) 0f x = : 

)حلول المعادلة  ) 0f x )حني بيانيا تمثل فواصل نقط تقاطع المن = )f
C  مع حامل محور الفواصل و من الشكل

4xنجد :  = 1xأو    − = − 

على المجال  , 3− متزايدة تماما و منه من أجل كل  fالدالة  − , 3x − )فإن  − ) 0f x  

على المجال  3, 1− متناقصة تماما و منه من أجل كل  fالدالة  − 3, 1x − )فإن  − ) 0f x  



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

cتقبل قيمة حدية محلية عند النقطة ذات الفاصلة  fالدالة  = −  و منه ينتج( )3 0f  − = 

)بنفس الكيفية نبين أن :   )1 0f  − )؛ إذن مجموعة حلول المعادلة  = ) ( ) 0f x f x  هي    =

                                       4 , 3 , 1S = − − − 

)تكون المتراجحة  ) ( ) 0f x f x   محققة إذا و فقط إذا العددان( )f x  و( )f x  من إشارتين مختلفتين

أو كان أحدهما على الأقل معدوما ، على المجال  , 4− متزايدة تماما و بالتالي من أجل كل  fالدالة  −

 , 4x − )فإن  − ) 0f x   و( )f
C  يقع تحت حامل محور الفواصل أو يقطعه و بالتالي فإنه من أجل

كل  , 4x − )يكون  − ) 0f x    : و منه ينتج أن( ) ( ) 0f x f x  

على المجال  3, 1− )لدينا  − ) 0f x   لأن( )f
C  يقع فوق حامل محور الفواصل أو يقطعه و الدالةf 

متناقصة تماما و منه من أجل كل  3, 1x − )فإن  − ) 0f x   و عليه يكون( ) ( ) 0f x f x  

)إذن مجموعة حلول المتراجحة  ) ( ) 0f x f x  : هي     , 4 3, 1S = − −  − −   

( حساب النهايات التالية :   3
( )

2

2
lim

2x

f x

x→−

−

+
      ،

( )
2

2 6
lim

2x

f x

x→−

 +

+
       ،

( )
24

lim
16x

f x

x→− −
 

     

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

( )( )

( ) ( )
( )

2 2

2 2 2

24 4 4

2 2
lim lim 2 2

2 2

2 3 2 22 6
lim lim lim 2 2 0

2 2 2

4 41 1 9
lim lim lim 4

16 4 4 4 4 4 8 8

x x

x x x

x x x

f x f f x f
f

x x

f x f x ff x
f

x x x

f x f x f f x f
f

x x x x

→ − → −

→ − → − → −

→ − → − → −

− − − −
= = − = −

+ − −
   − − − − +

= = = − =
+ − − − −

 − − − −
 = = = − − = −

− − + − − +

 

)  : توضيح )4f  )يمثل معامل توجيه المماس  − )T   للمنحني( )f
C  و يمكن  −4عند النقطة ذات الفاصلة

)حسابه كالآتي :     )
( )

0 9
4 9

4 3
f

−
 − = =

− − −
)لأن المماس   )T   يشمل النقطتين( )و  −4,0( )3,9− . 

 على مجموعة تعريفها : f( تحديد إتجاه تغير الدالة 4



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

متزايدة تماما على كل من المجالين  fالدالة  ✓ , 3− و    − 1,− + . 

متناقصة تماما على المجال  fالدالة  ✓ 3, 1− − . 

)( كتابة معادلة للمماس 5 )T  للمنحنى( )f
C  عند النقطة( )2;2A − : 

( )( ) ( )2 2 2y f x f= − + + )حيث    − )2 3f  − = )و    − )2 2f −  و منه ينتج :  =

3 4y x= − )هي معادلة للمماس  − )T  عند النقطة( )2,2A )للمنحني  − )f
C . 

)( إستنتاج أحسن تقريب تآلفي للعدد 6 )2f h− ؛ ثم إستنتاج قيمة مقربة للعدد  0إلى  hعندما يؤول  +

( )1,999f − : 

)يكون :    0قريب من  hمن أجل  ) ( ) ( )2 2 2f h f f h− +  − + −   أي( )2 2 3f h h− +  − 

1,999و بكتابة  2 0,001− = − 0,001h) أي  +  ( نتحصل على : 0قريب من  =

( ) ( )1,999 2 0,001 2 3 0,001f f− = − +  −   أي( )1,999 1,997f −    

)( تحديد وضعية المنحنى 7 )f
C  بالنسبة إلى المماس( )T : 

إذا كان  ✓ , 2x − )فإن المنحنى  − )f
C  يقع تحت المماس( )T . 

2xإذا كان  ✓ = )فإن المماس  − )T  يخترق ) يقطع ( المنحنى( )f
C . 

إذا كان  ✓ 2,x − +  فإن المنحنى( )f
C  يقع فوق المماس( )T . 

)بـ :    معرفة على  f( نقبل أن الدالة 8 ) 3 2f x x ax bx c= + +  أعداد حقيقية cو  a  ،bحيث  +

)إعتمادا على المنحنى البياني  cو  a  ،bتعيين الأعداد   )f
C : و الأسئلة السابقة 

)من المنحنى لدينا :  )0 4f )نجد  fوفق الدالة  0و بحساب صورة العدد  = )0f c=  4و منهc = 

و كذلك  
( )

( )

4 0

1 0

f

f

 − =


− =

يكافئ    
4 15

3

a b

a b

− =


− = −
 و بطرح المعادلة الثانية من المعادلة الأولى نتحصل 
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3على :   18a 6aأي  = =  

3aفي المعادلة  aو بتعويض قيمة  b− = 9bنجد :   − = 

)فإن :    xإذن من أجل كل عدد حقيقي  ) 3 26 9 4f x x x x= + + +   

)عدد و إشارة حلول المعادلة  mالمناقشة بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي ( 9 ) 1f x m= − : 

)حلول المعادلة  ) 1f x m= )بيانيا تمثل فواصل نقط تقاطع المنحني  − )f
C  مع المستقيمات( )m

  التي لها

1yمعادلات من الشكل  m=  . ) نوع المناقشة أفقية (و هي مستقيمات توازي حامل محور الفواصل  −

1إذا كان   0m − 1mأي  = 1mأي  = 1mأو  = = )فإن المنحني  − )f
C  يتقاطع مع المستقيم

( )m
  0الذيy  −4معادلة له ) حامل محور الفواصل ( في نقطتين متمايزتين فاصلة إحداهما هي  =

)و بالتالي المعادلة  −1و الأخرى هي  ) 1f x m= و  −4تقبل حلين متمايزين سالبين تماما هما  −

1− . 

1إذا كان   0m −   1أيm   أي 1,1m )فإن المنحني  − )f
C  يتقاطع مع المستقيم( )m

 

1yالذي  m= معادلة له في نقطة وحيدة و فاصلتها هي عدد سالب تماما و بالتالي المعادلة  −

( ) 1f x m=  . تقبل حلا وحيدا و هذا الحل سالب تماما −

0إذا كان   1 4m −   1أي 5m   أي   5, 1 1,5m − −   فإن المنحني( )f
C  يتقاطع مع

)المستقيم  )m
  1الذيy m= في ثلاث نقط متمايزة مثنى مثنى و كل واحدة منها ذات فاصلة  −

)سالبة تماما و بالتالي المعادلة  ) 1f x m= تقبل ثلاث حلول متمايزة مثنى مثنى و هذه الحلول  −

 سالبة تماما .

1إذا كان   4m − 5mأي  = 5mأي  = 5mأو  = = )فإن المنحني  − )f
C  يتقاطع مع المستقيم

( )m
  4الذيy و الأخرى فاصلتها   −3معادلة له في نقطتين متمايزتين إحداهما ذات الفاصلة  =

)معدومة و بالتالي المعادلة  ) 1f x m= ) بعض  −3تقبل حلين متمايزين أحدهما سالب تماما هو  −

 عدوم .الكتب تسميه حلا مضاعفا ( و الآخر م



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

1إذا كان   4m −   5أيm   5أيm   5أوm  أي  −   , 5 5,m − −  +  فإن

)المنحني  )f
C  يتقاطع مع المستقيم( )m

  1الذيy m=  معادلة له في نقطة وحيدة ذات فاصلة −

)موجبة تماما و بالتالي المعادلة  ) 1f x m=  تقبل حلا وحيدا و هذا الحل موجب تماما . −

)عادلة عدد و إشارة حلول الم mالمناقشة بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي ( 10 ) ( )f x f m= : 

)حلول المعادلة  ) ( )f x f m=  بيانيا تمثل فواصل نقط تقاطع المنحني( )f
C  مع المستقيمات الأفقية التي لها

)معادلات من الشكل  )y f m=  نوع المناقشة أفقية (و هي مستقيمات أفقية توازي حامل محور الفواصل ( . 

)إذا كان   ) 0f m   أي , 4m − )فإن المنحني  − )f
C  يتقاطع مع المستقيم( )m

  الذي

( )y f m= لة له في نقطة وحيدة ذات فاصلة سالبة تماما و بالتالي المعادلة معاد( ) ( )f x f m= 

 تقبل حلا وحيدا و هذا الحل سالب تماما .

)إذا كان   )f m =   4أيm = 1mأو  − = )فإن المنحني  − )f
C  يتقاطع مع المستقيم( )m

  الذي

0y و الأخرى  −4معادلة له ) حامل محور الفواصل ( في نقطتين متمايزتين إحداهما ذات الفاصلة  =

)و بالتالي المعادلة  −1ذات الفاصلة  ) ( )f x f m=  تقبل حلين متمايزين سالبين تماما هما−  و

−  . 

)إذا كان   )0 4f m   أي   4, 1 1,0m − −  )فإن المنحني  − )f
C  المستقيم يتقاطع مع

( )m
  الذي( )y f m=  معادلة له في ثلاث نقط متمايزة كل منها ذات فاصلة سالبة تماما و بالتالي

)المعادلة  ) ( )f x f m= . تقبل ثلاث حلول متمايزة مثنى مثنى سالبة تماما 

)إذا كان   ) 4f m 3mأي  = = 0mأو  − )فإن المنحني  = )f
C  يتقاطع مع المستقيم( )m

  الذي

4y و الأخرى ذات فاصلة معدومة و  −3معادلة له في نقطتين متمايزتين إحداهما ذات الفاصلة  =

)بالتالي المعادلة  ) ( )f x f m=  0) يمكن تسميته حلا مضاعفا ( و  −3تقبل حلين متمايزين هما . 

)إذا كان   ) 4f m   أي 0,m +  فإن المنحني( )f
C  يتقاطع مع المستقيم( )m

  الذي

( )y f m=  معادلة له في نقطة وحيدة ذات فاصلة موجبة تماما و بالتالي المعادلة( ) ( )f x f m= 

 تقبل حلا وحيدا و هذا الحل موجب تماما .
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 : الجزء الثاني

)نقبل فيما يلي أن :    ) 3 26 9 4f x x x x= + + + 

)( حساب 1 )1f )ثم إستنتاج تحليلا لـ  − )f x : 

( ) ( ) ( ) ( )
3 2

1 1 6 1 9 1 4 0f − = − + − + − + )جذرا لكثير الحدود  −1و منه نستنتج أن  = )f x . 

)جذرا لكثير الحدود  −1بما أن  )f x د كثير حدود فإنه يوج( )g x   : من الدرجة الثانية حيث

( ) ( ) ( )1f x x g x=  و بالقسمة الإقليدية مثلا نجد : +

 

)إذن      ) 2 5 4g x x x= +  ومنه ينتج التحليل : +

          ( ) ( )( )21 5 4f x x x x= + + + 

 

 

 

 

 

)المعادلة  ( حل في 2 ) 0f x =   : 

( ) 0f x )يكافئ    = )( )21 5 4 0x x x+ + + 1يكافئ    = 0x+ 2أو  = 5 4 0x x+ + =  

1حيث   0x+ 1xيكافئ    = = 2و لحل المعادلة   − 5 4 0x x+ +  حيث نعتمد على إشارة المميز  =

( ) ( )( )
2

5 4 1 4 9 0 = − 2و بالتالي المعادلة  = 5 4 0x x+ +  هما : تقبل حلين متمايزين في  =



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

1

5 3
1

2 2

b
x

a

− +  − +
= = = و           −

2

5 3
4

2 2

b
x

a

− −  − −
= = = و بالتالي حلول المعادلة   −

( ) 0f x )نكتب :   و  −4و  ( fللدالة  مضاعف صفر)  −1هي  = ) ( ) ( )
2

1 4f x x x= + +     

)جدول إشارة  • )f x  حسب قيمx : 

)يكون  ✓ ) 0f x  لما( )f
C  يقع فوق حامل محور الفواصل( )xx  أي لما

   4, 1 1,x − −  − + 

)يكون  ✓ ) 0f x  لما( )f
C  يقع تحت حامل محور الفواصل( )xx  أي لما , 4x − − 

)يكون  ✓ ) 0f x )لما  = )f
C فواصل يقطع حامل محور ال( )xx  4أي لماx = 1xأو  − = − 

 : xثم نلخص الإشارة في جدول حسب قيم      

 

 : الجزء الثالث

3xالمعرفة من أجل كل  gنعتبر الدالة   )بـ :     − )
3 21 3 9 35

8 3

x x x
g x

x

+ − − 
=  

+ 
 

بين أنه من أجل كل ن( 1
g

x D    : فإن( )
( )

( )
2

1

4 3

f x
g x

x
 =

+
 

قابلة للإشتقاق على كل من المجالين  gالدالة  , 3− و  − 3,− + : و لدينا 

( )
( )( ) ( )

( ) ( )

2 3 2 3 2

2 2

3 6 9 3 3 9 35 11 1 2 12 18 8

8 83 3

x x x x x x x x x
g x

x x

   + − + − + − −  + + +
 = =   

   + +   

 أي 



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

( )
( )

( )

( )

3 2

2 2

2 6 9 4 1

8 43 3

f xx x x
g x

x x

 + + +
 = = 

 + + 

  و هو المطلوب إثباته . 

 : gج إتجاه تغير الدالة ا( إستنت2

من أجل كل  3x − )فإن  − )
2

3 0x +   و بالتالي إشارة( )g x  من إشارة( )f x : 

إذا كان   , 4x − )فإن  − ) 0f x   و منه( ) 0g x   و بالتالي الدالةg  متناقصة تماما على

المجال  , 4− − . 

إذا كان     4, 3 3,x − −  − +  فإن( ) 0f x   و منه( ) 0g x   و بالتالي الدالةg 

متزايدة تماما على كل من المجالين  4, 3− و  − 3,− + . 

 على أطراف مجموعة تعريفها : gحساب نهايات الدالة       

                

( )

( )

( )

3 2 3 2

3 2 3 2

3 2

3 3 3

1 3 9 35
lim lim lim lim

8 3 8 8

1 3 9 35
lim lim lim lim

8 3 8 8

1 3 9 35 8
lim lim lim

8 3 3

lim

x x x x

x x x x

x x x

x x x x x
g x

x x

x x x x x
g x

x x

x x x
g x

x x
  

→− →− →− →−

→+ →+ →+ →+

⎯⎯→− ⎯⎯→− ⎯⎯→−

+ − − 
= = = = + 

+ 

+ − − 
= = = = + 

+ 

+ − − 
= = − = + 

+ + 

( )
3 2

3 3 3

1 3 9 35 8
lim lim

8 3 3x x x

x x x
g x

x x
  

⎯⎯→− ⎯⎯→− ⎯⎯→−












+ − − 
= = − = −  + + 

 

 : gجدول تغيرات الدالة     
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تنعدم عند  gلاحظ أن الدالة المشتقة الأولى  
0

1x = و لا تغير من إشارتها و منه فالنقطة ذات الفاصلة  −

)هي نقطة إنعطاف للمنحنى  −1 )g
C   . 

)ج أن ا( إستنت3 )g
C  منحنى الدالةg  يقبل مماسين( )1

T  و( )2
T  كل منهما يوازي حامل محور الفواصل

  :يطلب كتابة معادلة لكل منهما 

3xمن أجل كل   )لدينا :     − )
( )

( )
2

1

4 3

f x
g x

x
 =

+
)حيث    )4 0f − )و  = )4 0f − و عليه يكون  =

( )4 0g − )و كذلك  = )1 0g − )و منه نستنتج أن المنحني  = )g
C  يقبل مماسين( )1

T  عند النقطة ذات

)و  −4الفاصلة  )2
T  كل منهما يوازي حامل محور الفواصل : −1عند النقطة ذات الفاصلة 

( ) ( )( ) ( )1
: 4 4 4T y g x g= − + + )أي    − ) ( )1

: 4T y g= )أي     − )1
15:

8
T y =  

( ) ( )( ) ( )2
: 1 1 1T y g x g= − + + )أي      − ) ( )2

: 1T y g= )أي    − )2
3:

2
T y = − 

)حصرا لـ  اءعطإ( 4 )g x  علما أن 2,5x  ( −110) تعطى النتائج بالتدوير إلى   −

ي مستمرة ( و متزايدة تماما على المجال هقابلة للإشتقاق ) و بالتالي ف gالدالة  2,5I =  ؛ إذن : −

x I   2معناه 5x−   منه ينتج :   و( ) ( ) ( )2 5g g x g−   رتيب ( أي  س التف) نحافظ على ن

( )1,6 1,9g x−    في السؤال .حسب المطلوب 
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   إنتهى  حل التمرين ...                                                            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      الرياضيات في الثانوية 

-Mathematics for all  - 

 

 

 



 : حناش نبيل الأستاذكتابة 

ة:ةةةإنسحابةةةشعاعةةةوةةةدالة

f معلم المتعامد و المتجانس ثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المبت لى الدالة المعرفة ع( ); ,O i j . 

( )D المستقيم الذي يشمل النقطتين  وه( )0;3A    و( )3;0B  .     ) أنظر الشكل أدناه ( −

 تية :( الآ4( إلى 1لة من ئجب على الأسأبقراءة بيانية 

 . f( شكل جدول تغيرات الدالة 1

)ة المعادل ( حل في 2 ) 3f x x− = .  

)( عين شعاع الإنسحاب الذي يسمح بالإنتقال من 3 )P ة " مربع " إلى منحنى الدال( )f
C البياني مثيل الت

 . fللدالة 

)( جد عبارة 4 )f x  بدلالةx  بالنسبة إلى المعلم( ); ,O i j . 

تحقق أنه من أجل كل ( 5
f

x D  4فإن
f

x D− −   و( ) ( )4f x f x− −  دسيا .يجة هن؛ فسر النت =

 بـ : المعرفة على  kو  g  ،hنعتبر الدوال ( 6

         ( ) ( )g x f x=      ،     ( ) ( )h x f x= −          ،( ) ( )1 1k x f x= − + 

)ن إنشاء المنحنيات إشرح كيف يمك ➢ )g
C  ،( )h

C  ،( )k
C من المنحنى  قاإنطلا( )f

C 

 مستقل عن الآخر . شكلكل في بقة السالمنحنيات أنشئ ا ➢

)لمعادلة ال عدد و إشارة حلو mب قيم الوسيط الحقيقي يا و حس( ناقش بيان7 ) 2 5f x m= − .  
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 : حناش نبيل الأستاذكتابة 

fةةعندةةةالإش تقاقةةتقبلةةة
0

xة؟ةةة

f لى المجال الدالة المعرفة ع 0,4    : كما يلي( ) 24f x x x x= − 

( )f
C معلم المتعامد و المتجانس المستوي المنسوب إلى اليلها البياني في تمث( ); ,O i j . 

على  f( برر قابلية إشتقاق الدالة 1 0,4 دد حقيقي و أثبت أنه من أجل كل ع 0,4x : 

                                    ( )
( )

2

2 3

4

x x
f x

x x

−
 =

−
 

 يا .سر النتيجة المتحصل عليها هندسف ؟ 0تقبل الإشتقاق عند  fهل الدالة  -( أ2

  يا .سر النتيجة المتحصل عليها هندسف ؟ 4تقبل الإشتقاق عند  fهل الدالة  -ب

 على مجموعة تعريفها ثم شكل جدول تغيراتها . f( أدرس إتجاه تغير الدالة 3

)منحنى ( أنشئ ال4 )f
C . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 : حناش نبيل الأستاذكتابة 

ةةة:ةةةةوةةةة،ةةةةالحقيقيةةةةالأعدادةةةتعيين

)معلم المتعامد و المتجانس إلى الالمنسوب في المستوي  ); ,O i j  نعتبر المنحنى( )C ذو المعادلة  

      
( )

2

2

2

x x
y

x

 



+
=

−
   .أعداد حقيقية  و    ،حيث  

)مستقيمان مقاربان لهذا المنحنى  نالتي من أجلها يكو و    ،عين الأعداد  ➢ )  1حيثx = 

)ه و معادلة ل )  3حيث
2

y ) مماسا يقبلمعادلة له و  = )T  النقطة عندO  2حيثy x= − 

  معادلة له .
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 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

ة:ةةةإنسحابةةةشعاعةةةوةةةدالة

 : fل جدول تغيرات الدالة يشكت( 1

 

)المعادلة  ( حل في 2 ) 3f x x− = : 

( ) 3f x x− )تكافئ    = ) 3f x x= بيانيا تمثل فواصل نقط تقاطع المنحنى و منه حلول المعادلة  +

( )f
C  3مع المستقيم الذيy x= )معادلة له ، حيث نعلم أن المستقيم  + )D  يشمل النقطتين( )0;3A  و

( )3;0B )المستقيم ،  − )D  له معادلة من الشكلy ax b= حيث :     +
3 0

1
0 3

B A

B A

y y
a

x x

− − −
= = =

− −
 

yأي  x b= )بما أن  ، و + )A D  فإن
A A

y x b= 3أي  + 0 b= 3bو منه  + = . 

3yإذن  x= )تقيم معادلة للمس هي + )D  و منه حلول المعادلة ،( ) 3f x x= بيانيا تمثل فواصل نقط  +

)طع قات )f
C  مع( )D ن مجموعة حلول المعادلة هي :  شكل أدناه أل، إذن نستنتج من ا 3 ,0S = −  

)ن شعاع الإنسحاب الذي يسمح بالإنتقال من يعيت( 3 )P  منحنى الدالة " مربع " إلى( )f
C  التمثيل البياني

 : fللدالة 

)من ركبتا شعاع الإنسحاب الذي يسمح بالإنتقال م )P  إلى( )f
C  هما إحداثيا ذروة المنحنى( )f

C  أي 



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

)ة التي يقبل فيها ثيا النقطداإح )f
C الإنسحاب هو  ، إذن شعاعة قيمة حدي

2

1
v

− 
 
− 

 . 

)د عبارة اجإي( 4 )f x  بدلالةx  بالنسبة إلى المعلم( ); ,O i j : 

)بما أن  )f
C ة صور( )P  "ه الإنسحاب الذي شعاعبمنحنى الدالة "مربع

2

1
v

− 
 
− 

ه من أجل كل عدد حقيقي فإن 

x   :( ) ( )
2

2 1f x x= + ) في الحالة العامة إذا كان شعاع الإنسحاب هو  −
a

v
b

− 
 
 

 a  ،bمع  

)فإن  ) ( )
2

f x x a b= + + . )    

تحقق أنه من أجل كل ال( 5
f

x D  4فإن
f

x D− −   و( ) ( )4f x f x− − = : 

ليكن 
f

x D  معناهx  أيx−  + نه و مx− −  +  و منهx− −  +  أي

x−   و منه
f

x D −   و من جهة أخرى من أجل كل ،
f

x D : 

( ) ( ) ( ) ( )
22 2

4 4 2 1 2 1 2 1f x x x x− − = − − + − = − − − = − + −    أي

( ) ( ) ( )
2

4 2 1f x x f x− − = + − )تكافئ   = )( ) ( )2 2f x f x − − = . 

2xالمستقيم الذي  ندسي :التفسير اله = )نى حتناظر للمن حورهو ممعادلة له  − )f
C .     

 بـ : المعرفة على  kو  g  ،h( نعتبر الدوال 6

         ( ) ( )g x f x=           ،( ) ( )h x f x= −          ،( ) ( )1 1k x f x= − + 

)شرح كيف يمكن إنشاء المنحنيات  ➢ )g
C  ،( )h

C  ،( )k
C  إنطلاقا من المنحنى( )f

C : 

)  نكتب  xمن أجل كل عدد حقيقي  )
( ) ( )

( ) ( )

, 0

, 0

f x f x
g x

f x f x

 
= 

− 

 : fو من التمثيل البياني للدالة  

( )
( )    

( )  

2

2

2 1 , , 3 1,

1 2 , 3, 1

x x
g x

x x

 + −  − −  − +
= 

− +  − −

)بالتالي يكون  و  )g
C  منطبقا على( )f

C 
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)لما  ) 0f x   أي لما   , 3 1,x − −  − +  و يكون( )g
C  هو نظير( )f

C  بالنسبة إلى محور

)الفواصل لما  ) 0f x   أي لما 3, 1x − − . 

0xإذا كان    فإنx x= xو منه  − x− )؛ إذن يكون  = ) ( )h x f x=  0لماx   و بالتالي يكون

( )h
C  منطبقا على( )f

C  في المجال ,0− . 

زوجية ) لأن  hو بما أن الدالة 
h

D فإن  xمتناظرة بالنسبة إلى الصفر و من أجل كل  =

( ) ( ) ( ) ( )h x f x f x h x− = − − = − xن لأ = x− 0x( فإنه لما يكون  =   فإن( )h
C  هو

)نظير  )f
C . بالنسبة إلى محور التراتيب 

( ) ( )1 1k x f x= − )أي أن كتابة  + )k x  من الشكل( ) ( )k x f x a b= + 1aحيث  + = 1bو  − = 

)و بالتالي  )k
C  صورة( )f

C ه بالإنسحاب الذي شعاع
a

v
b

− 
 
 

أي    
1

1
v
 
 
 

 . 
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)عدد و إشارة حلول المعادلة  mبيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي  المناقشة( 7 ) 2 5f x m= − : 

)حلول المعادلة  بيانيا تمثل فواصل نقط تقاطع المنحنى  )f
C ةالأفقي اتممع المستقي ( )m

 لحامل  ةالموازي

2التي معادلاتها من الشكل محور الفواصل  5y m=  . ) نوع المناقشة أفقية ( −

2إذا كان  • 5 1m −  2أي  − 4m   2أي 2m−    أي 2,2m )فإن المستقيم الذي  − )m
  لا

)يتقاطع مع المنحنى  )f
C  و بالتالي المعادلة( ) 2 5f x m=  لا تقبل حلولا . −

2إذا كان  • 5 1m − = 2أي  − 4m 2mأي  = = 2mأو  − )المستقيم فإن  = )m
 ى يتقاطع مع المنحن

( )f
C  في نقطة وحيدة فاصلتها

0
2x = )الي المعادلة و بالت − ) 2 5f x m= دا تقبل حلا وحي −

0
2x =  لوجود ذروة في المنحنى (تب تسمي هذا النوع من الحلول بالحل المضاعف ) هناك بعض الك −

21إذا كان  • 5 0m−  −   24أي 5m   5أي 2m−   2أو  − 5m   أي

5 , 2 2, 5m     − − 
   

)فإن المستقيم   )m
 طع مع المنحنى يتقا( )f

C  في نقطتين

)و بالتالي المعادلة سالب  متمايزتين فاصلة كل منهما عدد ) 2 5f x m=  تقبل حلين متمايزين  −
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 سالبين تماما .    

2إذا كان  • 5 0m − 2أي  = 5m 5mأي  = = 5mأو  − )المستقيم فإن  = )m
  يتقاطع مع

)المنحنى  )f
C  اهما فاصلة إحدفي نقطتين متمايزتين

1
3x = و الأخرى  −

2
1x = و بالتالي المعادلة   −

( ) 2 5f x m= تقبل حلين متمايزين سالبين تماما  −
1

3x = و  −
2

1x = −   . 

20كان إذا  • 5 3m −   25أي 8m   2أي 2 5m−   5أو  − 2m    أي

2 2, 5 5 ,2 2m     − − 
   

)فإن المستقيم   )m
  يتقاطع مع المنحنى( )f

C  في نقطتين

)و بالتالي المعادلة  متمايزتين فاصلة كل منهما عدد سالب ) 2 5f x m= ن متمايزين تقبل حلي −

 سالبين تماما .

2إذا كان  • 5 3m − 2أي  = 8m 2أي  = 2m = 2أو  − 2m )فإن المستقيم  = )m
  يتقاطع مع

)المنحنى  )f
C  في نقطتين متمايزتين فاصلة إحداهما هي

3
4x = خرى و الأ −

4
0x و بالتالي  =

)المعادلة  ) 2 5f x m= تقبل حلين متمايزين هما  −
3

4x = ) حل سالب تماما ( و  −
4

0x ) حل  =

 معدوم ( .

2إذا كان  • 5 3m −   2أي 8m   2أي 2m   2أو 2m  أي  −

, 2 2 2 2 ,m     − −  +
   

)فإن المستقيم   )m
  يتقاطع مع المنحنى( )f

C  في نقطتين

ي المعادلة متمايزتين إحداهما ذات فاصلة موجبة تماما و الأخرى ذات فاصلة سالبة تماما و بالتال

( ) 2 5f x m=    ن متمايزين أحدهما موجب تماما و الآخر سالب تماما .تقبل حلي −
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fةةعندةةةالإش تقاقةةتقبلةةة
0

xة؟ةةة

f  الدالة المعرفة على المجال 0,4    : كما يلي( ) 24f x x x x= − 

( )f
C  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ); ,O i j . 

على  fر قابلية إشتقاق الدالة يبرت( 1 0,4  ت أنه من أجل كل عدد حقيقي اثبإو 0,4x : 

                                    ( )
( )

2

2 3

4

x x
f x

x x

−
 =

−
 

:2الدالة بما أن  4u x x x−  تقبل الإشتقاق على 0,4  ( دالة ) من أجل كل  وكثير حدود 0,4x 

24فإن  0x x−   (u  تماما على المجال موجبة 0,4  )ن الدالة ؛ إذf  حيث( ) ( )f x x u x=  تقبل

اق على الإشتق 0,4  من أجل كل عدد حقيقي و لدينا 0,4x : 

( ) ( )
( )

( )

( )2 2

2 2

24 2
1 4 4

2 4 42

u x x xx
f x u x x x x x x x

x x x xu x

 −−
 =  + = − + = − +

− −
 يأ 

( )
( )

2
2 2 2 2

2 2 2

4 2 4 2 2 6

4 4 4

x x x x x x x x x x
f x

x x x x x x

− + − − + − − +
 = = =

− − −
)أي   )

( )
2

2 3

4

x x
f x

x x

−
 =

−
 . 

 : 0عند  fلدالة ل دراسة قابلية الإشتقاق -( أ2

كانت إذا و فقط إذا  0تقبل الإشتقاق عند  fالدالة 
( ) ( )

0

0 0
lim
h

f h f
l

h→

+ −
=  : حيث 

( ) ( ) 2

2

0 0 0

0 0 4
lim lim lim 4 0
h h h

f h f h h h
h h

h h→ → →

+ − −
= = −  0عند  تقبل الإشتقاق f؛ إذن الدالة  =

)ينا و لدالمقررة في الطور الثانوي (  مفاهيم الرياضيات) في حدود  )0 0f  = . 

) : التفسير الهندسي )0f   ماس للمنحنى ، إذن الم 0يمثل معامل توجيه المماس عند النقطة ذات الفاصلة 

( )f
C  دأ أي عند المب 0عند النقطة ذات الفاصلةO  لأن (( )0 0f  وازيا لحامل محور الفواصل( يكون م =
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  : 4عند  fلدالة ل دراسة قابلية الإشتقاق -ب

كانت إذا و فقط إذا  4تقبل الإشتقاق عند  fالدالة  
( ) ( )

0

4 4
lim
h

f h f
l

h→

+ −
=  : حيث   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0 0

4 4 4 4 4 44 4
lim lim lim

h h h

h h h h h hf h f

h h h
  

⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→

+ + − + + − ++ −
=  أي =

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

2 2

0 0 0

4 4 4 4
lim lim lim

4 4h h h

f h f h h h

h h h h h h
  

⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→

+ − − + − +
= = = −

− + − +
لأن  

( )
2

4 16h− + )و  −→ )4 0h h +− + 0hا عندم → ⎯⎯→  و بالتالي الدالةf  غير قابلة للإشتقاق

 . 4عند 

)المنحنى  :التفسير الهندسي  )f
C  ( عند النقطة ذات موازي لحامل محور التراتيب  )يقبل نصف مماس عمودي

 . 4الفاصلة 

 :ل جدول تغيراتها يشكتعلى مجموعة تعريفها ثم  fإتجاه تغير الدالة  ةسادر( 3

من أجل كل عدد  0,4x ا :    لدين( )
( )

2

2 3

4

x x
f x

x x

−
 =

−
حيث من أجل كل    0,4x  فإن

24 0x x−   و بالتالي إشارة( )f x  من إشارة البسط( )2 3x x− ال على المج 0,4 : 

 

بما أنه من أجل كل   0,3x  لدينا( ) 0f x   فإن الدالةf  متزايدة تماما على المجال 0,3 

بما أنه من أجل كل   3,4x  لدينا( ) 0f x   فإن الدالةf تماما على المجال  ناقصةمت 3,4 
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  : fجدول تغيرات الدالة 

 

)المنحنى  اءنشإ( 4 )f
C : 
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 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

ةةة:ةةةةوةةةة،ةةةةالحقيقيةةةةالأعدادةةةتعيين

)إلى المعلم المتعامد و المتجانس في المستوي المنسوب  ); ,O i j  نعتبر المنحنى( )C  ذو المعادلة 

      
( )

2

2

2

x x
y

x

 



+
=

−
 اد حقيقية .  أعد و    ،حيث  

)التي من أجلها يكون لهذا المنحنى مستقيمان مقاربان  و    ،ن الأعداد يعيت ➢ )  1حيثx = 

)معادلة له و  )  3حيث
2

y )معادلة له و يقبل مماسا  = )T  عند النقطةO  2حيثy x= − 

 :معادلة له 

)يكون المستقيم   )  1الذيx )معادلة له مقاربا عموديا للمنحنى  = )C  إذا و فقط إذا كان  

       ( )
( )

2

2
1 1

lim lim
2x x

x x
f x

x

 

→ →

+
= = 

−
أي   

( )
2

1
lim

2x x

 

→

+
= 

−
0و منه نستنتج أن   +   و                               

( )
2

0x − 1نستنتج أن و منه  →1xعندما  → 0− 1و بالتالي نجد :   = =  

)يكون المستقيم   )  3الذي
2

y )معادلة له مقارب أفقي للمنحنى  = )C ا و فقط إذا كان إذ

( ) 3lim
2x

f x
→

أي   =
( )

2

2
3lim

22 1x

x x

x

 
→

+
=

−
أي   

2

2

3lim
22x

x

x


→

ناطقة ) نهاية دالة  =

( أي   جوار ب
3

2 2


3ن :  و منه نستنتج أ = =  

)المنحنى   )C  يقبل مماسا( )T  عند النقطة( )0;0O  2حيثy x= عناه أن معامل معادلة له م −

)حيث نعلم أن  −2يساوي توجيه هذا المماس  )0f   بوضع (( )
( )

2

2

3

2 1

x x
f x

x

+
=

−
1xع م   ) 

)يمثل معامل توجيه المماس  )T .... f و لدينا :على مجموعة تعريفها  تقبل الإشتقاق 

( )
( )( ) ( )( )

( )

2 2

4

2 6 1 4 3 1

4 1

x x x x x
f x

x

 + − − + −
 =

−
)و منه   )

2
0

4 2
f

 
 = =  
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2إذن بوضع   
2


= 4ينتج    − = − . 

     :ةةيجةةنتة
( )

2

2

3 4

2 1

x x
y

x

−
=

−
)نى لمنحهي معادلة ل   )C   .      
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 يلنب : حناش كتابة الأستاذ

  فردية و أخرى زوجيةدالة  

f بــ :     ة على الدالة المعرف( )
2

1
1

1
f x x

x

 
= + 

+ 
)و ليكن   )f

C مستوي المنسوب ال تمثيلها البياني في

)المتجانس  إلى المعلم المتعامد و  ); ,O i j . 

 . فردية fبين أن الدالة    -1

):     xأجل كل   أثبت أنه من -2 )
( )2 2

1
1

1 1
f x

x x
 = +

+ +
 

 على مجموعة تعريفها .  fأدرس إتجاه تغير الدالة   -3

)دلة للمماس أكتب معا -4 )T   للمنحنى( )f
C  ذات الفاصلة  عند النقطة

0
0x )ثم أدرس وضعية المنحنى   = )f

C 
)  ماسبالنسبة للم )T . 

)إستنتج أن   -5 )f
C ها . يقبل نقطة إنعطاف يطلب تعيين 

)بين أن المستقيم    -6 )  1الذيy x= )حنى  مقارب مائل للمن هو + )f
C  بجوار+  لة  ثم إستنتج معاد( ) 

 المقارب الآخر . المستقيم 

)أرسم المستقيمات  -7 )T  ،( )  و( )  أنشئ المنحنى  ثم( )f
C . 

8-  g  بــ :  دالة معرفة على   ( )
2

1
1

1
g x x

x

 
= + 

+ 
)  و ليكن  )g

C مستوي  ال تمثيلها البياني في

)المتجانس  المنسوب إلى المعلم المتعامد و  ); ,O i j . 

 زوجية . gبين أن الدالة أ( 

)ب( أنشئ المنحنى   )g
C   إنطلاقا من( )f

C . 

) ل المعادلة عدد و إشارة حلو  mجـ( ناقش بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي   ) 2 1g x m= − . 

 

 



 يلنب : حناش كتابة الأستاذ

 شعاع إنسحاب ا من ق عبارة دالة إنطل 

f معرفة على الدالة ال 2− ــ :   ب( )
2

2

x x
f x

x

  + +
=

−
)و ليكن  و   )f

C مستوي  ال تمثيلها البياني في

)المتجانس  المنسوب إلى المعلم المتعامد و  ); ,O i j .   

)بحيث المنحنى   و    ،حقيقية  أوجد الأعداد ال -1 )f
C   يقبل كمقارب المستقيم( )  1الذيy x= − 

   . 3ذات الفاصلة ند النقطة لة له و يقبل قيمة حدية ععاد م

)أحسب   -2 )f x   من أجل كل عدد حقيقي
f

x D  ثم أدرس إتجاه تغير الدالةf .  

)أثبت أن المنحنى   -3 )f
C  يقبل مماسين( )T   و( )T    يطلب كتابة معادلة لكل  −3معامل توجيه كل منهما يساوي

 منهما . 

)أرسم المستقيمات  -4 )  ،( )T  و( )T  المنحنى   ثم أنشئ( )f
C . 

)نقط تقاطع المنحنى  عدد  mقيقي  ناقش بيانيا و حسب قيم الوسيط الح  -5 )f
C 3م الذي و المستقي 0y x m+ − = 

 معادلة له .

على المعرفة  gنعتبر الدالة   -6 1− أن المنحنى   علما( )g
C  صورة( )f

C   1بالإنسحاب الذي شعاعه

1
v

− 
 
 

  

)عين عبارة   ➢ )g x  بدلالةx نحنى  ثم أنشئ الم( )g
C  . في نفس المعلم السابق 

   

 

 

 



 يلنب : حناش كتابة الأستاذ

   دالة معرفة بتمثيلها البيان 

)ي  المنحنى البيان هو  أسفلهالشكل  )f
C  للدالةf لإشتقاق على المجال  المعرفة و القابلة ل 0,+   وf   دالتها

 ؛ نعلم أن : المشتقة 

)المنحنى   ✓ )f
C  نقطة وحيدة هي المبدأ في يقطع محور الفواصلO 

)حور الفواصل مقارب لـ م ✓ )f
C  بجوار+ 

)حنى  المن ✓ )f
C  ند النقطة  يقبل مماسا موازيا لحامل محور الفواصل عA 

)المماس لـ  ✓ )f
C   عند النقطةB   1يشمل النقطة ذات الإحداثيات

;0
2

 
− 
 

 

)إنطلاقا من المنحنى   -1 )f
C : 

)أ( عين   )lim
x

f x
→ +

 

)ب( عين   )3
2

f      و( )1f  

جال في المحل جـ(  0,4   : المعادلة( ) 0f x     و المتراجحة( ) 2f x  

)عدد و إشارة حلول المعادلة  mوسيط الحقيقي  حسب قيم الناقش د(  ) 2 1f x m= − 

)بـ :   المعرفة  gنعتبر الدالة   -2 )
( )
1

g x
f x

= 

)ثم أحسب    gوعة تعريف الدالة أ( حدد مجم )
0

lim
x

g x
→

)و      )lim
x

g x
→ +

 

 . gموعة تعريفها بالإعتماد على إشارة الدالة المشتقة على مج gأدرس إتجاه تغير الدالة ب( 

):    xالتي ترفق بكل عدد حقيقي موجب تماما  k( نعتبر الدالة 3 )
1

k x f
x

 
=  

 
 

)أ( أحسب  )
0

lim
x

k x
→

)و      )lim
x

k x
→ +

 ؟ kبة لمنحنى الدالة  ماذا تستنتج بالنس ؛  

2ب( أحسب 

3
k
 
 
 

 . 
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 : حناش نبيل الأستاذكتابة 

 :   01حل التمرين رقم 

 هي دالة فردية : fنبين أن الدالة   -1

f  من أجل كل  0و هي مجموعة متناظرة بالنسبة إلى   دالة معرفة على :x   فإنx−  

):    xو من أجل كل عدد حقيقي   )
( )

2

1
1

1
f x x

x

 
 − = − +
 − + 

)، لكن   )
2 2x x−  و منه ينتج  =

( ) ( )
2

1
1

1
f x x f x

x

 
− = − + = − 

+ 
 دالة فردية . f؛ إذن  

)فإن :   xإثبات أنه من أجل كل   -2 )
( )2 2

1
1

1 1
f x

x x
 = +

+ +
 

  مشتقة الدالة  : 01تذكير 
( )
1

x
u x

 

1فإن الدالة  Iو لا تنعدم على   من   Iقابلة للإشتقاق على مجال  uإذا كانت الدالة 

u
و  Iتقبل الإشتقاق على   

لدينا :  
2

1 u

u u

  
= − 

 
 

)  مشتقة الدالة  : 02تذكير  )x u x 

تقبل الإشتقاق   uفإن الدالة  Iو كانت موجبة تماما على   من   Iقابلة للإشتقاق على مجال  uإذا كانت الدالة 

)و لدينا :     Iعلى   )
2

u
u

u


= 

f  و لدينا من أجل كل عدد حقيقي   معرفة و تقبل الإشتقاق علىx : 
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( )
2

2
2 2

2

1 2 1
1 1 0

1 1

x

x
f x x

x x

 
   + =  + + −  

+    +
 
 

أي  

( )
( )2 2 2

1
1

1 1 1

x
f x x

x x x

 
  = + + −

 + + + 

)أي   )
( )

2

2 2 2

1
1

1 1 1

x
f x

x x x
 = + −

+ + +
 

)أي  )
( ) ( )

2 2

2 2 2 2

1
1

1 1 1 1

x x
f x

x x x x

+
 = + −

+ + + +
)أي    )

( )2 2

1
1

1 1
f x

x x
 = +

+ +
 . 

x   :2من أجل كل عدد   -3 0x     2؛ 1 0x +     2؛  و كذلك 1 0x +   ؛ إذن من أجل كل عدد 

)فإن :   xحقيقي   ) 0f x   ؛ و بالتالي الدالةf   متزايدة تماما على . 

 عند أطراف مجموعة تعريفها :  fحساب نهاية الدالة  ✓

( )
2

1
lim lim 1 lim

1x x x
f x x x

x→ − → − → −

 
= + = = − 

+ 
لأن   

2

1
0

1x
→

+
 x→−لما    

( )
2

1
lim lim 1 lim

1x x x
f x x x

x→ + → + → +

 
= + = = + 

+ 
لأن   

2

1
0

1x
→

+
 x→+لما    

)كتابة معادلة المماس   -4 )T   للمنحنى( )f
C  عند النقطة ذات الفاصلة

0
0x = : 

( )( ) ( )0 0 0y f x f= − )حيث   + )
( )2 2

1
0 1 2

0 1 0 1
f  = + =

+ +
و     

( )
2

1
0 0 1 0

0 1
f

 
=  + = 

+ 
2y؛ إذن :    x=  هي معادلة للمماس( )T . 

)دراسة الوضع النسبي للمماس  )T   مع المنحنى( )f
C  ) يستحسن رسم جدول ملخص ( 

)نحسب الفرق  )f x y−   :( )
2 2 2

1
1 2 2

1 1 1

x x
f x y x x x x x

x x x

 
− = + − = + − = − 

+ + + 
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)أي   )
2

2

1

1

x x x
f x y

x

− +
− =

+
x   :2؛ و بما أنه من أجل كل   1 0x +    فإن إشارة المقدار من

2إشارة البسط   1x x x− )أي من إشارة   + )21 1x x− + : 

)المعادلة  )21 1 0x x− + 0xتكافئ   = 21أو     = 1 0x− + 0xتكافئ   = 2أو     = 1 1x + = 

0xتكافئ    2أو    = 1 1x + 0xتكافئ     = 0xأو    = )؛  إذن  = )21 1 0x x− + إذا و فقط إذا كان   =

0x = . 

+     0 − x 

  +              0  − x 

                           −              0    − 21 1x− + 

                              −              0                     + ( )21 1x x− + 

0xإذا كان  ✓    فإن المنحنى( )f
C  يقع فوق المماس( )T . 

0xإذا كان  ✓    فإن المنحنى( )f
C  يقع تحت المماس( )T . 

0xإذا كان  ✓ )فإن المماس   = )T   يقطع ) يخترق ( المنحنى( )f
C . 

)المماس   -5 )T  يخترق المنحنى( )f
C  عند النقطة ذات الفاصلة

0
0x )و بالتالي فالنقطة   = )( )0; 0O f  أي 

( )0;0O  لمنخنى الدالة  نقطة إنعطافهيf  . 

)إثبات أن المستقيم   -6 )   1الذيy x= ثم إستنتاج معادلة لـ  +بجوار  fمنحنى الدالة هو مقارب مائل ل +

( )  : المستقيم المقارب الآخر 

( ) ( )
2 2

1
lim 1 lim 1 1 lim 1

1 1x x x

x
f x x x x

x x→ + → + → +

    
− + = + − − = −       

+ +    
 أي  
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( ) ( )

2 2

1
lim 1 lim 1 lim 1 1 1 0

1 1
1 1

x x x

x
f x x

x
x x

→ + → + → +

   
   
   − + = − = − = − =  
   

+ +   
   

لأن   
2

1
0

x
لما  →

x→+    و بالتالي نستنتج أن المستقيم( )  1الذيy x= )معادلة له مقارب مائل لـ  + )f
C  بجوار+ . 

)هي دالة فردية و بالتالي منحناها البياني في المعلم المتعامد و المتجانس  fنعلم أن الدالة   ); ,O i j   متناظر بالنسبة

)؛ إذن يكون المستقيم   Oإلى مبدأ المعلم  )  1الذيy x=  .    −بجوار  fلدالة  مقاربا مائلا لمنحنى ا −

 هي دالة زوجية : gأ( إثبات أن الدالة  -8

g
D −xفإن  xمتناظر بالنسبة إلى الصفر لأنه من أجل كل   =  . 

):      xمن أجل كل  )
( )

( )
2 2

1 1
1 1

11
g x x x g x

xx

 
  − = − + = + = 

  + − + 

لأن من   

xخواص القيمة المطلقة لعدد حقيقي   x−  هي دالة زوجية .  g؛  إذن   =

)ب( شرح طريقة إنشاء  )g
C   بالإعتماد على( )f

C : 

0xإذا كان  ✓    فإنx x=  و عليه يكون( ) ( )g x f x=   ؛ إذن( )g
C   ينطبق على( )f

C . 

0xإذا كان  ✓   و بما أن الدالةg   هي دالة زوجية ؛ فإن( )g
C   هو نظير( )f

C . بالنسبة لمحور التراتيب 

)إشارة حلول المعادلة عدد و  mجـ( المناقشة البيانية و حسب قيم الوسيط الحقيقي   ) 2 1g x m= − : 

)حلول المعادلة  ) 2 1g x m= )بيانيا تمثل فواصل نقط تقاطع المنحنى   − )g
C  مع المستقيم الأفقي الموازي لحامل

2الذي   ) مناقشة أفقية (محور الفواصل   1y m=  معادلة له : −

2إذا كان  ✓ 1 0m − 2أي  = 1m أي   = 1,1m )فإن المعادلة  − ) 2 1g x m= تقبل حلا وحيدا  −

 معدوما .
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2إذا كان  ✓ 1 0m −   2أي 1m    أي 1,1m )فإن المعادلة  − ) 2 1g x m= لا تقبل حلولا لأنه لا   −

)توجد نقاط تقاطع بين   )g
C   2و المستقيم الذي 1y m=  معادلة له . −

2إذا كان  ✓ 1 0m −   2أي 1m    أي   , 1 1,m − −  +  فإن المعادلة( ) 2 1g x m=  تقبل   −

 حلين متمايزين في الإشارة .

 

 

 إنتهى  حل التمرين الأول ...                                                         
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 :   02حل التمرين رقم 

f  الدالة المعرفة على 2−    : بــ( )
2

2

x x
f x

x

  + +
=

−
)و و ليكن    )f

C   تمثيلها البياني في المستوي

)المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس   ); ,O i j   . 

)بحيث المنحنى   و    ،إيجاد الأعداد الحقيقية   -1 )f
C قارب المستقيم  يقبل كم( )  1الذيy x= − 

 : 3معادلة له و يقبل قيمة حدية عند النقطة ذات الفاصلة 

)يكون المستقيم   )  1الذيy x= إذا و فقط إذا  +و بجوار  −بجوار  fمعادلة له مقاربا مائلا لمنحنى   −

)كان   ) ( )lim 1 0
x

f x x
→+

− − =      معناه
2

lim 1 0
2x

x x
x

x

  
→+

+ + 
− + = − 

أي  

( ) ( )21 3 2
lim 0

2x

x x

x

  
→+

− + + + − 
= 

− 
)أي   ) ( )

2 2
lim 1 3 0

2 2 2x

x x

x x x


 

→+

− 
− + + + = − − − 

 

2حيث نعلم أن :   
0

2x

 −
→

−
)و     )3 3

2

x

x
 + → +

−
xلما   →+   1لأن

2

x

x
→

−
 

و  
2

lim lim
2x x

x
x

x→+ →+
= = +

−
)؛ إذن تكون   ) ( )lim 1 0

x
f x x

→+
− − =    1إذا و فقط إذا كان 0 − =  

3و   0 + 1و بالتالي نستنتج أن :   = 3و    = = − . 

( )f
C  إذن ينتج   3يقبل قيمة حدية عند النقطة ذات الفاصلة( )3 0f   و   حيث من أجل القيم السابقة لـ  =

)تكون   )
2 3

2

x x
f x

x

− +
=

−
تقبل الإشتقاق على مجموعة تعريفها و لدينا من أجل كل   fحيث أن الدالة  

f
x D 

( )
( )

2

2

4 6

2

x x
f x

x

− + −
 =

−
)؛ إذن   )3 0f  تكافئ    =

( )

2

2

3 4 3 6
0

3 2

−  + −
=

−
3تكافئ    0− = 

3تكافئ   2x؛  و منه نستنتج أنه من أجل كل  =      : فإن( )
2 3 3

2

x x
f x

x

− +
=

−
 . 
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)حساب  -2 )f x   من أجل كل عدد حقيقي
f

x D : 

f   تقبل الإشتقاق على مجموعة تعريفها و من أجل كل عدد حقيقي
f

D     :( )
( )

2

2

4 3

2

x x
f x

x

− +
 =

−
 

 : fدراسة إتجاه تغير الدالة  ✓

من أجل كل عدد حقيقي  
f

x D   : فإن( )
2

2 0x −     و بالتالي إشارة المشتقة من إشارة البسط أي من إشارة

2 4 3x x− )و هو ثلاثي حدود من الدرجة الثانية مميزه   + ) ( )( )
2

4 4 1 3 4 0 = − − و عليه فهو يقبل   =

جذرين متمايزين هما :   
1

4 4
3

2
x

+
= و      =

2

4 4
1

2
x

−
= 2؛ نلخص إشارة ثلاثي الحدود  = 4 3x x− + 

 في جدول :   

+ 3 1 − x 

2إشارة   + −                          +  4 3x x− + 

)بما أن   ➢ ) 0f x    على كل من المجالين ,1−  و 3,+  فإن الدالةf   متزايدة تماما على المجال

 ,1−  و متزايدة تماما على المجال 3,+ . 

)بما أن   ➢ ) 0f x    على كل من المجالين 1,2  و 2,3  فإن الدالةf   متناقصة تماما على المجال

 1,2  و متناقصة تماما على المجال 2,3 . 

 جدول التغيرات :                  

+      3      2       1     − x 
    +     0 −       −  0    + ( )f x 

+         +          1− 
 

           3         −         − 

 
( )f x 

  عند حدود مجموعة تعريفها : fكيفية حساب نهاية الدالة    ,2 2,
f

D = −  + 
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f  دالة ناطقة و بالتالي نهاية الدالةf   عند   هي نهاية حدها الأعلى درجة في البسط على حدها الأعلى درجة في

المقام و منه نجد :   
( )

( )

2 2

2 2

3 3
lim lim lim lim

2

3 3
lim lim lim lim

2

x x x x

x x x x

x x x
f x x

x x

x x x
f x x

x x

→ − → − → − → −

→ + → + → + → +

− +
= = = = − −


− + = = = = +

 −

 

2xبقيم أكبر و بقيم أصغر ندرس إشارة المقام   2عند   fو من أجل حساب نهاية الدالة  − : 

+        2           − x 
2xإشارة   −           0      +  − 

2xلما  ✓ ⎯⎯→   2فإن 0x −− 2xو لما  → ⎯⎯→   2فإن 0x +−  ؛ إذن نستنتج أن :  →

                    
( )

( )

2 2

2 2

1
lim lim

2

1
lim lim

2

x x

x x

f x
x

f x
x

 

 

⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯→


= = − −


 = = +
 −

   

)إثبات أن المنحنى   -3 )f
C   يقبل مماسين( )T   و( )T    يطلب كتابة معادلة   −3معامل توجيه كل منهما يساوي

 لكل منهما :

)نعلم أن العدد  )0
f x المماس للمنحنى   يمثل معامل توجيه( )f

C   في النقطة ذات الفاصلة
0

x   ؛ إذن نبحث عن

)حلول المعادلة  ) 3f x = في  − 2− : 

( ) 3f x = تكافئ    −
( )

2

2

4 3
3

2

x x

x

− +
= −

−
2تكافئ     24 3 3 12 12x x x x− + = − + تكافئ  −

24 16 15 0x x− + )؛ مميز ثلاثي الحدود هو  = ) ( )( )
2

16 4 4 15 16 0 = − − = : 

24إذن المعادلة  16 15 0x x− + تقبل حلين متمايزين هما :    =
1

16 16 5
28

x
+

= و    =

2

16 16 3
28

x
−

= )حنى ؛ إذن نستنتج أن المن  = )f
C   يقبل مماسين( )T  و( )T   معامل توجيه كل منهما 
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 . −3يساوي  

( )

( )

5 5
: 3

2 2

3 3
: 3

2 2

T y x f

T y x f

    
= − − +   

    


     = − − +       

)و منه     )

( )

: 3 11

: 3 3

T y x

T y x

 = − +


 = − +

5بعد حساب   

2
f
 
 
 

3و  

2
f
 
 
 

 . 

)عدد نقط تقاطع المنحنى   mالمناقشة بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي  -5 )f
C    و المستقيم الذي

3 0y x m+ −  معادلة له : =

3 0y x m+ − 3yمعناه   = x m= − 3y؛ علما أن جميع المستقيمات التي لها معادلة من الشكل  + x m= − + 

)توازي كل من المماس  )T  و المماس( )T   و في هذه الحالة تكون   −3لأن لها نفس معامل التوجيه و هو

 . المناقشة مائلة

11mإذا كان  ✓ )فإن المنحنى   = )f
C   3يتقاطع مع المستقيم الذي 11y x= − معادلة له و هو المماس   +

( )T   5في نقطة وحيدة فاصلتها
2

 . 

3mإذا كان  ✓ )فإن المنحنى   = )f
C   3يتقاطع مع المستقيم الذي 3y x= − معادلة له و هو المماس   +

( )T    3في نقطة وحيدة فاصلتها
2

 . 

mإذا كان  ✓   أي 3,11m   فإنه لا توجد نقاط تقاطع بين المنحنى( )f
C   و المستقيم الذي

3y x m= −  معادلة له . +

إذا كان  ✓
2

m


−     3أي
,3

2
m

 
 − 
 

)فإن المنحنى    )f
C  يتقاطع في نقطتين كل منهما ذات فاصلة

3yموجبة تماما مع المستقيم الذي   x m= −  معادلة له . +

3إذا كان  ✓

2
m = )فإن المنحنى   − )f

C  يتقاطع في نقطتين إحداهما ذات فاصلة موجبة تماما و الأخرى ذات

3yفاصلة معدومة مع المستقيم الذي  x m= −  معادلة له . +
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إذا كان  ✓
2

m


 3أي  −
,

2
m

 
 − − 
 

)فإن المنحنى    )f
C ما ذات فاصلة يتقاطع في نقطتين إحداه

3yموجبة تماما و الأخرى ذات فاصلة سالبة تماما مع المستقيم الذي   x m= −  معادلة له . +

11mإذا كان  ✓   أي 11,m +   فإن المنحنى( )f
C   يتقاطع في نقطتين كل منهما ذات فاصلة موجبة

3yتماما مع المستقيم الذي   x m= −  معادلة له . +

المعرفة على  gنعتبر الدالة   -6 1−   علما أن المنحنى( )g
C  صورة( )f

C   1بالإنسحاب الذي شعاعه

1
v

− 
 
 

  

)إذا كانت    : تذكير ) ( )g x f x a b= + )فإن   a  ،bحيث  + )g
C   صورة( )f

C  بالإنسحاب

aالذي شعاعه  
v

b

− 
 
 

 . 

1بما أن  

1
v

− 
 
 

)هو شعاع الإنسحاب الذي يسمح بالإنتقال من المنحنى    )f
C   إلى المنحنى( )g

C  : فإن 

1

1

a

b

− = −


=
1أي   

1

a

b

=


=
؛ إذن من أجل كل عدد حقيقي   

g
x D : 

( ) ( )
( ) ( )

( )

2
21 3 1 3 1

1 1 1 1
1 2 1

x x x x
g x f x

x x

+ − + + − +
= + + = + = +

+ − −
)أي    )

2

1

x
g x

x
=

−
  . 
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 : حناش نبيل الأستاذكتابة 

 :   03حل التمرين رقم 

 القراءة البيانية : -1

0yبما أن حامل محور الفواصل الذي نعلم أن   ✓ )هي معادلة له مقارب لـ  = )f
C  في جوار+ : فإن 

                                            ( )lim 0
x

f x
→+

= 

✓ 
3

2
f
 
 
 

)يمثل معامل توجيه المماس للمنحنى    )f
C  ( عند   ) أو الميل لأن المعلم متعامد و متجانس

3النقطة ذات الفاصلة  

2
 و بالتالي   ) أفقي (حيث أن هذا المماس هو مستقيم يوازي حامل محور الفواصل   

3ميله يكون معدوما أي         
0

2
f
 
 = 
 

 . 

✓ ( )1f    يمثل معامل توجيه المماس للمنحنى( )f
C   حيث أن هذا المماس هو   1عند النقطة ذات الفاصلة

)المستقيم الذي يشمل النقطتين   )( )1; 1A f  1و 1
;

2 2
B f
  
− −  

  
 ؛ إذن يكون :      

          ( )
( )

1
1

0 2 42
1

1 1 3
1 1

2 2

f f

f

 
− − 

−  = = =

− − − −

 

)تكون   ✓ ) 0f x   على المجالات التي تكون فيها الدالةf   30متزايدة تماما و على المجال الجزئي ,
2

 
 

 

من       0 )ة متزايدة تماما ؛ إذن حلول المتراجح fتكون الدالة   4, ) 0f x     : 30هي ,
2

S  =
 

 . 

)حلول المتراجحة   ✓ ) 2f x    تمثل فواصل نقط المنحنى( )f
C   2الواقعة تحت المستقيم الأفقي الذيy = 

معادلة له أو المنطبقة عليه في المجال  0 و من الشكل نجد :   4,   0 ,1 2,4S =     . 

)عدد و إشارة حلول المعادلة  mالمناقشة البيانية حسب قيم الوسيط الحقيقي   ✓ ) 2 1f x m= − : 



 : حناش نبيل الأستاذكتابة 

)حلول المعادلة  ) 2 1f x m= )بيانيا تمثل فواصل نقط تقاطع   − )f
C   مع المستقيم الأفقي الموازي لحامل محور

2الفواصل الذي  1y m=  . ) نوع المناقشة أفقية (معادلة له  −

2إذا كان  ▪ 1 0m−  1أي
2

m   1أي,
2

m   −
 

)فإنه لا توجد نقط تقاطع بين    )f
C   و بين

2المستقيم الذي   1y m= ) إذن المعادلةمعادلة له ؛  − ) 2 1f x m=  لا تقبل حلولا .  −

2إذا كان  ▪ 1 0m− 1أي  =
2

m )فإن المنحنى   = )f
C   2يتقاطع مع المستقيم الذي 1y m= معادلة له  −

 ) مبدأ المعلم ( . 0في نقطة وحيدة فاصلتها هي 

120إذا كان  ▪ 2 1
5

m−  171أي
2 10

m   171أي ,
2 10

m  
 

)فإن المنحنى    )f
C  

2يتقاطع مع المستقيم الذي   1y m= معادلة له في نقطتين كل منهما ذات فاصلة موجبة تماما ؛ إذن  −

)المعادلة  ) 2 1f x m=  تقبل حلين متمايزين موجبين تماما .    −

122إذا كان  ▪ 1
5

m− 17أي  =
10

m )فإن المنحنى   = )f
C  2ي  يتقاطع مع المستقيم الذ 1y m= − 

3معادلة له في نقطة وحيدة فاصلتها هي  
2

)؛ إذن المعادلة   ) 2 1f x m= 3تقبل حلا وحيدا هو   −
2

 . 

122إذا كان  ▪ 1
5

m−  17أي
10

m   17أي ,
10

m   +
 

)فإنه لا توجد نقط تقاطع بين    )f
C   و

2بين المستقيم الذي   1y m= ) إذن المعادلةمعادلة له ؛  − ) 2 1f x m=  لا تقبل حلولا .   −

)المعرفة كما يلي :      gنعتبر الدالة   -2 )
( )
1

g x
f x

= 

)إذا و فقط إذا كان   gتكون الدالة  ✓ ) 0f x   ؛ حيث نعلم من المعطيات أن( )f
C   يقطع( )xx   فقط عند

)؛ إذن تكون  Oأ المبد  ) 0f x   0إذا و فقط إذا كانx    : و منه نسنتنج أن 0,
g

D = + 

( )
( )

( )
( )

0 0

1
lim lim

1
lim lim

x x

x x

g x
f x

g x
f x

 
⎯⎯→ ⎯⎯→

→ + → +


= = +



 = = +


)لأن :    ) 0f x 0xلما  →+ ⎯⎯→  و( ) 0f x  x→+لما  →+



 : حناش نبيل الأستاذكتابة 

تقبل الإشتقاق على   gالدالة  ✓ 0,+  و من أجل كل عدد 0,x +  : لدينا( )
( )

( )
2

f x
g x

f x


 = −

  

 

30على المجال    ,
2

 
 

30متزايدة تماما و بالتالي من أجل كل عدد حقيقي  fالدالة   ,
2

x  
 

فإن   

( ) 0f x    30و عليه يكون من أجل كل عدد حقيقي ,
2

x  
 

)؛    ) 0g x   ؛ إذن الدالةg 

30متناقصة تماما على المجال   ,
2

 
 

 . 

3على المجال    ,
2

 +
 

3متناقصة تماما و بالتالي من أجل كل عدد حقيقي  fالدالة   ,
2

x   +
 

 

)فإن   ) 0f x    3و عليه يكون من أجل كل عدد حقيقي ,
2

x   +
 

)؛    ) 0g x   ؛ إذن الدالةg 

3متزايدة تماما على المجال   ,
2

 +
 

   . 

)موجب تماما نعتبر الدالة :    xمن أجل كل عدد حقيقي  -3 )
1

k x f
x

 
=  

 
 

 عند أطراف مجموعة تعريفها :  kأ( نهاية الدالة 

         
( )

0

1
lim

lim 0

x

x

x

f x


⎯⎯→

→ +


= +


 =


)و منه     )
0

lim 0
x

k x


⎯⎯→

=    * *f تعريفها على مجموعة دالة مستمرة ** 

        
( )

0

1
lim 0

lim 0

x

x

x

f x


+

→ +

⎯⎯→


=


 =


)و منه     )lim 0
x

k x
→+

=     * *f تعريفها على مجموعة دالة مستمرة **  

) : الإستنتاج )k
C  يقبل حامل محور الفواصل( )xx كمقارب أفقي بجوار  + . 

v الدالة مشتقة  : مبرهنة u 

)الإشتقاق على   vو قبلت الدالة  من  Iالإشتقاق على مجال   uإذا قبلت الدالة  )u I  فإن الدالةv u  تقبل 
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):    Iمن   xو لدينا من أجل كل  Iالإشتقاق على   ) ( ) ( ) ( )v u x v u x u x  =                              

k   تقبل الإشتقاق على 0,+  كل عدد حقيقي  و لدينا من أجلx   : موجب تماما( )
2

1 1
k x f

x x

 
 = −  

 
 

1هي مركب الدالة مقلوب  kلأن  
:u x

x
 . fمتبوعة بالدالة   

)إذن نستنتج أن :      )
( )

2

1 32 0
3 22

3

k f
 

 = − = 
 

3ب( فإن :    -1لأنه من السؤال   
0

2
f
 
 = 
 
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        -  Mathematics for all-الرياضيات في الثانوية 

 

 



 نبيل : حناش  ابة الأستاذكت

ة:ةةةيطيةةس ةةوةدالة

m
f  الدالة المعرفة على 1−    : بـ( )

2

1
m

x mx
f x

x

−
=

−
 ي .سيط حقيقو mحيث  

)و ليكن  )
mf

C  المنحنى الممثل للدالة
m

f متعامد و المتجانس في المستوي المنسوب إلى المعلم ال( ); ,O i j . 

)بين أن جميع المنحنيات  -1 )
mf

C  1حيثm   تشترك في مستقيم مقارب ثابت يطلب تعيين معادلة له. 

)بين أن جميع المنحنيات  -2 )
mf

C نها .في نقطة ثابتة يطلب تعيي تشترك 

بحيث من أجل كل  cو  a  ،bاد الحقيقية عين الأعد -3 1x −   :( )
1

m

c
f x ax b

x
= + +

−
مع  

1m  . 

)برهن أن النقطة  -4 )1;2
m

m )حنى مركز تناظر للمن − )
mf

C  1حيثm  . 

ما هي مجموعة النقط  ✓
m

  لماm  يمسح المجموعة 1−                                                                                                                             .                                                                                                                                                                                                                                                                             

)أحسب  -5 )m
f x  1من أجل كل عدد حقيقيx  : ثم إستنتج 

و التي من أجلها تحافظ الدالة  mقيم  ✓
m

f  على مجموعة تعريفها .على إتجاه تغيرها 

أجلها تقبل الدالة  و التي من mقيم  ✓
m

f . قيمتين حديتين عظمى و صغرى 

 

 

 

 

 

 



 نبيل : حناش  ابة الأستاذكت

ة:ةةةحلةالتمرين

)بين أن جميع المنحنيات ن -1 )
mf

C  1حيثm   تشترك في مستقيم مقارب ثابت يطلب تعيين معادلة له: 

1xنبين أن المستقيم الذي  )مقارب عمودي لجميع المنحنيات  = )
mf

C  1حيثm  : 

  لدينا :  

( )

( )

2

1 1 1

2

1 1 1

1
lim lim lim

1 1

1
lim lim lim

1 1

m
x x x

m
x x x

x mx m
f x

x x

x mx m
f x

x x

  

  

⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→

− −
= = =  − −


− − = = = 

 − −

1لأن   0m−   1لأنm   

1xنستنتج أن المستقيم الذي  و منه لمنحنى الدالة مقارب عمودي  =
m

f 1جل كل من أm  . 

)بين أن جميع المنحنيات ن -2 )
mf

C نها في نقطة ثابتة يطلب تعيي تشترك: 

)فرض أنه توجد نقطة ثابتة ن ) ( )0 0
;

mf
A x y C  من أجل كل عدد حقيقيm ناه :مع 

فإن :   mمن أجل كل عدد حقيقي 
2

0 0

0

0
1

x mx
y

x

−
=

−
  

)فإن :   mمن أجل كل عدد حقيقي  معناه  )2

0 0 0 0
1x mx x y− = − 

)فإن :   mمن أجل كل عدد حقيقي  معناه  ) 2

0 0 0 0
1 0mx x y x+ − − = 

إذن ينتج :  
( )

0

2

0 0 0

0

1 0

x

x y x

=


− − =
أي    

0

0

0

0

x

y

=

− =

أي    
0

0

0

0

x

y

=


=
:و منه نستنتج أن  

( ) ( )0;0
mf

O C  حقيقي من أجل كل عددm . 

بحيث من أجل كل  cو  a  ،bاد الحقيقية ن الأعديعيت -3 1x −   :( )
1

m

c
f x ax b

x
= + +

−
مع  

1m  : 

1xي حقيقمن أجل كل عدد     : لدينا( )
1

m

c
f x ax b

x
= + +

−
)أي     )

( )( )1

1
m

ax b x c
f x

x

+ − +
=

−
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)أي  )
( )2

1
m

ax b a x c b
f x

x

+ − + −
=

−
1xيقي لم أنه من أجل كل عدد حق، حيث نع   إن :ف 

( )
2

1
m

x mx
f x

x

−
=

−
و بالتالي ينتج :   

1

0

a

b a m

c b

=


− = −
 − =

أي    

1

1

0

a

b m

c b

=


= −
 − =

أي    

1

1

1

a

b m

c m

=


= −
 = −

و منه نستنتج  

1xأنه من أجل كل عدد حقيقي      : فإن( )
1

1
1

m

m
f x x m

x

−
= + − +

−
 وسيط حقيقي . mحيث  

)ن أن النقطة ابرهال -4 )1;2
m

m )حنى مركز تناظر للمن − )
mf

C  1حيثm  : 

ليكن 
mf

x D  1معناهx   1و بالتالي يكونx−  2و منه  − 2 1x−  2أي  − 1x−   أي

2
mf

x D−   و من جهة أخرى من أجل كل عدد ،
mf

x D  نحسب( ) ( )2
m m

f x f x−  فنجد : +

( ) ( )
( ) ( )

( )

2
2 2 22 2 4 4 2

2
2 1 1 1 1

m m

x m x x mx x x mx m x mx
f x f x

x x x x

− − − − − + + − −
− + = + = +

− − − − −
 أي  

( ) ( )
4 2 2 4

2
1

m m

x mx m
f x f x

x

− + −
− + =

−
)أي   ) ( )

( ) ( )4 1 2 1
2

1
m m

x m x
f x f x

x

− − −
− + =

−
أي  

( ) ( )
( )( )1 4 2

2
1

m m

x m
f x f x

x

− −
− + =

−
1xو منه من أجل      : ينتج

( ) ( ) ( )2 2 2
m m

f x f x m− + = )و هي من الشكل :   − ) ( )2 2
m m

f a x f x b− + 1aيث  ح = و  =

2b m= )قطة و بالتالي الن − )1;2
m

m منحنى الدالة مركز تناظر ل −
m

f  1حيثm  . 

مجموعة النقط  تعيين ✓
m

  لماm  يمسح المجموعة 1− : 

)النقط  )1;2
m

m في  mو ترتيب يتغير لما يتغير  1ت فاصلة ثابتة و تساوي من المستوي هي نقط ذا −

المجموعة  1−  و بالتالي مجموعة النقط
m

  لما يمسحm  المجموعة 1−  هي المستقيم( )  الذي

1x قطة ستثناء النمعادلة له با =
1

 . 

)ب احس -5  )m
f x  1من أجل كل عدد حقيقيx  : 
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الدالة 
m

f  تقبل الإشتقاق على كل من المجالين ,1−  و 1,+ : حيث 

                 ( )
( )( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 1 1 2

1 1
m

x m x x mx x x m
f x

x x

− − − −  − +
 = =

− −
  

 تعيين في كل حالة :

و التي من أجلها تحافظ الدالة  mقيم  ✓
m

f  على مجموعة تعريفها على إتجاه تغيرها: 

الدالة 
m

f تجاه تغيرها على مجموعة تعريفها معناه ى إتحافظ عل( )m
f x  على ذات إشارة 1−  و بما أن

( )
2

1 0x −   1عدد حقيقي من أجل كلx   فإن إشارة( )m
f x  2من إشارة ثلاثي الحدود 2x x m− + 

2 يث يكون ثلاثي الحدودبح  2x x m− ذو إشارة ثابتة على المجموعة  + 1−  إذا و فقط إذا كان

( ) ( )( )
2

2 4 1
m

m = − )سالبا أي  − )4 1
m

m =  سالبا . −

0نضع :  
m

     يكافئ( )4 1 0m−     1يكافئm     أي 1,m + 

إذن من أجل كل عدد حقيقي  1,m +  فإن الدالة
m

f . تحافظ على إتجاه تغيرها على مجموعة تعريفها  

أجلها تقبل الدالة  و التي من mيم ق ✓
m

f  قيمتين حديتين عظمى و صغرى: 

m
f ت تقبل قيمتين حديتين عظمى و صغرى إذا و فقط إذا كان( )m

f x  تنعدم و تغير من إشارتها على المجموعة

 1−  2ان ثلاثي الحدود إذا و فقط إذا كأي 2x x m− نعدم و يغير من إشارته على المجموعة ي +

 1−  0أي إذا و فقط إذا كان
m

   1أي 0m−     1يكافئm     أي ,1m − 

تقبل الدالة و في هذه الحالة 
m

f   : قيمتين حديتين عظمى و صغرى هما
( )2 4 1

2
m

m
f
 + −
 
 
 

و    

( )2 4 1

2
m

m
f
 − −
 
 
 

)أي     )1 1
m

f m+ )و    − )1 1
m

f m− − .  

ةإنتهى ةحلةالتمرينة...ةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةةة



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

 جدول تغيرات دال 

f : دالة عددية جدول تغيراتها كالآتي 

)تكتب من الشكل :    fنفرض أن الدالة  )
1

c
f x ax b

x
= + +

−
 أعداد حقيقية ثابتة .   cو  a  ،bحيث   

)أحسب   -1 )f x   بدلالةa  وc . 

 : fبالإعتماد على جدول تغيرات الدالة   -2

 . cو   a  ،bأ( عين الأعداد الحقيقية  

)ب( عين   )
1

lim
x

f x


⎯⎯→

)و      )
1

lim
x

f x


⎯⎯→

 ؛ ثم أعط تفسيرا للنتيجتين بيانيا .  

1جـ( قارن بين  

2
f
 
 
 

4و    

5
f
 
 
 

 معللا إجابتك .  

1aنعتبر فيما يلي أن :      -3 =  ،1b 1و  =

4
c )؛ و ليكن   = )f

C  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى

)نس  المعلم المتعامد و المتجا  ); ,O i j . 

)أ( بين أن المستقيم   )  1الذيy x= )معادلة له مقارب مائل للمنحنى  + )f
C . 

)ب( أدرس الوضع النسبي للمنحنى   )f
C   و المستقيم( ) . 



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

)جـ( أثبت أن النقطة   )1;2   مركز تناظر للمنحنى( )f
C . 

)د( حل المعادلة  ) 0f x )ثم استنتج فواصل نقط تقاطع المنحنى   = )f
C  . مع حامل محور الفواصل 

 القراءة البيانية   تمرين في

( )f
C  التمثيل البياني لدالةf   معرفة على المجال ,2− . 

)المنحنى   )f
C  1؛ يقبل مستقيمين مقاربين أحدهما يوازي حامل محور الفواصلy معادلة له و الآخر يوازي حامل   =

2x؛  محور التراتيب   معادلة له . =

( )f
C   يقطع حامل محور الفواصل في النقطتين( )2;0A )و     − )1;0B . 

)بقراءة بيانية ، عين :     -1 )lim
x

f x
→−

)و     )
2

lim
x

f x


⎯⎯→

 . 

)بقراءة بيانية عين :    -2 )2f −  ،( )1f . 

)نفرض أن :     -3 )
( )

2

2

2

ax bx c
f x

x

+ +
=

−
   أعداد حقيقية ثابتة . cو  a  ،bحيث   

 . cو   a  ،bباستعمال المعطيات السابقة ؛ عين الأعداد  ✓

المعرفة على المجال  gنعتبر الدالة   -4 ,2−     : كما يلي( ) ( ) 2g x f x= )و ليكن   − )g
C   تمثيلها البياني

)في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس   ); ,O i j . 

)إشرح كيف يمكن إنشاء   ✓ )g
C   إنطلاقا من المنحنى( )f

C . ثم أنشئه 

 

 



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

 

   كثير حدود من الدرجة الثالثةدال  

)الشكل الموالي هو التمثيل البياني   )C  لدالةf   إلى المعلم في المستوي المنسوب  معرفة و قابلة للإشتقاق على

)المتعامد و المتجانس   ); ,O i j . 

)معرفة بــ :      fنفرض أن الدالة  ) 3 2f x ax bx cx d= + +  أعداد حقيقية .  dو  a  ،b  ،cحيث  +

)بقراءة بيانية : حدد  ✓ )0f   ،( )1f  −   ،( )0f    . 

 . dو   a  ،b  ،cأوجد الأعداد  ✓
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 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

 :   01حل التمرين رقم  

)حساب  -1 )f x   بدلالةa   وc : 

على كل من المجالين    تقبل الإشتقاق fالدالة  ,1−  و 1,+ : و لدينا 

من أجل كل 
f

x D :       ( )
( )

2

1

c
f x a

x
 = −

−
 

 : fبالإعتماد على جدول تغيرات الدالة  cو  a  ،bتعيين الأعداد الحقيقية أ(  -2

 : c  و a  ،bتشكيل على الأقل ثلاث معادلات ذات المجاهيل  يمكن  نها ؛ إذن  يوجد ثلاث ثوابت يطلب تعيي

( )

( )

( )

1 1
2

3 3
2

1 0
2

f

f

f

 =



=

  =


تكافئ :      

1 2 1
2

3 2 3
2

4 0

a b c

a b c

a c

 + − =



+ + =


− =


4a؛ و من المعادلة الثالثة ينتج    c= ؛ 

2:     معادلتين الأولى و الثانية نتحصل على ويض في الإذن بالتع 2 1

6 2 3

c b c

c b c

+ − =


+ + =
1  أي  

8 3

b

b c

=


+ =
 

و منه   
1

2
8

b

c

=


=

أي    
1

1
4

b

c

=


=

4a؛ و بما أن    c=   14فإن 1
4

a =  = 

1xمن أجل كل عدد حقيقي    : نتيجة      : فإن( )
( )

1
1

4 1
f x x

x
= + +

−
 

)ب( من جدول التغيرات يكون :   )
1

lim
x

f x


⎯⎯→

= −       و( )
1

lim
x

f x


⎯⎯→

= + 

1xالذي  المستقيم  : التفسير الهندس  )عمودي للمنحنى  معادلة له مقارب  = )f
C . 

1جـ( المقارنة بين  

2
f
 
 
 

4و    

5
f
 
 
 

1كل من العددين  :   

2
4و  

5
1عنصران من المجال   

,1
2

 
 
 

1مع   4

2 5
 



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

1متناقصة تماما على هذا المجال ؛ إذن يكون   fحيث أن الدالة  4

2 5
f f
   

   
   

 . 

)نبين أن المستقيم   أ( -3 )   1الذيy x= )مقارب مائل للمنحنى   + )f
C : 

( )f x   هي من الشكل( ) ( )1f x x g x= + )حيث :    + )
( )

1

4 1
g x

x
=

−
 ؛ و بما أن : 

( )
( )

1
lim lim 0

4 1x x
g x

x→ + → +
= =

−
)المستقيم  ؛ إذن نستنتج أن   )  1الذيy x= مقارب مائل للمنحنى  +

( )f
C  بجوار−     و بجوار+ 

)ب( دراسة الوضع النسبي للمنحنى   )f
C   و المستقيم( ) : 

)إشارة الفرق  )
( )

1

4 1
f x y

x
− =

−
1xهي من إشارة المقدار   )بحيث الفرق  − )f x y−   لا ينعدم على

 1−   و بالتالي فالمنحنى( )f
C  لا يتقاطع مع المستقيم المقارب( ) . 

1xإذا كان  ✓    1فإن 0x−    و منه( )f x y−    على المجال  ؛ إذن ,1−   :( )f
C  يقع تحت

)المقارب المائل  ) . 

1xإذا كان  ✓    1فإن 0x−    و منه( )f x y−    على المجال  ؛ إذن 1,+   :( )f
C  فوقيقع  

)المقارب المائل  ) . 

 دراسة الوضع النسبي في جدول .يستحسن دائما تلخيص    : ملاحظة 

)نقطة  جـ( إثبات أن ال )2;1   هي مركز تناظر للمنحنى( )f
C : 

)حتى تكون النقطة    :تذكير   );a b ركز تناظر لمنحنى دالة  مf تحقق الشرطين :  يكفي أن ي 

من أجل كل  ✓
f

x D   2فإن
f

a x D−  



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

كل من أجل  ✓
f

x D    :( ) ( )2 2f a x f x b− + = 

ليكن  
f

x D   1معناهx    1و منهx−  2منه   و − 1 2 1 1x −   2أي  − 1 1x −   و بالتالي يكون 

2 1
f

x D −   ول محقق الأ طو منه فالشر. 

)نحسب الآن   ) ( )2f x f x− +   :( ) ( )
( ) ( )

1 1
2 2 1 1

4 2 1 4 1
f x f x x x

x x
− + = − + + + + +

− − −
 

)أي  ) ( )
( ) ( )

1 1
2 4

4 1 4 1
f x f x

x x
− + = + +

− −
أي    

( ) ( )
( )

1
2 4

4 1
f x f x

x
− + = −

− ( )
1

4 1x
+

−
)و منه    ) ( )2 4 2 2f x f x− + = =  

)إذن الشرط الثاني محقق و بالتالي نستنتج أن النقطة   )1;2  هي مركز تناظر لمنحنى الدالةf . 

في المجموعة  د( نحل  1−  المعادلة ( ) 0f x = : 

( ) 0f x تكافئ    =
( )

1
1 0

4 1
x

x
+ + =

−
)افئ   تك  )( )

( )

4 1 1 1
0

4 1

x x

x

+ − +
=

−
تكافئ    

( )( )4 1 1 1 0x x+ − + )تكافئ    = )24 1 1 0x − + 24تكافئ     = 3 0x −  تكافئ  =

2 3
4

x 3  تكافئ  =

2
x 3أو    =

2
x = 3  ؛ إذن     − 3

,
2 2

S
  

= − 
  

 

)حلول المعادلة    :  نتيجة  ) 0f x )تمثل فواصل نقط تقاطع المنحنى   = )f
C  ؛مع حامل محور الفواصل 

)إذن  )f
C قطة  يتقاطع مع حامل محور الفواصل في النA  3اصلة  ات الفذ

2
3ذات الفاصلة  Bو في النقطة   −

2
 

   

                          تمرين الأول ... إنتهى  حل ال                                                                    



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

 :   02ن رقم  حل التمري 

1yستقيم الذي  الم -1 إذن نستنتج أن  ؛  −جوار ب fلمنحنى الدالة  أفقيمعادلة له هو مستقيم مقارب  =

( )lim 1
x

f x
→−

2xو كذلك المستقيم الذي   = )  لمنحنىمودي لمعادلة له هو مستقيم مقارب ع = )f
C   ؛ و منه

)نستنتج أن   )
2

lim
x

f x


⎯⎯→

= + . ) من التمثيل البياني ( 

)تعيين    -2 )2f )و     − )1f   : المنحنى( )f
C و كذلك  −2ور الفواصل في النقطة ذات الفاصلة  يقطع حامل مح

)ج أن  و منه نستنت  1في النقطة ذات الفاصلة   )2 0f − )و   = )1 0f = . 

2xه من أجل كل عدد حقيقي  أننفرض   -3      :( )
( )

2

2

2

ax bx c
f x

x

+ +
=

−
 أعداد حقيقية .  cو   a  ،bحيث   

):   المعطيات السابقة  نستعمل )
4 2

2 0
16

a b c
f

− +
− = )و منه     = )4 2 0 1a b c− + = 

( )1 0f )تكافئ      = )0 2a b c+ +  فإن  −كذلك باستعمال قانون نهاية دالة ناطقة بجوار ؛  و  =

( )
2 2

2
lim lim

4 4x x

ax bx c a x
f x

x x→ − → −

+ +
= =

− + 2x
a=   1حيث أن المستقيم الذيy )مقارب أفقي للمنحنى  هو  = )f

C 

)و منه تكون   )lim 1
x

f x
→−

1a؛ إذن نستنتج أن   = = . 

)دلتين  في المعا aو بتعويض قيمة   )و  1( 2الجملة   نتحصل على  2( 4

1

b c

b c

− =


+ = −
 الجمع طرفا لطرف نجد ؛ و ب 

3 3b 1bو بالتالي   = 2c في المعادلة الثانية مثلا فنجد  bنعوض قيمة   cو لإيجاد قيمة ؛  = = − . 

من أجل كل عدد حقيقي    :  نتيجة 
f

x D       : فإن( )
( )

2

2

2

2

x x
f x

x

+ −
=

−
 

من أجل كل عدد حقيقي  -4 ,2x −      :( ) ( ) 2g x f x= − 



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

)و هي الكتابة من الشكل   ) ( )g x f x  = + 0حيث :     + 2و     = = − 

)من الشكل :   gدالة كان دستور  إذا   : تذكير ) ( )g x f x  = + و    حيث  +  

)فإن   )g
C   صورة( )f

C   بالإنسحاب الذي شعاعهv




− 
 
 

 

)   :  نتيجة  )g
C   صورة( )f

C   0بالإنسحاب الذي شعاعه

2
v
 
 
− 

 . 
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 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

 :   حل التمرين الثالث 

f   هي دالة كثير حدود من الدرجة الثالثة( )تكتب من الشكل :   3( ) 3 2f x ax bx cx d= + +  bو   aحيث  +

 أعداد حقيقية ثابتة يطلب تعيينها .  dو  cو  

✓ ( )0f  بالدالة  0صورة العدد هيf  ى  و ثمثل ترتيب نقطة تقاطع المنحن( )f
C ع حامل محور التراتيب ؛م 

)من الشكل السابق ينتج أن :    )0 3f = − 

✓ ( )1f  )المماس للمنحنى   تعامد و متجانس () ميل لأن المعلم ممعامل توجيه  يمثل  − )f
C قطة  عند الن 

)ى  حن ؛ لكن نلاحظ أن المن −1فاصلتها  التي  )f
C   أفقيا  كون يو منه فالمماس  −1يقبل ذروة في النقطة ذات الفاصلة

)إذن نستنتج أن   ؛معدوما موازيا لحامل محور الفواصل و بالتالي ميله يكون  )1 0f  − = . 

✓ ( )0f   أو ميل المماس للمنحنى  يمثل معامل توجيه( )f
C   ؛ إذن نحسب معامل  0عند النقطة التي فاصلتها

)  جيه المماستو  )T  0في النقطة ذات الفاصلة : 

)لمماس ا )T   يشمل النقطتين( )0; 3E )و     − )1;0F )ينتج :     مثلا ؛ إذن − )
( )0 3

0 3
1 0

f
− −

 = = −
− −

 

 الإعتماد على النتائج السابقة : ب dو   a  ،b  ،cتعيين الأعداد الحقيقية    -2

 لدينا :  xو من أجل كل عدد حقيقي   على هي كثير حدود معرفة و تقبل الإشتقاق  fالدالة 

                                         ( ) 23 2f x ax bx c = + + 

( )

( )

( )

0 3

1 0

0 3

f

f

f

= −


 − =


 = −

تكافئ      
3

3 2 0

3

d

a b c

c

= −


− + =
 = −

تكافئ     
3

3 2 3

3

d

a b

c

= −


− =
 = −

   

)لمنحنى  مثلا ملاحظة أن ا يمكن bو   aجاد العددين  لإي )f
C  و منه  1يقبل ذروة في النقطة ذات الفاصلة 



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

( )1 0f  3ينتج :  ؛ و منه   = 2 0a b c+ + 3أي  = 2 3a b+ 3cلأن   = = − 

3من الجملة    2 3

3 2 3

a b

a b

− =


+ =
6و بجمع المعادلتين طرفا لطرف نجد      6a 1a؛ إذن ينتج    = = 

3نجد  ولى مثلا  في المعادلة الأ aو بتعويض قيمة   2 3b− 2تكافئ   = 0b− 0bتكافئ     = = 

)إن :    ف xن أجل كل عدد حقيقي  م  :  نتيجة  ) 33 3 3f x x x= − − 
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 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

) الشكلمن    وس يطية  شة مناق دالة ناطقة و   ) ( )f x f m= 

علىالمعرفة  fنعتبر الدالة  1− )   كما يلي :    − )
( )

3 2

2

2

1

x x
f x

x

+
=

+
  

)و ليكن  )f
C  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ); ,O i j . 

 . fأدرس تغيرات الدالة  -1

عدد حقيقي كل حيث من أجل    ،  ،أوجد ثلاث أعداد حقيقية  -2 1x − − : 

                                 ( )
( )

2

1 1
f x x

x x

 
= + +

+ +
 

)بين أن المنحنى  -3 )f
C  مقاربا مائلا يقبل مستقيما( ) . يطلب تعيين معادلة له 

)ية المنحنى أدرس وضع -4 )f
C  المائل بالنسبة إلى المقارب( ) . 

)أوجد إحداثيي نقط تقاطع  -5 )f
C ل ل محور الفواصامع حم( )xx . 

)منحنى ال بين أن -6 )f
C  يقبل مماسا( )T  دلة لـ ثم أكتب معا 1معامل توجيهه( )T . 

)أرسم  -7 )  ،( )T  ثم أنشئ( )f
C . 

)المعرفة كما يلي :    gنعتبر الدالة  -8 ) ( )g x f x= ) ليكن و − )g
C  تمثيلها البياني في المستوي

)المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ); ,O i j .  

أ( حدد 
g

D  مجموعة تعريف الدالةg . 

)ن إنشاء كيف يمكب( إشرح  )g
C  بالإعتماد على المنحنى( )f

C  لا يطلب إنشاء (( )g
C . ) 

2ادلة :  معلارة حلول اعدد و إش mحقيقي الوسيط الم ناقش بيانيا و حسب قي جـ( 1 0y x m− − − =  

) ادلة : معلارة حلول اعدد و إش mحقيقي الوسيط الم ناقش بيانيا و حسب قي -9 ) ( )f x f m=  

 

     Mathematics for all-الرياضيات في الثانوية 



 اش نبيلحن:  كتابة الأستاذ

 :   01حل التمرين رقم  

 : fدراسة تغيرات الدالة  -1

عند أطراف مجموعة تعريفها  fأ( حساب نهاية الدالة    , 1 1,
f

D = − −  − + : 

( )
( )

( )
( )

3 2 3

2 2

3 2 3

2 2

2
lim lim lim lim

1

2
lim lim lim lim

1

x x x x

x x x x

x x x
f x x

xx

x x x
f x x

xx

→ − → − → − → −

→ + → + → + → +

+
= = = = −

+


+ = = = = +
 +

 بتطبيق قاعدة نهاية دالة ناطقة بجوار  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

3 2

2 2
1 1 1

3 2

2 2
1 1 1

2 1
lim lim lim

1 1

2 1
lim lim lim

1 1

x x x

x x x

x x
f x

x x

x x
f x

x x

  

  

⎯⎯→ − ⎯⎯→ − ⎯⎯→ −

⎯⎯→ − ⎯⎯→ − ⎯⎯→ −

+
= = = +

+ +


+ = = = +
 + +

)لأن   )
2

1 0x ++ 1xعندما  → ⎯⎯→−  و

)كذلك  )
2

1 0x ++ 1xعندما  → ⎯⎯→−   . 

)التفسير الهندسي : بما أن  )
1

lim
x

f x



⎯⎯→−

= +  1فإن المستقيم الموازي لحامل محور التراتيب الذيx = − 

)معادلة له مقارب عمودي للمنحنى  )f
C . 

)ب( حساب  )f x  بدلالةx لدالة : اf  تقبل الإشتقاق على مجموعة تعريفها و من أجل كل عدد حقيقي

f
x D       : لدينا( )

( )( ) ( )( )

( )

22 3 2

4

3 4 1 2 1 2

1

x x x x x x
f x

x

+ + − + +
 =

+
 أي  

( )
( )( ) ( )

( ) ( )

2 3 2 3 2

3 3

3 4 1 2 2 3 4

1 1

x x x x x x x x
f x

x x

+ + − + + +
 = =

+ +
)أي     )

( )

( )

2

3

3 4

1

x x x
f x

x

+ +
 =

+
 

 دراسة إشارة الدالة المشتقة : 

1xمن أجل   )نضع :   − ) 0f x تكافئ    =
( )

( )

2

3

3 4
0

1

x x x

x

+ +
=

+
)تكافئ     )2 3 4 0x x x+ + = 



 اش نبيلحن:  كتابة الأستاذ

0xتكافئ  2أو    = 3 4 0x x+ + )حيث  = ) ( )( )
2

3 4 1 4 7 0 = − =  و بالتالي المعادلة  −

2 3 4 0x x+ + 1xلا تقبل حلولا حقيقية و من أجل كل عدد حقيقي  =  2يكون  − 3 4 0x x+ +  

 

إذا كان     , 1 0,x − −  +  فإن( ) 0f x   و بالتالي الدالةf  متزايدة تماما على كل

من المجالين  , 1− و    − 0,+ . 

إذا كان   1,0x )فإن الدالة  − ) 0f x   و بالتالي الدالةf  متناقصة تماما على المجال

 1,0− . 

 : fجـ( جدول تغيرات الدالة 

 

 

 

 

 

 

حيث من أجل كل عدد  و    ،تعيين الأعداد الحقيقية  -2
f

x D          : 

                                ( )
( )

2

1 1
f x x

x x

 
= + +

+ +
 



 اش نبيلحن:  كتابة الأستاذ

)نكتب :   )
( ) ( )

( )

( )

( )

2 3 2

2 2

1 1 2

1 1

x x x x x x
f x

x x

        + + + + + + + + +
= =

+ +
 و بالمطابقة  

)مع العبارة   )
( )

3 2

2

2

1

x x
f x

x

+
=

+
نتحصل على :         

1

2 2

0

0





 

 

=


=


+ =
 + =

أي   

1

1





 

 

=


=


= −
 = −

أي   

1

1

1







=


= −
 =

 

):        −1يختلف عن  xإذن من أجل كل عدد حقيقي  )
( )

2

1 1

1 1
f x x

x x
= − +

+ +
 

)نبين أن المنحنى  -3 )f
C : يقبل مستقيما مقاربا مائلا يطلب تعيين معادلة له 

)نكتب :     ) ( )f x x k x= )حيث    + )
( )

2

1 1

1 1
k x

x x
= − +

+ +
)،  من الواضح أن   )lim 0

x
k x

→+
= 

)إذن نستنتج أن المستقيم  )  الذيy x=  معادلة له مقارب للمنحنى( )f
C  بجوار−  و بجوار+ . 

)دراسة الوضع النسبي للمنحنى  -4 )f
C  و المقارب المائل( ) : 

)ندرس إشارة الفرق  )f x y−      حيث( )
( ) ( )

2 2

1 1 1 1

1 11 1
f x y x x

x xx x
− = − + − = −

+ ++ +
 

)أي   )
( ) ( ) ( )

2 2 2

1 1

1 1 1

x x
f x y

x x x

+
− = − = −

+ + +
1xحيث من أجل كل عدد    )فإن  − )

2

1 0x +  

 : −xو بالتالي إشارة الفرق هي من إشارة 

إذا كان     , 1 1,0x − −  0xفإن  −   0و بالتاليx−   إذن يكون( ) 0f x y−   و منه

)ينتج أن المنحنى  )f
C  يقع فوق المقارب المائل( )  . 

إذا كان   0,x +  0فإنx   0و بالتاليx−   إذن يكون( ) 0f x y−   و منه ينتح أن

)المنحنى  )f
C  يقع تحت المقارب المائل( ) . 



 اش نبيلحن:  كتابة الأستاذ

0xإذا كان   )فإن  = )
( )

2

0
0

1
f x y

x
− = − =

+
)و بالتالي المنحنى   )f

C  يتقاطع مع المستقيم

)المقارب المائل  )  في مبدأ المعلم( )0;0O . 

)إيجاد إحداثيي نقط تقاطع المنحنى  -5 )f
C  مع حامل محور الفواصل( )xx : 

)فواصل نقط تقاطع المنحنى  )f
C  مع حامل محور الفواصل تمثل حسابيا حلول المعادلة( ) 0f x = : 

( ) 0f x تكافئ    =
( )

3 2

2

2
0

1

x x

x

+
=

+
3تكافئ     22 0x x+ 1xمع  =  )تكافئ    − )2 2 0x x + مع  =

1x  )و منه حلول المعادلة   − ) 0f x هي   = 0, 2S = − . 

)المنحنى   :  نتيجة  )f
C  يقطع حامل محور الفواصل( )xx  في المبدأ( )0;0O  و النقطة( )2;0A − . 

)نبين أن المنحنى  -6 )f
C  يقبل مماسا( )T  مع كتابة معادلة له : 1معامل توجيهه 

)المنحنى  )f
C  يقبل مماسا( )T  معناه المعادلة  1معامل توجيهه( ) 1f x تقبل على الأقل حلا في  =

 1− )حيث  − ) 1f x تكافئ :   =
( )

3 2

3

3 4
1

1

x x x

x

+ +
=

+
تكافئ    

3 2 3 23 4 3 3 1x x x x x x+ + = + + 1xمع  +  4تكافئ    − 3 1x x= 1xتكافئ    + = 

)إذن المعادلة  ) 1f x تقبل حلا وحيدا في  = 1− )و المنحنى  − )f
C  يقبل مماسا( )T  1معامل توجيهه 

 .    1عند النقطة ذات الفاصلة 

)معادلة المماس  )T    :( )( ) ( )1 1 1y f x f= − )حيث  + )1 1f  )و    = ) 31
4

f  ؛ إذن : =

                                          ( ) 1:
4

T y x= −        

)المعرفة بـ :    gنعتبر الدالة العددية  -8 ) ( )g x f x= − 

 : gأ( تحديد مجموعة تعريف الدالة 



 اش نبيلحن:  كتابة الأستاذ

معرفة إذا و فقط إذا كان من أجل كل عدد  gتكون الدالة 
g

x D  فإن
f

x D−   أي يكون
g

x D  إذا كان

1x−  1xأي    −     1أيx     1وx  و بالتالي نستنتج أن :     − 1,1
g

D = − − 

)ب( شرح كيفية إنشاء  )g
C  إنطلاقا من( )f

C : 

0xإذا كان     أي ,0x −  فإنx x= xو عليه  − x−  و بالتالي نستنتج أنه من أجل كل  =

0x   فإن( ) ( )g x f x=  و بالتالي( )g
C  ينطبق على( )f

C  لما ,0x − . 

هي دالة زوجية و ذلك لأن :    gيمكن بسهولة إثبات أن الدالة  1,1
g

D = − متناظرة بالنسبة إلى  −

الصفر لأن  1,1x − 1xمعناه  −  −1xإذن  −   1وx   1إذنx−  أي  − 1,1x−  − − 

و من أجل كل 
g

x D    :( ) ( ) ( ) ( )g x f x f x g x− = − − = − لأن من خواص القيمة المطلقة لعدد  =

xنعلم أن  xحقيقي  x−  هي دالة زوجية . gو بالتالي نستنتج أن الدالة  =

0xزوجية فإنه إذا كان  gإذن بما ان الدالة    يكون( )g
C  نظير( )f

C . بالنسبة إلى محور التراتيب 

)عدد و إشارة حلول المعادلة  m( المناقشة بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي جـ ) 2 1 0f x x m− − − = 

)تكافئ   ) 2 1f x x m= + )و بالتالي حلول المعادلة  + ) 2 1f x x m= + بيانيا تمثل فواصل نقط  +

)تقاطع المنحنى  )f
C  2مع المستقيم المائل الذي 1y x m= +  ) نوع المناقشة مائلة (معادلة له  +

2حيث أن جميع المستقيمات التي لها معادلة من الشكل  1y x m= + )توازي المقارب المائل  + )  و كذلك

)المماس  )T  1لأن لها نفس معامل التوجيه . 

12إذا كان   1
4

m+ = 5أي  −
8

m = 1فإن المستقيم الذي  −
4

y x= معادلة له و هو المماس  −

( )T  يقطع المنحنى( )f
C  نقطة التماس ( و بالتالي المعادلة  1في نقطة وحيدة ذات الفاصلة (

( ) 2 1f x x m= + تقبل حلا وحيدا و هذا الحل موجب تماما هو  +
0

1x = . 



 اش نبيلحن:  كتابة الأستاذ

2إذا كان   1 0m+ 1أي  =
2

m = yفإن المستقيم الذي  − x=  معادلة له و هو المقارب المائل( ) 

)يقطع المنحنى  )f
C  و بالتالي المعادلة  0هي مبدأ المعلم ذات الفاصلة في نقطة وحيدة

( ) 2 1f x x m= + تقبل حلا وحيدا و هذا الحل معدوم هو  +
1

0x = . 

1إذا كان   2 1 0
4

m−  +   5أي 1
8 2

m−   أي  −
5 1

,
8 2

m
 

 − − 
 

فإن المستقيم الذي  

2 1y x m= + )معادلة له يقطع المنحنى  + )f
C  في نقطة وحيدة ذات فاصلة موجبة تماما و بالتالي

)المعادلة  ) 2 1f x x m= +  تقبل حلا وحيدا و هذا الحل موجب تماما . +

12إذا كان   1
4

m+  5أي  −
8

m  أي  −
5

,
8

m
 

 − − 
 

2فإن المستقيم الذي   1y x m= + + 

)معادلة له لا يتقاطع مع المنحنى  )f
C و بالتالي المعادلة ( ) 2 1f x x m= +  لا تقبل حلولا . +

2إذا كان   1 0m+   1أي
2

m  أي  −
1

,
2

m
 

 − + 
 

2فإن المستقيم الذي   1y x m= + + 

)معادلة له يقطع المنحنى  )f
C  في نقطتين مختلفتين فاصلة كل منهما عدد سالب و بالتالي المعادلة

( ) 2 1f x x m= +  تقبل حلين متمايزين سالبين تماما . +

)عدد و إشارة حلول المعادلة  mالمناقشة بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي  -9 ) ( )f x f m= : 

)معادلة حلول ال ) ( )f x f m= ل نقط تقاطع المنحنى بيانيا تمثل فواص( )f
C  مع المستقيم الأفقي الموازي

)ذي لحامل محور الفواصل ال )y f m= نوع المناقشة أفقية (عادلة له م ( . 

)إذا كان   ) 0f m 0mأي  = 2mأو  = = )فإن المنحنى  − )f
C  0يتقاطع مع المستقيم الذيy = 

واصل ( في نقطتين مختلفتين الأولى ذات الفاصلة معادلة له ) حامل محور  الف
0

0x و الثانية ذات  =

الفاصلة 
1

2x = )، إذن المعادلة  − ) ( )f x f m= ين متمايزين أحدهما معدوم و الآخر سالب تقبل حل

 .تماما 
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)إذا كان   ) 0f m   أي , 2m − )فإن المنحنى  − )f
C  يقطع المستقيم الذي( )y f m= 

)معادلة له في نقطة وحيدة ذات فاصلة سالبة تماما ، إذن المعادلة  ) ( )f x f m= يدا و حتقبل حلا و

 هذا الحل سالب تماما .

)إذا كان   ) 0f m   أي     2, 1 1,0 0,m − −  −  +  فإن المنحنى( )f
C  يقطع المستقيم

)الذي  )y f m= ما ذات فاصلة سالبة تماما و الأخرى ختلفة ، نقطتان كل منهث نقط ممعادلة له في ثلا

)ذات فاصلة موجبة تماما ، إذن المعادلة  ) ( )f x f m= زة مثنى مثنى ؛ حلان تقبل ثلاث حلول متماي

 ب تماما .موجسالبة تماما و الحل الآخر  إشارتهما
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 تمرين .... إنتهى  حل ال                                                           

      

 

                                                     

 

          -  Mathematics for all-الرياضيات في الثانوية 

 



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

    ة وس يطية أفقية دالة مع مناقش 

f  ية المعرفة على الدالة العدد 2−      : بـ( )
( )1

2

x x
f x

x

+
=

−
  

)نرمز بـ  )f
C  إلى المنحنى الممثل للدالةf  المعلم المتعامد و المتجانس  في المستوي المنسوب إلى( ); ,O i j . 

 على مجموعة تعريفها .  fأدرس تغيرات الدالة  -1

)أ( برر أن المستقيم   -2 )D   3الذيy x= )مقارب مائل للمنحنى  معادلة له هو  + )f
C . 

)( أدرس الوضع النسبي للمنحنى  ب  )f
C  بالنسبة للمقارب المائل( )D . 

تحقق أنه من أجل كل  جـ( 
f

x D   4فإن
f

x D−  ين أن  م ب؛ ث( ) ( )4 10f x f x− +  . ماذا تستنتج ؟  =

)د( أرسم المستقيم   )D المنحنى   و أنشئ( )f
C . 

 :ادلة عدد حلول المع m( ناقش بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي  3

                                        ( )2 1 2 0x m x m+ − + =        

 عادلة :عدد حلول الم،  m( إستنتج حسب قيم الوسيط الحقيقي  4

                       ( ) ( )cos 2 2 1 cos 4 1 0m m + − + + =    ، 0,2     

   

 

       -  Mathematics for all-الرياضيات في الثانوية 

 



 :   01حل التمرين رقم  

 : fدراسة تغيرات الدالة  -1

 حساب نهاية الدالة عند أطراف مجموعة التعريف :  ✓

تساوي إلى نهاية الحد الأعلى درجة في البسط على الحد الأعلى   +و بجوار  −نعلم أن نهاية دالة ناطقة بجوار 

 درجة في المقام و بالتالي نتحصل على : 

                  
( )

( )

( )
( )

2 2

2 2

1
lim lim lim lim lim

2 2

1
lim lim lim lim lim

2 2

x x x x x

x x x x x

x x x x x
f x x

x x x

x x x x x
f x x

x x x

→ − → − → − → − → −

→ + → + → + → + → +

 + +
= = = = = −

 − −


+ + = = = = = +
 − −

 

 سواء بقيم أصغر أو بقيم أكبر ندرس إشارة المقام : 2إلى  xلما يؤول   fمن أجل إيجاد نهاية الدالة   ✓

+        2           − x 
2xإشارة   −           0      +  − 

2xإذن لما  ⎯⎯→   2فإن 0x −− 2xو لما  → ⎯⎯→   2فإن 0x +−  و بالتالي نتحصل على :  →

                                      
( )

( )

2 2

2 2

6
lim lim

2

6
lim lim

2

x x

x x

f x
x

f x
x

 

 

⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯→


= = − −


 = = +
 −

 

✓ f   تقبل الإشتقاق على مجموعة تعريفها و من أجل كل عدد حقيقي
f

x D : 

                   ( )
( )( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 1 2 1 4 2

2 2

x x x x x x
f x

x x

+ − − +  − −
 = =

− −
 

عدد حقيقي  إشارة الدالة المشتقة :  من أجل كل  ✓
f

x D  فإن( )
2

2 0x −    ؛ و بالتالي إشارة( )f x  من

2إشارة البسط أي من إشارة ثلاثي الحدود  4 2x x− −   :( ) ( )( )
2

4 4 1 2 24 0 = − − − =  



2إذن ثلاثي الحدود  4 2x x− يقبل جذرين متمايزين هما :    −
1

4 24
2 6

2
x

+
= = و   +

2

4 24
2 6

2
x

−
= = 2و تكون إشارة ثلاثي الحدود   − 4 2x x−  كما في الجدول الآتي : −

+       2 6+         2 6− − x 
2إشارة   + 0       −         0                +  4 2x x− − 

2,على المجالين    6 − −
 

2و    6 , + +
 

)تكون    ) 0f x   و بالتالي الدالةf تماما  دةزايمت

2,على كل من المجالين   6 − −
 

2و      6 , + +
 

 . 

2على المجالين    6 ,2 −
 

2,2و     6 +
 

)تكون    ) 0f x   و بالتالي الدالةf تماما  ناقصةمت

2على كل من المجالين   6 ,2 −
 

2,2و      6 +
 

 .   

 جدول التغيرات : ✓

 

 

 

 

 

 

)بما أن   التفسير الهندسي :  )
2

lim
x

f x


⎯⎯→

= −     و( )
2

lim
x

f x


⎯⎯→

= +  2فإن المستقيم الذيx = 

)للمنحنى   محور التراتيب (حامل ) موازي لمعادلة له هو مقارب عمودي  )f
C .  

)أ( تبرير أن المستقيم   -2 )D  3الذيy x= )هو مقارب مائل للمنحنى  + )f
C  بجوار : 



)يكفي أن نثبت أن :    ) ( )lim 3 0
x

f x x
→+

− + =   : 

( ) ( )
( )

( )
2 21 2 3 6

lim 3 lim 3 lim
2 2x x x

x x x x x x x
f x x x

x x→ + → + → +

+  + − + − + 
− + = − + =      − −  

أي  

( ) ( )
6

lim 3 lim 0
2x x

f x x
x→+ → +

− + = =   −
)و منه نستنتج أن المستقيم    )D  3الذيy x= ب  هو مقار  +

)مائل للمنحنى   )f
C  بجوار−    و بجوار+ . 

)ب( دراسة الوضع النسبي للمنحنى   )f
C  و المقارب( )D : 

2xمن السؤال السابق نعلم أنه من أجل كل عدد حقيقي      : فإن( ) ( )
6

3
2

f x x
x

− + =
−

 

)إذن إشارة الفرق   ) ( )3f x x− +     2من إشارة المقامx 2xمع  −  . 

2xإذا كان      2فإن 0x−    و بالتالي يكون( ) ( )3 0f x x− +     ن المنحنى أ ؛ إذن نستنتج

( )f
C  يقع تحت المستقيم المقارب( )D . 

2xإذا كان      2فإن 0x−    و بالتالي يكون( ) ( )3 0f x x− +     ن المنحنى أ ؛ إذن نستنتج

( )f
C  يقع فوق المستقيم المقارب( )D . 

)بما أن الفرق    ) ( )3f x x− +     لا ينعدم من أجل كل قيمة للمتغيرx   فإن المنحنى( )f
C   لا يتقاطع مع

)المستقيم المقارب المائل   )D . 

جـ( من أجل كل عدد حقيقي 
f

x D   2فإنx    2و عليه يكونx−  4أي   − 4 2x−  4أي   − 2x−   و

4عليه فإن  
f

x D−   ؛ و من أجل كل عدد
f

x D : 

( ) ( )
( )( ) ( ) 2 24 4 1 1 9 20

4
4 2 2 2 2

x x x x x x x x
f x f x

x x x x

− − + + − + +
− + = + = +

− − − − −
 أي 

( ) ( )
( )2 2 10 29 20 10 20

4
2 2 2 2

xx x x x x
f x f x

x x x x

−− + − + −
− + = + = =

− − − −
2x؛ إذن من أجل     ينتج 



( ) ( )4 10 2 5f x f x− + = =    من الشكل (( ) ( )2 2f a x f x b− + 2aحيث  = =  ،5b = ) 

)ذات الإحداثيات   النقطة    :  نتيجة  )هي مركز تناظر للمنحنى   5;2( )f
C . 

 عدد حلول المعادلة :  mالمناقشة بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي  -3

                                       ( )2 1 2 0x m x m+ − + = 

2xإذا كان   )   نتحصل على : = )4 2 1 2 0m m+ − + 6أي   = 2 2 0m m− + 6أي     = 0= 

)تناقض و بالتالي المعادلة   )2 1 2 0x m x m+ − +  ليس لها حلول . =

2xإذا كان      دائما في هذا النوع من المعادلات نبحث أولا عن إظهار عبارة :( )f x   عن طريق مجموعة

   من العمليات الجبرية البسيطة كما يلي :

( )2 1 2 0x m x m+ − + 2تكافئ     = 2x x mx m+ − = 2تكافئ     − 2x x mx m+ =  كافئت  −

( ) ( )1 2x x m x+ = 2xو بما أن    −    2نقسم طرفي المعادلة الأخيرة علىx  لنتحصل على المعادلة : −

      ( )1

2

x x
m

x

+
=

−
)تكافئ      )f x m=   , 

)حلول المعادلة  )f x m=  بيانيا تمثل فواصل نقط تقاطع المنحنى( )f
C  مع المستقيم الأفقي الموازي

yلحامل محور الفواصل الذي  m=  نوع المناقشة أفقية (معادلة له ( . 

0mإذا كان   )فإن المنحنى   = )f
C   0يتقاطع مع المستقيم الذيy   ) محور الفواصل (معادلة له  =

)؛ إذن المعادلة  −1و   0في نقطتين مختلفتين فاصلتاهما           )f x m=   1و   0تقبل حلين متمايزين−  . 

0إذا كان   5 2 6m  0,5أي  − 2 6m   −
 

)فإن المنحنى    )f
C قاطع مع المستقيم الأفقي  يت

yالذي  m=  معادلة له في نقطتين مختلفتين ؛ إذن المعادلة( )f x m=  . تقبل حلين متمايزين 

5إذا كان   2 6m = )فإن المنحنى   − )f
C   5يتقاطع مع المستقيم الأفقي الذي 2 6y =  معادلة له في  −



نقطة وحيدة ذات الفاصلة       
1

2 6x = )و بالتالي المعادلة   − )f x m=  تقبل حلا وحيدا هو
1

2 6x = − . 

5إذا كان   2 6 5 2 6m−   5أي  + 2 6 ,5 2 6m   − +
 

فإنه لا توجد نقاط تقاطع بين   

)المنحنى   )f
C  و المستقيم الأفقي الذيy m=  معادلة له و بالتالي المعادلة( )f x m=  . لا تقبل حلولا 

5إذا كان   2 6m = )فإن المنحنى   + )f
C   5يتقاطع مع المستقيم الأفقي الذي 2 6y =  معادلة له في  +

نقطة وحيدة ذات الفاصلة       
2

2 6x = )و بالتالي المعادلة   + )f x m= تقبل حلا وحيدا هو 
2

2 6x = +  

5إذا كان   2 6m  5أي  + 2 6 ,m   + +
 

)فإن المنحنى    )f
C  يتقاطع مع المستقيم الأفقي الذي

y m=  معادلة له في نقطتين مختلفتين و بالتالي المعادلة( )f x m=  . تقبل حلين متمايزين 

0mإذا كان     أي ,0m −   فإن المنحنى( )f
C  يتقاطع مع المستقيم الأفقي الذيy m=  في

)نقطتين مختلفتين و بالتالي المعادلة  )f x m= . تقبل حلين متمايزين 

 : mإستنتاج عدد حلول المعادلة حسب قيم الوسيط الحقيقي   -4

                 ( ) ( )cos 2 2 1 cos 4 1 0m m + − + + =    ، 0,2  

نعلم أنه من أجل كل عدد  0,2    :( )2 1
cos 1 cos2

2
 =   ؛ إذن المعادلة أعلاه تكافئ : +

22cos 1 2cos 2 cos 4 1 0m m  − + − + + 2cosتكافئ    = cos cos 2 0m m  + − + = 

تكافئ     cos cos 1 cos 2m  + = cosحيث  − 2 0 −   من أجل كل عدد 0,2   لأن

1 cos 1−    من أجل كل عدد حقيقي 0,2   ؛ إذن بقسمة طرفي المعادلة الأخيرة على

cos 2 نتحصل على المعادلة :    −
( )cos cos 1

cos 2
m

 



+
=

−
)تكافئ      )cosf m =  ،

 0,2  . 

cosنضع  y =  (1 1y−    ؛ إذن المعادلة )( )cosf m )تصبح من الشكل :   = )f y m= . 

 لسؤال السابق :نستعمل الآن نتائج المناقشة البيانية في ا



0mإذا كان   )فإن  = )f y m=  0تقبل الحلينy 1yو     = = −  ... 

cosالمعادلة  0 تقبل بالضبط حلين في المجال  = 0,2  هما
1 2

 و     =
2

3
2

 = 

cosالمعادلة  1 = تقبل بالضبط حلا وحيدا في المجال  − 0,2  هو
3
 = 

0mإذا كان و بالتالي  )المعادلة  = )cosf m حلول هي  3تقبل  = 3, ,
2 2

   

0إذا كان   5 2 6m  0,5أي  − 2 6m   −
 

)فإن المعادلة   )f y m=  تقبل حلين

نرمز لهما بـ  0و  −1متمايزين كل منهما محصور بين 
1

y  و
2

y  ... 

كل من المعادلتين 
1

cos y و    =
2

cos y مايزين في المجال تقبل حلين مت = 0,2  ؛ إذن

)المعادلة  )cosf m )تقبل  = حلول متمايزة في المجال  4( 0,2 . 

5إذا كان   2 6m = )فإن المعادلة  − )f y m=  تقبل حلا وحيدا و هو
0

2 6y = محصور  −

 ... 0و  −1بين 

المعادلة 
0

cos y تقبل حلين متمايزين في المجال  = 0,2  ؛ إذن المعادلة( )cosf m تقبل  =

حلين متمايزين في المجال  0,2 . 

5إذا كان   2 6 5 2 6m−   5أي  + 2 6 ,5 2 6m   − +
 

)فإن المعادلة   )f y m= 

)لا تقبل حلولا و بالتالي المعادلة  )cosf m حلولا في المجال  لا تقبل = 0,2 . 

5إذا كان   2 6m = )فإن المعادلة  + )f y m=  تقبل حلا وحيدا و هو
1

2 6y = لا ينتمي  +

إلى المجال  1,1− ... 

المعادلة 
1

cos y )لا تقبل حلولا ؛ إذن المعادلة  = )cosf m لا تقبل حلولا في المجال  = 0,2 . 

5إذا كان   2 6m  5أي  + 2 6 ,m   + +
 

)فإن المعادلة   )f y m=  تقبل حلين

ين متمايز
1

y  ،
2

y  و بالتالي لا ينتميان إلى المجال  2كل منهما أكبر تماما من 1,1− ... 

ن االمعادلت
1

cos y و  =
2

cos y )إذن المعادلة ؛  حلولا نلا تقبلا = )cosf m لا تقبل حلولا في  =

المجال  0,2 . 



2إذا كان   0m−    أي 2,0m )فإن المعادلة  − )f y m=  تقبل حلين متمايزين أحدهما

نرمز لهما على الترتيب بـ  −1و الآخر أصغر تماما من  1و  0محصور بين 
1

y   و
2

y ... 

المعادلة 
1

cos y تقبل حلين متمايزين في المجال  = 0,2  أما المعادلة
2

cos y لا تقبل حلولا  =

لأن  2
1,1y  )؛ إذن المعادلة  − )cosf m تقبل حلين متمايزين في المجال  = 0,2 . 

2mإذا كان   = ): المعادلة  − )f y m=  تقبل حلين متمايزين أحدهما
1

1y و الآخر  =
2

y  لا

ينتمي إلى المجال  1,1− ... 

المعادلة 
1

cos y في المجال  تقبل حلا وحيدا = 0,2  0و هو أما المعادلة  =
2

cos y لا  =

تقبل حلولا لأن  2
1,1y  )؛ إذن المعادلة  − )cosf m تقبل حلا وحيدا في المجال  = 0,2  هو

0 = . 

2mإذا كان    أي  − , 2m − ): المعادلة  − )f y m=  أحدهما  مايزينتمتقبل حلين

1
1y   و الآخر

2
1y  − ... 

ن االمعادلت
1

cos y و  =
2

cos y )حلولا ؛ إذن المعادلة  نلا تقبلا = )cosf m لا تقبل حلولا في  =

المجال  0,2 . 

)التمثيل البياني  )f
C  غير متناسب مع أبعاد الصفحة ، لذا حتى يظهر كاملا نقوم بعرض جزئه

 ي بشكل منفصل عن بعضهما البعض .علوي و جزئه السفلال

 



 

 

 

 

 

                    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 إنتهى  حل التمرين ...                           

        -  Mathematics for all-الرياضيات في الثانوية 



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

 : عدديةدراسة دالة 

 : الجزء الأول

f  ـ :    ب الدالة المعرفة على( )
( )

3

2

3 1

3 1

x
f x

x

−
=

+
)ن و ليك  )f

C  المنسوب لبياني في المستوي اتمثيلها

)إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ); ,O i j . 

 .   +و عند  −عند  fالدالة  ةنهاي حدد( 1

 يراتها .ثم شكل جدول تغ fدرس إتجاه تغير الدالة ( أ2

  . 1ذات الفاصلة للنقطة بالنسبة ؟ و كذلك  −1للنقطة ذات الفاصلة ماذا تستنتج بالنسبة ( 3

)المماس دلة ( أكتب معا4 )T  للمنحني( )f
C  0عند النقطة ذات الفاصلة . 

) :  xي حيث من أجل كل عدد حقيق و    ،( أوجد الأعداد الحقيقية 5 )
23 1

x
f x x

x


 = + +

+
 

)( بين أن :  6 ) ( )lim 3 0
x

f x x
→−

− − =    و( ) ( )lim 3 0
x

f x x
→+

− − =   . ثم فسر النتائج هندسيا 

)وضعية المنحني  ( أدرس7 )f
C  لمستقيم ابالنسبة إلى( )  3الذيy x=  معادلة له . −

)( أرسم 8 )T  ،( )  و أنشئ( )f
C . 

 : الجزء الثاني

)بـ :    على المعرفة  gالدالة نعتبر  )
( )

3

2

3 sin 1

3sin 1

x
g x

x

−
=

+
)ن ليكو   )g

C  لبياني في المستوي اتمثيلها

)المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ); ,O i j .  

 . 2دورية و دورها هو  gأثبت أن الدالة ( 1

)فإن :   x( بين أنه من أجل كل عدد حقيقي 2 ) ( )cos sing x x f x =  

المجال على  gير الدالة غ( أدرس إتجاه ت3 , − كل جدول تغيراتها .ثم ش 

)( إشرح كيف يمكن إنشاء 4 )g
C . ثم أنشئه 

  -وية ات في الثانرياضيال - :   صفحة



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

 : دالة عددية حل مقترح لتمرين دراسة

 : الجزء الأول

f  بـ :     الدالة المعرفة على( )
( )

3

2

3 1

3 1

x
f x

x

−
=

+
)و ليكن   )f

C  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب

)إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ); ,O i j . 

 : +و عند  −عند  fحديد نهاية الدالة ت( 1

f  هي دالة ناطقة و نعلم أن نهاية دالة ناطقة عند  تساوي إلى نهاية حدها الأعلى درجة في البسط على

 حدها الأعلى درجة في المقام :

                  

( )
( )

( )
( )

3
3

2 2

3
3

2 2

3 1 3
lim lim lim lim

3 1 3

3 1 3
lim lim lim lim

3 1 3

x x x x

x x x x

x x
f x x

x x

x x
f x x

x x

→ − → − → − → −

→ + → + → + → +

 −
= = = = −

 +


−
= = = = + +

 

 ثم تشكيل جدول تغيراتها : fإتجاه تغير الدالة ( دراسة 2

)33هي نسبة دالتين  fالدالة  1)x x 23و  − 1x x بحيث من أجل كل عدد  تقبلان الإشتقاق على  +

23فإن  xحقيقي  1 0x +   و منهf  و لدينا : تقبل الإشتقاق على 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

2 3 2 32 2

2 2
2 2

3 3 1 3 1 3 1 6 9 1 3 1 18 1

3 1 3 1

x x x x x x x x
f x

x x

 − + − − − + − −
 = =

+ +
 أي 

( )
( ) ( ) ( )

( )

2 2

2
2

9 1 3 1 2 1

3 1

x x x x
f x

x

 − + − −  =
+

)أي   )
( ) ( )

( )

2 2

2
2

9 1 2 1

3 1

x x x
f x

x

− + +
 =

+
و منه   

( )
( ) ( )

( )

2 2

2
2

9 1 1

3 1

x x
f x

x

− +
 =

+
 . 

)فإن  xنلاحظ أنه من أجل كل عدد حقيقي  ) 0f x   حيث( ) 0f x إذا و فقط إذا كان  =

( ) ( )
2 2

9 1 1 0x x− + 1xأي إذا و فقط إذا كان  = = 1xأو  − متزايدة تماما على  fو بالتالي الدالة  =

 . 

 : fجدول تغيرات الدالة 



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

 

fنلاحظ أن الدالة المشتقة الأولى  : الإستنتاج( 3   1تنعدم عند النقطة ذات الفاصلةx = و لا تغير من  −

1xإشارتها و كذلك تنعدم عند النقطة ذات الفاصلة  = و لا تغير من إشارتها و بالتالي فإن كل من النقطة  +

1xذات الفاصلة  = 1xو النقطة ذات الفاصلة  − =  . fلمنحني الدالة  نقطة انعطافهي  +

)( كتابة معادلة المماس 4 )T  للمنحني( )f
C  0عند النقطة ذات الفاصلة : 

( ) ( )( ) ( ): 0 0 0T y f x f= − )حيث  + )
( ) ( )

( )( )

2 2

2
2

9 0 1 0 1
0 9

3 0 1
f

− +
 = =

+
)و   )0 3f = و منه  −

( ) : 9 3T y x= −   

):   xحيث من أجل كل عدد حقيقي  و    ،( إيجاد الأعداد الحقيقية 5 )
23 1

x
f x x

x


 = + +

+
 

)بتوحيد المقامات نجد :    )
( )( ) ( )2 3 2

2 2

3 1 3 3

3 1 3 1

x x x x x x
f x

x x

       + + + + + + +
= =

+ +
 

)و بالمطابقة مع العبارة :   )
( )

3
3 2

2 2

3 1 3 9 9 3

3 1 3 1

x x x x
f x

x x

− − + −
= =

+ +
ينتج :   

3 3

3 9

9

3





 



=


= −


+ =
 = −

 يكافئ 

1

3

1 9

3









=


= −

+ =

 = −

يكافئ   

1

3

8







=


= −
 =

)فإن :    x، إذن من أجل كل عدد حقيقي   )
2

8
3

3 1

x
f x x

x
= − +

+
  

)( نبين أن :  6 ) ( )lim 3 0
x

f x x
→−

− − =    و( ) ( )lim 3 0
x

f x x
→+

− − =   : 
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من السؤال السابق نجد :    

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

8 8 8
lim 3 lim lim lim 0

3 1 3 3

8 8 8
lim 3 lim lim lim 0

3 1 3 3

x x x x

x x x x

x x
f x x

x x x

x x
f x x

x x x

→ − → − → − → −

→ + → + → + → +

  
− − = = = =      +  


  − − = = = =     + 

 

)المستقيم  : التفسير الهندسي ) البياني ( )  3الذيy x= )معادلة له مقارب مائل للمنحني  − )f
C  بجوار

−  و بجوار+ . 

)( دراسة وضعية المنحني 7 )f
C  بالنسبة إلى المستقيم( )  3الذيy x=  معادلة له : −

)ندرس إشارة الفرق  )f x y−  أي إشارة المقدار
2

8

3 1

x

x +
 : xحسب قيم  

23فإن  xنلاحظ أنه من أجل كل عدد حقيقي  1 0x +   و بالتالي إشارة الفرق من إشارةx : 

0xإذا كان   )فإن  = )
2

8
0

3 1

x
f x y

x
− = =

+
)و منه فالمنحني   )f

C  يتقاطع مع المستقيم( )  في

 . 0النقطة ذات الفاصلة 

0xإذا كان     فإن( )
2

8
0

3 1

x
f x y

x
− = 

+
)و منه فالمنحني   )f

C  يقع فوق المستقيم( )  على

المجال  0,+ . 

0xإذا كان     فإن( )
2

8
0

3 1

x
f x y

x
− = 

+
)و منه فالمنحني   )f

C  المستقيم  تحتيقع( )  على

المجال  ,0− . 

 نلخص النتائج في جدول . و من المستحسن أن

 : الجزء الثاني

)بـ :    المعرفة على  gنعتبر الدالة  )
( )

3

2

3 sin 1

3sin 1

x
g x

x

−
=

+
)و ليكن   )g

C  تمثيلها البياني في المستوي

)المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  ); ,O i j  . 

 : 2دورية و دورها هو  g( إأثبات أن الدالة 1

)فإن :   xكل عدد حقيقي من أجل  )
( )( )
( )

( )
( )

3 3

2 2

3 sin 2 1 3 sin 1
2

3sin 2 1 3sin 1

x x
g x g x

x x






+ − −
+ = = =

+ + +
  

):  xفيكون من أجل كل  2دورية و دورها هو  sinلأن الدالة  )sin 2 sinx x+  و كذلك =



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ

( ) ( ) ( )2 2sin 2 sin 2 sin 2 sin sin sinx x x x x x  + = +  + =  = . 

)فإن :   x( نبين أنه من أجل كل عدد حقيقي 2 ) ( )cos sing x x f x =  

)فإن :   xمن أجل كل عدد حقيقي  ) ( )sing x f x=  أي أن الدالةg  هي مركب الدالةsinx x  متبوعة

بل الإشتقاق تق gو بالتالي الدالة  تقبلان الإشتقاق على  fو  sinحيث أن كل من الدالتين  fبالدالة 

 : xو حسب مبرهنة الإشتقاق لدالة مركبة فإنه من أجل كل عدد حقيقي  على 

   ( ) ( )cos sing x x f x =     تذكير :    ( ) ( ) ( ) ( )v u x v u x u x  =      

على المجال  g( دراسة إتجاه تغير الدالة 3 , − : ثم تشكيل جدول تغيراتها 

)بوضع  ) 0g x )نجد :   = )cos sin 0x f x cosيكافئ   = 0x )أو  = )sin 0f x = 

cos 0x يكافئ  =
2

x


أو  =
2

x


= على المجال  − , − . 

( )sin 0f x fو حسب جدول إشارة  =   فإنsin 1x = أي  −
2

x


sinأو  = 1x أي  =
2

x


= − 

)و منه نستنتج أن  ) 0g x إذا و فقط إذا كان  =
2

x


= أو  −
2

x


= 

,إذا كان   ,
2 2

x
 

 
   

 − −    
   

cosفإن   x    1و sin 1x−    و نعلم أنf   موجبة على

المجال  1,1−  و منه( )sin 0f x   و بالتالي( ) 0g x   إذن الدالة ،g  متناقصة تماما على

,المجال 
2




 
− − 
 

,و كذلك على المجال  
2




 
 
 

    . 

,إذا كان  
2 2

x
  

 − 
 

cosفإن   x    1و sin 1x−    و نعلم أنf   موجبة على المجال

 1,1−  و منه( )sin 0f x   و بالتالي( ) 0g x   إذن الدالة ،g تماما على المجال  زايدةمت

,
2 2

  
− 
 

 . 

على المجال  gجدول تغيرات الدالة  , − : 
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)( شرح كيف يمكن إنشاء 4 )g
C : 

)ننشئ المنحني  gإنطلاقا من جدول تغيرات الدالة  )g
C  على المجال , −  علما أن الدالةg  تقبل قيمة

من أجل  −6هي حدية صغرى 
2

x


= من أجل  0هي و تقبل قيمة حدية عظمى  −
2

x


= .  

)فإنه يمكن إكمال إنشاء المنحني  2دورية و دورها  gو علما أن الدالة  )g
C  إنطلاقا من إجراء  على

2kإنسحابات متتالية أشعتها  i  حيثk . 

 

 ليست ثابتة على بعض المجالات في التمثيل البياني أعلاه ، إنما يبدو ذلك فقط بالعين  gالدالة  : ملاحظة

 المجردة لتقارب الصور بعضها من بعض في تلك المجالات .



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ
   : المعلم إلى المنسوب المستوي في f للدالة البياني التمثيل

 

 

 

 إنتهى  حل التمرين ...                                                             

 

 

 

 

 -الرياضيات في الثانوية  -:    صفحة
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