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ية الـال ية الديـجمهور  مقراطية الشعبيةـجزائر
ية الحسن ابن ال  ثانوي  3مستوى : ـال                                                ةـزلـنـم الـهيثـثانو

ياضيات ، تشعبة :                                                     فتاح  ـفة عبد الـالأستاذ: بوق  ي ـقنـر
 الـملـخص الشامل في الأعـداد والـحساب  

ياضيات لـال برة تـر  هاـفي مـمتازا صبحـتـة لـة السنـدايـي جسمك في بـن فـقـحـيست إ
ياضيات ـال  اليومية ةـقـمرافـتركيز + الـها + الـحب =ر

  
  
 
 

 

 : أمثـلـة
48لأن  48يقسـم  4   ✍  = 12 ×  . 48|12و أيضا  48|4، ونـكتب  4
2025لأن  2025يقسـم  5−   ✍  = (−405) ×  . 2025|405−و أيضا  2025|5−، ونـكتب  (5−)

  : خواص
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  :فـي كـل حالـة من الـحالات التالية  𝑛عدد طبيعي غير معدوم ، عين قـيم  𝑛 : تـمرين تطبيقي
3𝑛)يقسم  6 ❶ − 6) .                       ❷  (3𝑛 +  . 8دد ـلعـم لـقاس (5
❸ (2𝑛 + 𝑛)مضاعف لـ  (27 + 1)     ❹ 10𝑛−4

3𝑛+1
∈ ℕ . 

❺   3𝑛2+6𝑛+4

𝑛+4
∈ ℕ . 

 ℤي ـالـقسـمة ف

يف   يعني وجود عدد  𝑏يقسـم العدد  𝑎القول أن العدد  غير معدوم. 𝑎عددان صـحيحان و  𝑏و  𝑎 لـيكـن  :تعر
𝒃  : حيث 𝑘صـحيح          = 𝒌𝒂  . نقول كـذلك𝑎  قاسـم للعدد𝑏 ول ـقــأو ن𝑏 ضاعف للعدد ـم𝑎 . 

              
 

❶ 𝑎  و𝑏  و𝑐  ثـلاثـة أعـداد صـحيحة غير معـدومة. إذا كان𝑎  يقسم𝑏  و𝑏  يقسم𝑐  فإن𝑎  يقسم𝑐 . 
 . 18يقسـم  3، إذن   81يقسم  6و  6يقسـم  3  ✍     
❷ 𝑎  و𝑏  عددان صـحيحان و𝑎  .إذا كان  غير معدوم𝑎  يقسم𝑏  فإنه من أجل كل عدد صـحيح𝑚  ،𝑎  يقسم𝑚𝑏 . 
6يقسم  2و عليه  6يقسم  2 ✍      × 9يقسم  3وعليه  9يقسم  3 ✍،  5 × (−4) . 
❸ 𝑎  و𝑏  عددان صـحيحان و𝑎 .غير معدوم 
 . 𝑚𝑏يقسم  𝑚  ،𝑚𝑎 غير معدوم فإنه من أجل كل عدد صـحيح 𝑏يقسم  𝑎إذا كان      

4 و عليه 8 يقسم 4 ✍      × 8يقسم  5 × 5 . 
❹ 𝑎  و𝑏  و𝑐  و ثلاثة أعداد صـحيحة𝑎 غير معدوم . 
𝑚𝑏 يقسم 𝑛  ،𝑎و  𝑚فإنه من أجل كـل عددين صـحيحين  𝑐و  𝑏العددين  يقسم 𝑎إذا كان       + 𝑛𝑐 . 
14يقسم  7ومنه  21و  14يقسم  7 ✍      × 3 + 21 × 8 . 
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 : حل الـتـمرين الـتـطبيقـي
3𝑛م ـقسـي 6 ❶ − 3𝑛 :حيث  𝑘د عـدد طبيعي ـوجـي معناه 6 − 6 = 6𝑘  ومنه ،: 𝑛 = 2𝑘 + 2 . 
❷  3𝑛 + 3𝑛معناه  8دد ـعـلـم لـقاس 5 + 5 ∈ {1; 2; 4; 3𝑛، ومنه  {8 ∈ {−4; −3; −1; 3} . 
𝑛  : عدد طبيعي نستنتج أن 𝑛مع مـراعاة أن  3قسمة على ـبال     = 1 . 
❸ 2𝑛 + 𝑛مضاعف لـ  27 +       : ومنه 1

{
𝑛 + 1|2𝑛 + 27

𝑛 + 1|𝑛 + 1
}  : يـبالتال ، و 

𝑛 + 1|2𝑛 + 27
𝑛 + 1|−2(𝑛 + 1)

𝑛 : ، أي  + 1|2𝑛 + 27 − 2(𝑛 + 1) . 
𝑛 : أي أن       + 𝑛  ، ومنه 25|1 + 1 ∈ {1; 5; 𝑛، ومنه  {25 ∈ {4; 24} . 
❹  10𝑛−4

3𝑛+1
∈ ℕ 3  معناه𝑛 + 1|10𝑛 − } : ، وبالتالي 4

3𝑛 + 1|10𝑛 − 4
3𝑛 + 1|3𝑛 + 1

  :، ومنه  

  {
3𝑛 + 1|−3(10𝑛 − 4)

3𝑛 + 1|10(3𝑛 + 1)
3𝑛، ومنه   + 1|10(3𝑛 + 1) − 3(10𝑛 − 3𝑛، ومنه  (4 + 1|22 ، 

3𝑛ومنه  + 1 ∈ {1; 2; 11; 𝑛، ومنه  {22 = 7 . 
❺   3𝑛2+6𝑛+4

𝑛+4
∈ ℕ    معناه𝑛 + 4|3𝑛2 + 6𝑛 + 4  .    

3𝑛2  :بـملاحظة أن  + 6𝑛 + 4 = (3𝑛 − 6)(𝑛 + 4) + 28 . 

}  : ناـلـدي
𝑛 + 4|3𝑛2 + 6𝑛 + 4

𝑛 + 4|𝑛 + 4
}، ومنه  

𝑛 + 4|3𝑛2 + 6𝑛 + 4

𝑛 + 4|(𝑛 + 4)(3𝑛 − 6)
  :، ومنه  

 𝑛 + 4|3𝑛2 + 6𝑛 + 4 − (𝑛 + 4)(3𝑛 − 𝑛، ومنه (6 + 4|28 
𝑛)  : ومنه + 4) ∈ {1; 2; 4; 7; 14; 𝑛، ومنه  {28 ∈ {3; 10; 24} .  

 : ملاحظات
–و  𝑎العددين  ℤفـي  ✍ 𝑎 هي  0واسـم العدد ـمـجموعة ق ✍. م ـلـهـما نـفس القواسℕ

∗ . 
  : تطبيقي تـمرين

𝑎  و𝑏  و𝑛 ر معدومة حيث ـيـداد طبيعية غـأع𝑎 = 7𝑛 − 𝑏و  4 = 9𝑛 + 3 . 
 . 56يقسـم  𝑏و  𝑎بين أن كـل قاسـم مشترك للعددين 

 : حل الـتـمرين الـتـطبيقـي
  :نا ـ، لـدي 𝑏و  𝑎ن ـعدديـلـمشترك لقاسـما  هو 𝑑 لـيكن

{
𝑑|7𝑛 − 4
𝑑|9𝑛 + 3

}، ومنه  
𝑑|(7𝑛 − 4)(−9)

𝑑|(9𝑛 + 3)(7)
𝑑|(7𝑛، ومنه   − 4)(−9) + 7(9𝑛 +  . 𝑑|56، أي  (3

  . نـن صـحيحيـدديـع 𝑏و  𝑎لـيكـن    : تـمرين تطبيقي
𝑎2يـقـسـم  2ه إذا كان ـن أنـرهـب                      + 𝑏2  يـقـسـم 2 فإن (𝑎 + 𝑏)2 . 

𝑎) : نـعلـم أن  : حل الـتـمرين الـتـطبيقـي + 𝑏)2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏   
𝑎2|2نا من جهة  ـلـدي + 𝑏2 … … 2𝑎𝑏|2ومن جهة أخـرى  ،     (1) … . (2)  . 

𝑎2|2نـجد  (2)مع  (1)بـجـمع   + 𝑏2 + 2𝑎𝑏  2، أي أن|(𝑎 + 𝑏)2 . 
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,𝑞)ية ـنائـثـتسمى عـملية البحث عن ال 𝑟) دد ـعـلـيدية لـلـقسمة الإقـبال𝑎  على𝑏  يسمى .𝑞  و𝑟  بـهذا الترتيب حاصل
  . 𝑏على العدد   𝑎وباقـي القسمة الإقليدية للعدد 

 . 8هو  10باقـي قسمته على  عدد صـحيح 𝑎  : مثال
 . 2وعلى   5ه على ـي قسمتـباق نـيـنعـل  ✍       

𝑎نا ـديـل = 10k + 𝑘مع  8 ∈ ℤ  ومنه ،𝑎 = 5(2𝑘 + 1) +  . 3هي  5على  𝑎، ومنه باقي قسمة  3
𝑎نا ـديـل = 10k + 𝑘مع  8 ∈ ℤ  ومنه ،𝑎 = 2(5𝑘 +  . 0هي  2على  𝑎، ومنه باقي قسمة  (4
 : 𝐏𝐆𝐂𝐃ن ـيـن طبيعـدديـم الـمشترك الأكبر لعقاســـال
 
 
 

 :ملاحظات 
 

 

 : تـمرين تطبيقي
𝑛  و𝑎  عددان صـحيحان حيث𝑎  يقسـم𝑛 − 𝑛2و  1 + 𝑛 + 3 . 

𝑛2م ـقسـي 𝑎بين أن   ➀ − 2𝑛 + 3𝑛م ـقسـي 𝑎استنتج أن  ➁،   . 1 + 2 . 
 . 𝑎دد ـعـلـم الصـحيحة الـممكنة لـقيـماهي ال ➃،             .  5م ـقسـي 𝑎بين إذن أن  ➂

   : حل الـتـمرين الـتـطبيقـي
𝑛2م ـقسـي 𝑎أن  نـيـيـتب  ➀ − 2𝑛 + 𝑛)نعلـم أن  : 1 − 1)2 = 𝑛2 − 2𝑛 + 1  

}لـدينا  
𝑎|𝑛 − 1

𝑛 − 1|(𝑛 − 𝑎|(𝑛تعدي نـجد ـومنه بال 2(1 − 𝑎|𝑛2، ومنه  2(1 − 2𝑛 + 1 .   

3𝑛م ـقسـي 𝑎ج أن ااستنت ➁ + 2 . 

}لـدينا  
𝑎|𝑛2 + 𝑛 + 3

𝑎|𝑛2 − 2𝑛 + 1
}، ومنه   

𝑎|(𝑛2 + 𝑛 + 3)(1)

𝑎|(𝑛2 − 2𝑛 + 1)(−1)
𝑎|𝑛2، ومنه   + 𝑛 + 3 − 𝑛2 + 2𝑛 − 1 

𝑎|3𝑛ومنه  +  .، و هو الـمطلوب   2
}لـدينا   : 5م ـقسـي 𝑎إذن أن  نـيـيـتب ➂

𝑎|𝑛 − 1
𝑎|3𝑛 + 2

}، ومنه   
𝑎|(𝑛 − 1)(−3)

𝑎|(3𝑛 + 2)(1)
 . 

,𝑞)عـدد طبيعي غير معدوم.  توجد ثنائية وحيدة  𝑏عدد صـحيح و  𝑎لـيكـن   : مبرهـنـة 𝑟)  من الأعداد
𝑎 :الصـحيحة حيث  = 𝑏𝑞 + 𝑟  0و ≤ 𝑟 < 𝑏  . 

 

 ℤلـيـديـة في ـقسـمة الإقـال

✍ 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎, 𝑎) = 𝑎   ،✍ 𝑃𝐺𝐶𝐷(1, 𝑎) = 1   ،✍ 𝑃𝐺𝐶𝐷(0, 𝑎) = 𝑎  و𝑎 غير معدوم . 
 

𝑎  و𝑏 ر معدومان ، ـيـددان طبيعيان غـع𝐷𝑎  و𝐷𝑏  مـجموعتا قـواسـم𝑎  و𝑏 ب .يـرتـتـعلى ال 
 𝐷𝑎 ∩ 𝐷𝑏  هي مـجموعة  القواسم الـمشتركـة للعددين𝑎  و𝑏 . 

𝐷𝑎يسمـى أكبر عنصر من الـمجموعة  ∩ 𝐷𝑏  بالقاسـم الـمشترك الأكبر للعددين𝑎  و𝑏  ونرمـز لـه بـ𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎, 𝑏) 
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𝑎|−3𝑛ومنه  + 3 + 3𝑛 +  . 𝑎|5، منه  2
  :أي أن  5دد ـعـلـة لـيحـصـحـم الـواسـقـهي ال :  𝑎دد ـعـلـة لـنـة الـممكـصـحيحـم الـقيـال  ➃

𝑎 ∈ {−5; −1; 1; 5} 
  : خواص

 
 
 
 
        
 
 
 

 

 : تـمرين تطبيقي
,𝑎)عين كـل الثنائيات  𝑏)  من الأعداد الطبيعية غير الـمعدومة حيث{

𝑎 + 𝑏 = 66
𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎, 𝑏) = 6

 . 
   : الـتـطبيقـيحل الـتـمرين 

𝒅  : لـدينا = }، ومنه  𝟔
𝑎 = 6𝑎′
𝑏 = 6𝑏′

𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎′, 𝑏′) = 1
′6𝑎، ومنه   + 6𝑏′ = ′𝑎، ومنه  66 + 𝑏′ = 11  

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 𝑎′ 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 𝑏′ 

60 54 48 42 36 30 24 18 12 6 𝑎 
6 12 18 24 30 36 42 48 54 60 𝑏 

,𝑎)ومنه الثنائيات  𝑏)  هي:  
(𝑎, 𝑏) = {(6,60), (12,54), (18,48), (24,42), (30,36), (36,30), (42,24), (48,18), (54,12), (60,6)} 

 : تـمرين تطبيقي
,𝑎)عين كـل الثنائيات  𝑏) من الأعداد الطبيعية غير الـمعدومة حيث : {

𝑎 × 𝑏 = 900
𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎, 𝑏) = 5

 
   : حل الـتـمرين الـتـطبيقـي

𝑑لـدينا  = }، ومنه  6
𝑎 = 5𝑎′
𝑏 = 5𝑏′

𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎′, 𝑏′) = 1
′5𝑎، ومنه   × 5𝑏′ = ′𝑎 ومنه ، 900 × 𝑏′ = 36  

36 18 12 9 6 4 3 2 1 𝑎′ 
1 2 3 4 6 9 12 18 36 𝑏′ 

180   45  20   5 𝑎 
5   20  45   180 𝑏 

❶ 𝑎  و𝑏  عددان طبيعيان غير معدومان حيث𝑎 ≥ 𝑏  ،𝑟  باقـي قسمة𝑎  على𝑏 . 
     ✍  𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎, 𝑏) = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑏, 𝑟) 
 هو آخـر باقـي غير معدوم فـي سلسلـة الـقسمات 𝑏و  𝑎الـقاسم الـمشترك الأكبر لـعـددين طبيعين غير معدومين  ❷

 الـمتتابـعـة لـخوارزمية إقليدس.         
❸ 𝑎  و𝑏  عددان طبيعيان غير معدومان ،𝑘  عدد طبيعي غير معدوم ، لـديـنا:    
    ✍  𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑘𝑎, 𝑘𝑏) = 𝑘𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎, 𝑏) . 

,𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎إذا كان   ❹ 𝑏) = 𝑑  فإن ،𝑑|𝑎  و𝑑|𝑏  أيضا: {
𝑎 = 𝑑𝑎′
𝑏 = 𝑑𝑏′

𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎′, 𝑏′) = 1
 . 
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,𝑎)ومنه الثنائيات  𝑏)  هي:  
(𝑎, 𝑏) = {(5,180), (20,45), (45,20), (180,5)} 

 
 
 
 
 

 

   :أمثـلــة  
83 ≡ 43[5]  ،   58 ≡ 25[11]    ،    −59 ≡ −3[8]    ،    −91 ≡ 9[10] 

𝑥  ،𝑥من أجل كـل عـدد صـحيح    :ملاحظة   ≡ 0[1] . 
 
 
 

28  :  مثال ≡ 28لأن  [5]13 − 13 =  . 5مضاعف لـ  15و  15
   : خواص

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝑎 ددان صـحيحان حيث ـع 𝑏و  𝑎 :تـمرين   ≡ 𝑏و  [7]2 ≡ 6[7] . 
3𝑎دد ـعـلـة لـديـيـلـة الإقـقسمـي الـعين باق ❶ + 𝑏  7على . 
𝑎2دد ـعـلـة لـديـيـلـة الإقـقسمـي الـعين باق ❷ + 3𝑏2  7على . 
𝑏أ / تـحقق أن  ❸ ≡ −1[7] . 

يف   عدد طبيعي غير معدوم.  𝑛  :تعر
 ي القسـمة ـي فـفس الباقـلـهـما ن 𝑏و  𝑎يعني أن  𝑛متوافـقان بترديـد  𝑏و  𝑎القول أن عددين صـحيحين             
𝑎، ونـرمـز  𝑛على              ≡ 𝑏[𝑛]  ونقرأ𝑎  يوافـق𝑏  بترديـد𝑛 . 

 
 

 

  عددان صـحيحان.  𝑏و  𝑎،  عدد طبيعي غير معدوم 𝑛  : مبرهنة 
             𝑎  و𝑏  لـهما نفس الباقـي فـي الـقسـمة الإقـليدية على𝑛  إذا وفـقط إذا كان𝑎 − 𝑏  مضاعف لـ𝑛 . 

 
 
 

 ❶ 𝑛 1يـختلف عن  عدد طبيعي غير معدوم (𝑛 ≥  𝑛بترديد  𝑛يوافق باقي قسمته على  𝑎كـل عـدد صـحيح  . ( 2
❷ 𝑛 صـحيح من أجل كـل عدد  . عدد طبيعي غير معدوم𝑎  لـدينا𝑎 ≡ 𝑎[𝑛] . 
❸ 𝑛 عدد طبيعي غير معدوم . 𝑎  و𝑏  عددان صـحيحان ، إذا كان𝑎 ≡ 𝑏[𝑛]  فإن𝑏 ≡ 𝑎[𝑛] . 
❹ 𝑛 عدد طبيعي غير معدوم . 𝑎  ،𝑏  و𝑐  ، إذا كان أعـداد صـحيحة𝑎 ≡ 𝑏[𝑛]  و𝑏 ≡ 𝑐[𝑛]  فإن𝑎 ≡ 𝑐[𝑛]  
❺ 𝑛 عدد طبيعي غير معدوم . 𝑎  ،𝑏  و𝑐  ، إذا كان أعـداد صـحيحة𝑎 ≡ 𝑏[𝑛]  و𝑐 ≡ 𝑑[𝑛]  فإن𝑎 + 𝑐 ≡ 𝑏 + 𝑑[𝑛] 
❻ 𝑛 عدد طبيعي غير معدوم. 𝑎  ،𝑏  و𝑐  ، إذا كان أعـداد صـحيحة𝑎 ≡ 𝑏[𝑛]  و𝑐 ≡ 𝑑[𝑛]  فإن𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑑[𝑛] 
❼ 𝑛 عدد طبيعي غير معدوم . 𝑎  و𝑏  عددان صـحيحان ، من أجل كـل عدد صـحيح𝑘 ، 

𝑎إذا كان                      ≡ 𝑏[𝑛]  فإن𝑘𝑎 ≡ 𝑘𝑏[𝑛]  . 
❽ 𝑛 عدد طبيعي غير معدوم . 𝑎  و𝑏  عددان صـحيحان ،  من أجل كـل عدد صـحيح𝑘  إذا كان𝑘𝑎 ≡ 𝑘𝑏[𝑛] 
,𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑘و     𝑛) = 𝑎فإن  1 ≡ 𝑏[𝑛] .  

❾ 𝑛  و𝑝  عددان طبيعيين غير معدومين. إذا كان𝑎 ≡ 𝑏[𝑛]  فإن𝑎𝑝 ≡ 𝑏𝑝[𝑛]  
 

 ℤي ـفالـموافـقات 
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 . 7على  𝑏1446و  𝑏2025ليدية لـكـل من الـعددين ـقسمة الإقـي الـب / استنتج باق    
𝑎) :بـحيث   𝑛عين الأعداد الـطبيعية  ❹ + 𝑏)𝑛 + 𝑛 ≡ 0[7] . 

   :حل الـتـمرين 
3𝑎دد ـعـلـة لـليديـقسمة الإقـي الـن باقـيـيـعت ❶ + 𝑏  7على . 
𝑎لـدينا       ≡ 3𝑎ومنه  [7]2 ≡ 𝑏، ولـدينا  [7]6 ≡ 3𝑎، ومنه نستنتج أن  [7]6 + 𝑏 ≡ 12[7] . 
3𝑎أي أن       + 𝑏 ≡ 3𝑎دد ـعـلـة لـليديـقسمة الإقـي الـباق، ومنه  [7]5 + 𝑏  5هو  7على . 
𝑎2دد ـعـلـة لـديـيـلـقسمة الإقـالي ـباق نـيـيـعت ❷ + 3𝑏2  7على . 
𝑎لـدينا       ≡ 𝑎2ومنه  [7]2 ≡ 4[7] ( .......8).  
𝑏ولـدينا       ≡ 𝑏2، ومنه  [7]6 ≡ 𝑏2، ومنه  [7]36 ≡ 3𝑏2،    ومنه    [7]1 ≡ 3[7] ( ......2.) 
𝑎2( نـجد 2( مع )8بـجمع )      + 3𝑏2 ≡ 𝑎2، ومنه  [7]7 + 3𝑏2 ≡ 0[7] . 
𝑎2دد ـعـلـة لـديـليـالإققسمة ـي الـباقومنه       + 3𝑏2  أي أن العدد  0هو  7على𝑎2 + 3𝑏2 7دد ـعـلـمضاعف ل . 
𝑏ق أن ـقـتـحـالأ /  ❸ ≡ −1[7] . 
𝑏نا من جـهة  ـلـدي     ≡ 6، ومن جهة أخـرى   [7]6 ≡ 𝑏، ومنه بالتعدي  [7]1− ≡ −1[7] . 
 . 7على  𝑏1446و  𝑏2025ن ـدديـة لـكـل من الـعـديـج باقـي الـقسمة الإقـلياب / استنت    
𝑏لدينا      ≡ 𝑏2025، ومنه  [7]1− ≡ 𝑏2025، ومنه  [7]2025(1−) ≡ 𝒃𝟐𝟎𝟐𝟓، أي  [7]1− ≡ 𝟔[𝟕] . 
𝑏لدينا      ≡ 𝑏1446، ومنه  [7]1− ≡ 𝒃𝟏𝟒𝟒𝟔، ومنه  [7]1446(1−) ≡ 𝟏[𝟕] . 
𝑎) :بـحيث   𝑛ة ـيعيـبـداد الـطـالأع نـيـيـعت ❹ + 𝑏)𝑛 + 𝑛 ≡ 0[7] . 
𝑎نا ـلـدي    + 𝑏 ≡ 𝑎، ومنه  [7]8 + 𝑏 ≡ 𝑎)، ومنه  [7]1 + 𝑏)𝑛 ≡ يض نـجد  [7]1  :، ومنه بالتعو

 1 + 𝑛 ≡ 𝑛، ومنه [7]0 ≡ 𝑛، ومنه  [7]1− ≡ 𝑛، ومنه  [7]6 = 7𝑘 + 𝑘، حيث  6 ∈ ℕ . 
  :تـمرين  

 . 11على  45دد ـجد باقـي قسمة الع ❶
 . 375𝑘  ،375𝑘+1  ،375𝑘+2  ،375𝑘+3  ،375𝑘+4 :لـكـل من الأعـداد  11استنتج بواقـي القسمة على  ❷
𝑘مع      ∈ ℕ . 

   :حل الـتـمرين 
يـجاد ❶  . 11على  45باقـي قسمة العدد  إ
45لـدينا       = 1024، وكـما نـعلـم أن  1024 = 11 × 93 + 45، ومنه  1 ≡ 1[11] . 
 . 1هو  11على  45ومنه باقـي قسمة العدد     
 :لـكـل من الأعـداد  11ى ـقسمة علـواقـي الـج بااستنت ❷
37لـدينا     ≡ 375، ومنه  [11]4 ≡ 375، ومنه  [11]45 ≡ 375𝑘، ومنه  [11]1 ≡ 1[11] 
 . 1هو  11على  375𝑘ومنه باقـي قسمة العدد    
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} :نا ـلـدي ✍
375𝑘 ≡ 1[11]

37 ≡ 4[11]
375𝑘+1، ومنه   ≡  . 4هو  11على  375𝑘+1ومنه باقـي قسمة العدد ،    [11]4

} :نا ـلـدي ✍
375𝑘+1 ≡ 4[11]

37 ≡ 4[11]
375𝑘+2، ومنه   ≡ 375𝑘+2،  ومنه  [11]16 ≡ 5[11] . 

 . 5 هو 11على  375𝑘+2دد ـسمة العـومنه باقـي ق                                       
} :نا ـلـدي ✍

375𝑘+2 ≡ 5[11]

37 ≡ 4[11]
375𝑘+3، ومنه   ≡ 375𝑘+3،  ومنه  [11]20 ≡ 9[11] . 

 . 9هو  11على  375𝑘+3دد ـسمة العـومنه باقـي ق                                       
} :نا ـلـدي ✍

375𝑘+3 ≡ 9[11]

37 ≡ 4[11]
375𝑘+4، ومنه   ≡ 375𝑘+4،  ومنه  [11]36 ≡ 3[11] . 

  . 3 هو 11 على 375𝑘+4دد ـسمة العـومنه باقـي ق                                       
  :تـمرين  

 . 5على  3𝑛دد ـعـلة لــالإقـليديقسمة الـباقـي  𝑛دد الـطبيعي ـعـم الـقـيـن تبعا لـيـع ❶
 . 5على  31446الإقليدية لـلـعدد ي القسمة استنتج باقـ ❷

   :حل الـتـمرين 
 . 5على  3𝑛باقـي الـقسمة الإقـليدية لـلـعدد  𝑛دد الـطبيعي ـعـقـيم الـن تبعا لـيـيـعـت ❶
   𝑛 = 30، إذن      0 ≡ 1[5] 
   𝑛 = 31، إذن      1 ≡ 3[5]  
   𝑛 = 32، إذن      2 ≡ ية  5على  3𝑛، ومنه بواقـي الـقسمة الإقـليدية لـلـعدد      [5]4  تشـكـل متتالية دور
   𝑛 = 33، إذن      3 ≡ 𝑘حيث  4𝑘أي دور القسمة هو من الشـكـل  4دورها          [5]2 ∈ ℕ 
   𝑛 = 34، إذن      4 ≡ 1[5] 

𝑛 ∈ ℕ 4𝑘 + 3 4𝑘 + 2 4𝑘 + 1 4𝑘 𝑛 = 
[5] 2 4 3 1 3𝑛 ≡ 

 . 5على  31446دد ـة لـلـعـديـيـلـج باقـي القسمة الإقااستنت ❷
1446 :لـدينا      = 4 × 361 + 4𝑘هي من الشـكـل  ، 2 + 31446، ومنه من الـجدول نستنتج أن  2 ≡ 4[5] 
 . 4هو   5على  31446باقـي القسمة الإقليدية لـلـعدد ومنه    
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     : ملاحظات 
  . يسمـى رقـمابـرمـز وحيد  𝑥يـمثل كـل عدد طبيعي أصغر تـماما من  ❖
 <<واحد  >>و  <<صفر >>يـمثلان على الـترتيب العددين  1و  0، الرقـمان  𝑥فـي كـل نظام تعداد ذي الأساس  ❖
𝑥لـدينا  𝑥مـهما يـكن الأساس  ❖ = 1 × 𝑥 +   10̅̅̅̅هكـذا  𝑥يـكتب في النظام ذي الأساس  𝑥، وعليه فإن العدد  0
𝑎𝑛𝑎𝑛−1 : كـمايلـي 𝑁يـكـتب العدد  <<عشرة  >>عندما يكون الأساس  ❖ … 𝑎2𝑎1𝑎0  عوضا عن 
   𝑎𝑛𝑎𝑛−1 … 𝑎2𝑎1𝑎0̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 
 . 9،  8،  7،  6،  5،  4،  3،  2،  1،  0وأرقامه  10أساسه  دى البشرالـمستعمل ل نظامـهو ال :نظام العشري ـال ❖
 . 1،  0وأرقامه  2أساسه  الـمستعمل لـدى الألاتنظام ـهو ال :  نائـيـثـنظام الـال ❖

  :  تـطبيق
❶ 𝑎  512̅̅عـدد طبيعي يـكـتب ̅̅  .فـي النظام العشري  𝑎، أكـتب  8في الـنظام ذو الأساس  8̅
❷ 𝑏  3104̅̅عـدد طبيعي يـكـتب ̅̅ ̅̅   . فـي النظام العشري 𝑏، أكـتب  5في الـنظام ذو الأساس  5̅

  :  حل الـتـطبيق
𝑎 : ناـلـدي ❶ = 512̅̅ ̅̅ ̅8 = 5 × 82 + 1 × 81 + 2 × 80 =  .نظام العشري ـفي ال 330يـكتب  𝑎، ومنه  330
𝑏 ناـلـدي ❷ = 3104̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅5 = 3 × 53 + 1 × 52 + 4 × 50 =  . نظام العشريـفي ال 404يـكتب  𝑏، ومنه  404

 
 

 𝑁 عـدد طبيعي مـكتوب فـي نـظام أساسه𝑥  لـكـتابته فـي نظام أساسه ،𝑦 . 
 .نظام العشري ـإلى ال 𝑥نظام الـذي أساسه ـمن ال 𝑁نـحول  -8
  . 𝑦نظام الـذي أساسه ـنظام العشري إلـى الـمن ال 𝑁نـحول  -2

  .  8داد ذي الأساس ـتعـفـي نظام ال 2007أكـتب العدد  :تـطبيق  
2007      8 

        𝟕         250   8 
                               𝟐    31      8 

                                               7        3      8 
                                                           3        0  

2007ومنه  = 3727̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅8 

 التعداد

 𝒚إلى الأساس  𝒙قال من الأساس ـتـالإن

 . 1عـدد طبيعي أكبر تـماما من  𝑥  لـيكـن : خاصيـة
 . 𝑥أعـداد طبـيـعـية أصغر تـماما من  𝑎𝑛  ،𝑎𝑛−1  ، ... ،𝑎2  ،𝑎1  ،𝑎0و لـتكـن            
𝑎𝑛𝑎𝑛−1يـكـتب   𝑁الـقـول أن عـدد             … 𝑎2𝑎1𝑎0̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   :يعني  𝑥فـي النظام ذي الأساس  ̅̅

𝑁 = 𝑎𝑛𝑎𝑛−1 … 𝑎2𝑎1𝑎0̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑎𝑛 × 𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1 × 𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎2 × 𝑥2 + 𝑎1 × 𝑥1 + 𝑎0 
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643̅̅عـدد طبيعي يـكـتب  𝑎 :تـطبيق   ̅̅  . 8فـي النظام ذو الأساس  8̅
يقتين  2نظام ذي الأساس ـفـي ال 𝑎أكـتب  ❶   :بطر
 نظام العشري .ـأ/ بالـمرور بال     
 ب/ مباشرة .     
 مباشرة  4فـي النظام ذي الأساس  𝑎أكـتب  ❷

  :حل الـتـطبيق  
 نظام العشري .ـأ/ بالـمرور بال ❶

𝑎 = 643̅̅ ̅̅ ̅8 = 6 × 82 + 4 × 81 + 3 × 80 = 419 
  : 2في النظام ذي الأساس   419لـكـتابة 

ية حتـقوم بعـملية القسمة الإقليدية الـن ✍                        دوم.ـعـقسمة مـيصبح حاصل الى ـتـكـرار
                           . ناتـجة من آخـر باقـي تـحصلنا عليه إلى أول باقـيـقسمة الـواقـي الـقوم بترتيب بـن ✍
𝑎  فينتج فـي الأخير   = 419 = 110100011̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅2                                                          

419     2 
              𝟏     209    2 

                                     𝟏     104     2 
                                                        𝟎     52    2 

                                                                            𝟎    26   2     
                                                                                         𝟎    13    2 

                                                                                                        𝟏     6   2 
                                                                                                                           𝟎   3     2    

                                                                                                                                      𝟏    1     2 
                                                                                                                                             𝟏    0 

 
  :. لـدينا  ب/ مباشرة  

𝑎 = 643̅̅ ̅̅ ̅8 = 6 × 82 + 4 × 8 + 3 
                                             = 3 × 2 × (23)2 + 22 × 23 + 2 + 1 

                                             = 3 × 2 × 26 + 25 + 2 + 1 
                                             = 3 × 27 + 25 + 2 + 1 

                                             = (1 + 2) × 27 + 25 + 2 + 1 
                                             = 28 + 27 + 25 + 2 + 1 

𝑎 :ومنه  = 1 × 28 + 1 × 27 + 0 × 26 + 1 × 25 + 0 × 24 + 0 × 23 + 0 × 22 + 1 × 2 + 1 
𝑎يـكـتب  𝑎ومنه  = 110100011̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  . 2فـي النظام ذي الأساس  2̅
 .مباشرة  4نظام ذي الأساس ـفـي ال 𝑎كـتابة  ❷

𝑎 = 643̅̅ ̅̅ ̅8 = 6 × 82 + 4 × 8 + 3 
                                       = 6 × (2 × 4)2 + 4 × 4 × 2 + 3 
                                       = 6 × 22 × 42 + 4 × 4 × 2 + 3 
                                       = 6 × 43 + 42 × 2 + 3                

                                                 = (2 + 4) × 43 + 42 × 2 + 3                
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                                      = 44 + 2 × 43 + 2 × 42 + 3                
𝑎           :ومنه  = 1 × 44 + 2 × 43 + 2 × 42 + 0 × 4 + 3 
𝑎يـكـتب  𝑎إذن  = 12203̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  .  4فـي النظام ذي الأساس  4̅

6043̅̅الـعددان  :تـطبيق   ̅̅ ̅̅ ̅𝑥  135̅̅و ̅̅ ̅𝑥  مـكـتوبان فـي النظام ذو الأساس𝑥 . 
 . 𝑥ماهـي أصغر قيمة مـمكـنة لـلـعدد   ❶
 . 𝑥ق الأساس ـن وفـدديـعـر الـشـأن ❷

  :  حل الـتـطبيق
 . 𝑥دد ـأصغر قيمة مـمكـنة لـلـع  ❶
𝑥، هذا يعني أن  6نلاحظ أن أكبر رقـم في العددين هو       >  . 7هـي  𝑥، ومنه أصغر قيمة لـ  6
 . 𝑥ن وفـق الأساس ـدديـعـنـشر ال ❷

6043̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑥 = 6𝑥3 + 4𝑥 + 3 
135̅̅ ̅̅ ̅𝑥 = 𝑥2 + 3𝑥 + 5 

1101101̅̅عدد طبيعي يـكـتب فـي النظام الثنائـي  𝑛 :  تـطبيق ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 2 .  
214̅̅كـمايلـي  𝑛ماهو أساس التعداد الـذي يكتب فيه             ̅̅  ؟  ̅

  :  حل الـتـطبيق
1101101̅̅ :نا من جهة ـديـل ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 2 = 1 × 26 + 1 × 25 + 1 × 23 + 1 × 22 + 1 = 109 

214̅̅ومن جهة أخـرى  ̅̅ ̅𝑥  حيث𝑥 > 214̅̅ :، ومنه  4 ̅̅ ̅𝑥 = 2𝑥2 + 𝑥 + 4  
2𝑥2 :ومنه  + 𝑥 + 4 = 2𝑥2، ومنه  109 + 𝑥 − 105 = 0  

=∆نا ـلـدي 841 > 𝑥1  :، ومنه للـمعادلـة حلان متمايزان هـما  0 =
15

2
 ; 𝑥2 = 7  

15بـما أن 

2
∉ ℕ  فإن أساس التعداد الـذي يكتب فيه𝑛  214̅̅كـمايلـي ̅̅ 1101101̅̅وعليه  7هو  ̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 2 = 214̅̅ ̅̅ ̅7 
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 : ملاحظات 
 قواسـم.ـه من الـتـقبل عـدد غير منـه يـر أولـي لأنـيـغ 0العدد  ❖
 . 1ط هو ـقـه يقبل قاسـما واحدا فـغير أولـي لأن 1العدد  ❖
  .( يـولأدد ـصغر عأ )وحيد الأولـي ـزوجـي الـهو العـدد ال 2العـدد  ❖
 . 30هـي الأعداد الأولية الأصغر من   29،  23،  19،  17،  13،  11،  7،  5،  3،  2 ❖

  : خواص
  
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 341،  149،  961 :فـي كـل حالـة أذكـر إن كان العـدد أوليا أم لا  :  تـطبيق
  :  حل الـتـطبيق

961√ :لـدينا  ✍ =  غير أولـي . 961وبالتالـي  مـربع تام 961ومنه  31
149√ :لـدينا  ✍ ≃  . 11،  7،  5،  3،  2  :هي  149√الأعداد الأولية الأصغر من ومنه  12,2

 عـدد أولـي . 149ومنه  11،  7،  5،  3،  2لا يـقـبـل الـقـسمة على  149وبـما أن العدد     
341√ :لـدينا  ✍ ≃  . 17،  13،  11،  7،  5،  3،  2  :هي  341√الأعداد الأولية الأصغر من ومنه  18,46

341لـكـن      = 11 ×  غير أولـي . 341، وبالتالـي  11يـقـبل الـقـسـمة علـى  341أي أن  31
 : 𝐏𝐏𝐂𝐌الـمضاعـف الـمشترك الأصغـر لعـدديـن طبيعـيـن 

 
 

                  

 الأعـداد الأولية

 نـفسه . 𝑛و  ℕ : 1يقبل قاسـمين بالضبط فـي  𝑛عـدد أولـي معناه أن  𝑛القول أن العـدد الطبيعي  : تعريف
              

 

 يقبل على الأقـل قاسـما أولـيا . 1أكـبر تـماما من  𝑛كـل عـدد طبيعي  ❶
𝑎 :حيث  𝑎 يقبل قاسـما أولـيا 1أكـبر تـماما من غير أولـي  𝑛كـل عـدد طبيعي  ❷ ≤ √𝑛 . 
 مـجموعة غير منتـهية .مـجموعـة الأعـداد الأولية  ❸

 

يـقـة  . 𝑛√أوليا أم لا ، نـقـوم بـحساب  1أكـبر تـماما من  𝑛عـدد طبيعي لـمعرفة ما إذا كان   : طر
 غير أولـي .  𝑛مـربع تام فإن  𝑛عـددا طبيعيا أي  𝑛√إذا كان   -1
 على الترتيب 𝑛√على الأعداد الأولية الأصغر من  𝑛غير طبيعي نقسم  𝑛√إذا كان  -2

 غير أولـي . 𝑛إذا وجدنا أحد البواقـي معدوما نتوقف ونقر أن  ❖        
 أولـي . 𝑛إذا كانت كـل البواقـي غير معدومة نقر أن  ❖        

 
 

𝑎  و𝑏  ، عددان طبيعيان غير معدومان𝑀𝑎  مـجموعة مضاعفات𝑎  و𝑀𝑏  مـجموعة مضاعفات𝑏 . 
 𝑀𝑎 ∩ 𝑀𝑏  هي مـجموعة الـمضاعفات الـمشتركـة للعددين𝑎  و𝑏  يسمـى أصغر عنصر غير معدوم .

𝑀𝑎من الـمجموعة  ∩ 𝑀𝑏  بالـمضاعف الـمشترك الأصغـر للعددين𝑎  و𝑏  ونرمـز لـه بـ𝑃𝑃𝐶𝑀(𝑎, 𝑏) 
. 
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  : أمثـلـة
𝑀3 :هي  3مـجموعـة مضاعفات  ❖ = {0; 3; 6; 9; 12; 15; 18; 21; 24; … . } . 
𝑀6 :هي  6مـجموعـة مضاعفات  ❖ = {0; 6; 12; 18; 24; 30; … . . } . 
𝑀3إذن     ∩ 𝑀6 = {0; 6; 12; 18; 24; … 𝑃𝑃𝐶𝑀(3,6) :، وبالتالـي  { = 6 . 

   : خواص
 
 
 

 

 
 

 حيحينـصالـمضاعـف الـمشترك الأصغـر لعـدديـن تـمديد  :نتيجة مـهمة 
𝑎 و 𝑏 صـحيحين غير معدومين عددان  . 

𝑚 :غير معدوم حيث  𝑚هو أصـغـر عـدد طبيعي  𝑏 و 𝑎الـمضاعف الـمشترك الأصغر للعددين  = 𝑃𝑃𝐶𝑀(|𝑎|, |𝑏|) 
  : بينـهماحساب القاسـم الـمشترك الأكـبر والـمضاعف الـمشترك الأصغر والعلاقة 

 . 1كـلاهـما أكبر تـماما من  𝑏  و 𝑎القاسـم الـمشترك الأكبر لعددين طبيعين لإيـجاد  ❖
 إلـى جداء عـوامل أولية ثـم نأخذ العوامل الـمشتركـة مـرة واحدة وبأصغر أس  𝑏  و 𝑎نـقـوم بـتحلـيل الـعـدديـن    
  ونـحسب جداءها .   
 . 1كـلاهـما أكبر تـماما من 𝑏  و 𝑎ن ـعيـيـلإيـجاد الـمضاعف الـمشترك الأصغر لعددين طب ❖

 ل أولية ثـم نأخذ العوامل الـمشتركـة وغير الـمشتركـة  مـرة   ـإلـى جداء عـوام 𝑏  و 𝑎نـقـوم بـتحلـيل الـعـدديـن    
 واحدة وبأكـبر أس ونـحسب جداءها .   
❖ 𝑎 و  𝑏 إذن  1كـلاهـما أكبر تـماما من  طبيعيان عددان ،: 𝑃𝑃𝐶𝑀(𝑎, 𝑏) × 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎, 𝑏) = 𝑎 × 𝑏 . 

 . 7865و  825 :للـعددين  الـمضاعف الـمشترك الأصغرو  القاسـم الـمشترك الأكبرأوجد  :  تـطبيق
 :  حل الـتـطبيق

825 :نا ـلـدي = 3 × 52 × 7865، و  11 = 5 × 112 × 13 . 
𝑃𝐺𝐶𝐷(7865,825)  :ومنه  = 5 × 11 = 55  . 

𝑃𝑃𝐶𝑀(7865,825)  :و  = 3 × 52 × 112 × 13 = 117975 . 
,𝑎)عـيـن كـل الثنائيات  :  تـطبيق 𝑏)  من الأعداد الطبيعية حـلـول الـجملـة: {

𝑎 × 𝑏 = 18000
𝑃𝑃𝐶𝑀(𝑎, 𝑏) = 600

 
   :  حل الـتـطبيق

} :لـدينا 
𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎, 𝑏) = 𝑑
𝑃𝑃𝐶𝑀(𝑎, 𝑏) = 𝑚

𝑚 :، و نـعـلـم أن   × 𝑑 = 𝑎 × 𝑏  أي أن ،𝑑 =
𝑎×𝑏

𝑚
𝑑، أي   =

18000

600
= 30 

,𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎 :ومنه  𝑏) = 30  . 

𝑎 و  𝑏 طبيعيان غير معدومين و  عددان𝑘  عـدد صـحيح غير معدوم ، لدينا:  
❶ ✍ 𝑃𝑃𝐶𝑀(𝑎, 𝑎) = 𝑎  ،✍ 𝑃𝑃𝐶𝑀(1, 𝑎) = 𝑎  ،✍ 𝑃𝑃𝐶𝑀(0, 𝑎) = 0 . 
,𝑃𝑃𝐶𝑀(𝑎فإن  𝑎يـقـسـم  𝑏إذا كان  ❷ 𝑏) = 𝑎 . 
❸ 𝑃𝑃𝐶𝑀(𝑘𝑎, 𝑘𝑏) = 𝑘 × 𝑃𝑃𝐶𝑀(𝑎, 𝑏) . 

,𝑃𝑃𝐶𝑀(𝑎 :فإن  𝑐يـقـسـم  𝑏و  𝑐يـقـسـم  𝑎إذا كان  ❹ 𝑏)  يـقـسـم𝑐 . 
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}  :نضع 
𝑎 = 𝑑𝑎′
𝑏 = 𝑑𝑏′

𝑎، ومنه ،   × 𝑏 = ′𝑑𝑎، أي أن  18000 × 𝑑𝑏′ = 18000 . 
900 :أي أن   × 𝑎′ × 𝑏′ = ′𝑎، ومنه  18000 × 𝑏′ = 20  

20 10 5 4 2 1 𝑎′ 
1 2 4 5 10 20 𝑏′ 

600  150 120  30 𝑎 
30  120 150  600 𝑏 

,𝑎)ومنه الثنائيات  𝑏)  هي: (𝑎, 𝑏) = {(30; 600), (120,150), (150,120), (600,300)}  
 
  
 

    
 

𝑎من أجل  : مثال  = 𝑏و  9 = 4  ،𝑃𝐺𝐶𝐷(9,4) =   :نا ـلـدي 1
9 × 1 + 4 × (−2) = 1     ،9 × (−3) + 4 × 7 = 1 

,𝑢)نلاحظ أن الثنائية  𝑣) . ليست وحيدة 
   : خواص

 
 
 
 
 
 
 
 

 عـددا صـحيحا . 𝑛لـيـكـن   :تـمرين  
𝑛أثبت أن  ❶ + 2𝑛و  1 +  أوليان فيـما بينـهما . 3
𝑛أثبت أن  ❷ + 3𝑛و  1 +  أوليان فيـما بينـهما . 4
𝑛استنتج أن  ❸ + 6𝑛2و  1 + 17𝑛 +  أوليان فيـما بينـهما .  12

   :تـمرين  حل الـ
𝑛اثبات أن  ❶ + 2𝑛و  1 +  أوليان فيـما بينـهما . 3

−2(𝑛 + 1) + 1(2𝑛 + 3) = 1 
𝑛ومنه حسب مبرهنة بيزو فإن  + 2𝑛و  1 + ,𝑢)نائية ـأوليان فيـما بينـهما لأنه يوجد ث 3 𝑣) = (−2,1) . 

 زوــيـة بـنـمبره

   𝑣 و 𝑢أوليين فيـما بينـهما إذا وفـقـط إذا وجد عـددان صـحيحان  𝑏  و 𝑎يـكـون عـددان صـحيحان   : مبرهـنـة
𝑎𝑢 :بـحيث               + 𝑏𝑣 = 1 . 

 
 
 

 

  𝑣 و 𝑢ددان صـحيحان ـوجد عـه يـفإن 𝑏  و 𝑎ن ـلـعددين صـحيحي القاسـم الـمشترك الأكبر 𝑑إذا كان  ❶
𝑎𝑢 :بـحيث                             + 𝑏𝑣 = 𝑑 . 

 تـي لا يقـسـمـها .ـداد الـأولـي مع كـل الأع 𝑎عددا أولـيا فإن  𝑎إذا كان  ❷
𝑏أولـي مع جدائـهـما  𝑎فإن  𝑐و  𝑏ن ـن صـحيحيـدديـعددا أولـيا مع ع 𝑎إذا كان  ❸ × 𝑐 . 
,𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎إذا كان  ❹ 𝑏) = ,𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎فإن  1 𝑏𝑛) = 𝑛مع  1 ∈ ℕ

∗ . 
,𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎إذا كان  ❺ 𝑏) = ,𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎𝑛فإن  1 𝑏𝑛) = 𝑛مع  1 ∈ ℕ

∗ . 
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𝑛اثبات أن  ❷ + 3𝑛و  1 +  أوليان فيـما بينـهما . 4
−3(𝑛 + 1) + 1(3𝑛 + 4) = 1 

𝑛ومنه حسب مبرهنة بيزو فإن  + 3𝑛و  1 + ,𝑢)نائية ـه يوجد ثـأوليان فيـما بينـهما لأن 4 𝑣) = (−3,1) . 
𝑛استنتاج أن  ❸ + 6𝑛2و  1 + 17𝑛 +  أوليان فيـما بينـهما .  12
2𝑛) :نا ـلـدي     + 3)(3𝑛 + 4) = 6𝑛2 + 17𝑛 + 12  . 
𝒃أولـي مع جدائـهـما  𝒂فإن  𝒄و  𝒃ن ـحيـددين صـحيـددا أولـيا مع عـع 𝒂إذا كان  : تـذكـير    × 𝒄 .   

𝑛بـما أن                + 2𝑛و  1 + 𝑛أوليان فيـما بينـهما . و  3 + 3𝑛و  1 +  أوليان فيـما بينـهما .  4
𝑛فإن                + 𝑛أولـي مع جدائـهـما ، أي أن  1 + 6𝑛2أولـي مع  1 + 17𝑛 + 12 . 

 
 
  

   :خواص 
 
 
 
 
 

   : تـطبيـق
11𝑥الـمعادلـة  ℤ2نعتبر فـي  − 5𝑦 = 14 … . . (𝐸)  ذات الـمجهولين الـصحيحين𝑥  و𝑦 . 

;19)تـحقق أن الثنائية  ❶  ثـم استنتج مـجموعة حلولـها . (𝐸)حلا للـمعادلـة  (39
;𝑥0)بين انه توجد ثنائية وحيدة  ❷ 𝑦0)  حلا لـلـمعادلـة(𝐸)  0مع < 𝑥0 < 5 . 

   : حل الـتـطبيـق
;19)نائية ـثـالـتـحقق أن ال ❶  . (𝐸)لـمعادلـة ـحلا ل (39
(19)11 :نا ـلـدي − 5(39) = 209 − 195 = ;19)، ومنه الثنائية  14  . (𝐸)حلا للـمعادلـة  (39
 استنتاج مـجموعة حلولـها .  ❖    
} :نا ـلـدي

11𝑥 − 5𝑦 = 14

11(19) − 5(39) = 14
𝑥)11بالطرح نـجد   − 19) − 5(𝑦 − 39) = 0 . 

𝑥)11ومنه  − 19) = 5(𝑦 − 39) . 
} :نا ـلـدي

11|5(𝑦 − 39) 

𝑃𝐺𝐶𝐷(11; 5) = 1
𝑦|11، ومنه حسب مبرهن  غوص فإن   − 𝑦، ومنه   39 = 11𝑘 + 39 . 

} :نا ـلـدي
5|11(𝑥 − 19) 

𝑃𝐺𝐶𝐷(11; 5) = 1
𝑥|5، ومنه حسب مبرهن  غوص فإن   − 𝑥، ومنه   19 = 5k + 19 . 

5k)} :هـي  (𝐸)إذن مـجموعة حـلـول  + 19; 11k + 𝑘مع  {(39 ∈ ℤ  

 أعداد صـحيحة غير معدومة .  𝑐و  𝑎  ،𝑏  : مبرهـنـة غـوصة ـنـمبره
 . 𝑐يـقـسـم مع  𝑎فإن  𝑏أولـي مع  𝑎وكان  𝑏𝑐يـقـسـم الـجداء  𝑎إذا كان 

 
 
 

 

❶ 𝑎  ،𝑏  عددان طبيعيان غير معدومين و𝑝 . عدد أولـي 
 . 𝑏يـقـسـم  𝑝أو  𝑎يـقـسـم  𝑝فإن  𝑎𝑏يـقـسـم الـجداء  𝑝إذا كان 

❷ 𝑎  ،𝑏  و𝑐 . أعداد طبيعية غير معدومة 
 . 𝑏𝑐مضاعف لـلـجداء  𝑎أوليان فيـما بينـهما فإن  𝑐و  𝑏وكان  𝑐و  𝑏مضاعف لـ  𝑎إذا كان 
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 :لولـة من الـكـتاب الـمدرسي ـتـمارين مـح
  ℤتـمارين حول قابلية القسـمة فـي 

𝑛قاسـما للعدد  13الــتي يـكـون من أجلـها  𝑛عين كـل الأعداد الـصحيحة  : 9تـمرين  + |𝑛|و  4 < 22 . 
  : 9حـل الـتـمرين 

𝑛قاسـما للعدد  13 + 𝑛 :بـحيث  𝑘، معناه يـوجد عـدد صـحيح  4 + 4 = 13𝑘  أي أن ،: 𝑛 = 13𝑘 − 4 
|𝑛| :لـدينا  < 22−معناه  22 < |𝑛| < 24−، يـكافـئ  22 < 13𝑘 < −، ومعناه  26

24

13
< 𝑘 < 2  

𝑘  :أي أن  ∈ {−1; 0; 𝑛، منه  {1 ∈ {−17; −4; 9} . 
5𝑛الــتي يـكـون من أجلـها  𝑛عين كـل الأعداد الـصحيحة  : 10تـمرين  +  . 12 ما لـقاسـ 7

   : 10حـل الـتـمرين 
5𝑛 + 5𝑛)معناه  12 ما لـقاسـ 7 + 7) ∈ {−12; −6; −4; −3; −2; −1; 1; 2; 3; 4; 6; 12}  

5𝑛ومنه  ∈ {−19; −13; −11; −10; −9; −8; −6; −5; −4; −3; −1; 5}  
𝑛 :عـدد صـحيح نـجد أن  𝑛مع مـراعاة أن  5بالـقـسمة علـى  ∈ {−2; −1; 1} . 

𝑛التي من أجلـها يكـون العدد  𝑛طبيعية غير الـمعدومة الأعداد الـ عين  : 11تـمرين  +  . 𝑛يقبل الـقسمة على  6
    : 11حـل الـتـمرين 

𝑛 + 𝑛 :بـحيث  𝑘، معناه يـوجد عـدد طبيعي  𝑛يقبل الـقسمة على  6 + 6 = 𝑛𝑘   6، يكافـئ = 𝑛(𝑘 − 1) . 
يالتالـي  6 يـقـسـم 𝑛 :إذن  𝑛، و ∈ {1; 2; 3;  . وبالعـكـس كـل الـقـيم الـمعينة تـحقـق الـمطلوب . {6

5𝑛حيث يكـون  𝑛الأعداد الـصحيحة  عين أ/   : 12تـمرين  +  . 34يـقـسـم  6
5𝑛 الــتي من أجلـها 𝑛عين كـل الأعداد الـصحيحة ب /                  + 𝑛قاسـما لـلـعدد  6 + 8  . 

    : 12حـل الـتـمرين 
5𝑛 أ/ + 5𝑛معناه  34يـقـسـم  6 + 6 ∈ {−34; −17; −2; −1; 1; 2; 17; 34} . 

5𝑛ومنه  ∈ {−40; −23; −8; −7; −5; −4; 11; 28} . 
𝑛 :عـدد صـحيح نـجد أن  𝑛مع مـراعاة أن  5بالـقـسمة علـى  ∈ {−8; −1}  . 

5𝑛 ب / + 𝑛قاسـما لـلـعدد  6 + 5𝑛، ومنه  8 + 𝑛)5 يـقـسـم 6 + 5𝑛، أي أن  (8 + 5𝑛 يـقـسـم 6 + 40 
5𝑛و بـما أن        + 5𝑛 يـقـسـم 6 + 5𝑛فإن  6 + 5𝑛)يـقـسـم  6 + 40) − (5𝑛 + 5𝑛أن أي  (6 +   34يـقـسـم  6
𝑛ومنه        = 𝑛أو  8− = −1 . 

𝑛وبالـعـكـس إذا كان  =  . 7 قـسـميـ 1فإن  1−
𝑛و إذا كان             =  . 0 قـسـميـ 34−فإن  8−
𝑎عـدد صـحيح . نضع  𝑛 : 13تـمرين  = 3𝑛 + 𝑏و  7 = 𝑛 + 1  

 .  4يـكـون قاسـما لـلـعـدد  𝑑فإن  𝑏و  𝑎قاسـما لــ  𝑑أثبت أنه إذا كان الـعـدد                 
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    : 13حـل الـتـمرين 
𝑎 يـقـسـم 𝑑، ومنه  3𝑏و  𝑎 يـقـسـم 𝑑فإن  𝑏و  𝑎قاسـما لــ  𝑑إذا كان الـعـدد  − 3𝑏  ومنه ،𝑑 4 يـقـسـم 

𝑎عـدد صـحيح . نضع  𝑛 : 14تـمرين  = 3𝑛 + 𝑏و  7 = 7𝑛 + 2 
 .  43يـكـون قاسـما لـلـعـدد  𝑑فإن  𝑏و  𝑎قاسـما لــ  𝑑أثبت أنه إذا كان الـعـدد                 

    : 14حـل الـتـمرين 
7𝑎 يـقـسـم 𝑑، ومنه  3𝑏و  7𝑎 يـقـسـم 𝑑فإن  𝑏و  𝑎قاسـما لــ  𝑑إذا كان الـعـدد  − 3𝑏  ومنه ،𝑑 43 يـقـسـم 

يـخـتـلـف عـن الـعـدد  𝑛 : 15تـمرين   .  1عـدد طبيعـي غـيـر مـعـدوم و
𝑛3بعض الـقـواسـم لـلـعـدد  𝑛عين بـدلالـة                  − 𝑛 . 

     : 15حـل الـتـمرين 
𝑛3 :لـدينا  − 𝑛 = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 + 𝑛3بعض الـقـواسـم لـلـعـدد ، ومنه  (1 − 𝑛  هي:  

 1 ،𝑛  ،𝑛 − 1  ،𝑛 + 1  ،𝑛2 − 𝑛  ،𝑛2 + 𝑛 𝑛2 − 1  ،𝑛3 − 𝑛 . 
 تـمارين حول القسـمة الإقـلـيدية 

   17هو  𝑏عـلـى  𝑎عـددان طبيعيان غير مـعـدومين حيث حاصل الـقسـمة الإقـلـيـديـة لـلـعدد  𝑏و  𝑎 : 20تـمرين 
𝑎، و  3و باقيـها هو                  − 27 = 23b  عين .𝑎  و𝑏 . 

     : 20حـل الـتـمرين 
𝑎 :معناه  3و باقيـها هو  17هو  𝑏عـلـى  𝑎حاصل الـقسـمة الإقـلـيـديـة لـلـعدد  = 17𝑏 + 3 … 𝑏و  (1) > 3  

𝑎ولـدينا  − 27 = 23b  معناه ،𝑎 = 23𝑏 + 27 … (2)   
6𝑏نـجد  (1)من  (2)بـطرح  − 24 = 𝑏، ومنه  0 = 𝑎و  4 = 71 . 

  : 37تـمرين 
,𝑎)نائيات ـثـعين كـل ال 𝑏) دومة حيثـيعية غير الـمعـبـطـداد الـمن الأع :  {

𝑎 + 𝑏 = 72
𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎, 𝑏) = 9

 
     : 37حـل الـتـمرين 

𝒅  :لـدينا  = }، ومنه  𝟗
𝑎 = 9𝑎′
𝑏 = 9𝑏′

𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎′, 𝑏′) = 1
′9𝑎، ومنه   + 9𝑏′ = ′𝑎، ومنه  72 + 𝑏′ = 8  

7 6 5 4 3 2 1 𝑎′ 
1 2 3 4 5 6 7 𝑏′ 

63  45  27  9 𝑎 
9  27  45  63 𝑏 

,𝑎)ومنه الثنائيات  𝑏)  هي: (𝑎, 𝑏) ∈ {(9,63); (27,45); (45,27); (63,9)}  
  : 38تـمرين 

,𝑎)يات ـنائـثـعين كـل ال 𝑏) دومة حيث ـير الـمعـداد الطبيعية غـمن الأع{
𝑎 + 𝑏 = 420

𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎, 𝑏) = 84
 



 

 

 

17 

     : 38حـل الـتـمرين 

𝒅  :نا ـلـدي = }، ومنه  𝟖𝟒
𝑎 = 84𝑎′
𝑏 = 84𝑏′

𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎′, 𝑏′) = 1
′84𝑎، ومنه   + 84𝑏′ = ′𝑎، ومنه  420 + 𝑏′ = 8 . 

4 3 2 1 𝑎′ 
1 2 3 4 𝑏′ 

336 252 168 84 𝑎 
84 168 252 336 𝑏 

,𝑎)ومنه الثنائيات  𝑏)  هي: (𝑎, 𝑏) ∈ {(84,336); (168,252); (252,168); (336,84)} . 
  : 39تـمرين 

,𝑎)عين كـل الثنائيات  𝑏)  من الأعداد الطبيعية غير الـمعدومة حيث{
𝑎𝑏 = 360

𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎, 𝑏) = 6
 . 

     : 39حـل الـتـمرين 

𝒅  :لـدينا  = }، ومنه  𝟔
𝑎 = 6𝑎′
𝑏 = 6𝑏′

𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎′, 𝑏′) = 1
′36𝑎′𝑏، ومنه   = ′𝑎′𝑏، ومنه  360 = 10 . 

10 5 2 1 𝑎′ 
1 2 5 10 𝑏′ 

60 30 12 6 𝑎 
6 12 30 60 𝑏 

,𝑎)ومنه الثنائيات  𝑏)  هي: (𝑎, 𝑏) ∈ {(6,60); (12,30); (30,12); (60,6)}  
  : 40تـمرين 

,𝑎)عين كـل الثنائيات  𝑏)  من الأعداد الطبيعية غير الـمعدومة حيث{
𝑎𝑏 = 2700

𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎, 𝑏) = 5
 . 

     : 40حـل الـتـمرين 

𝒅  :لـدينا  = }، ومنه  𝟓
𝑎 = 5𝑎′
𝑏 = 5𝑏′

𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎′, 𝑏′) = 1
′25𝑎′𝑏، ومنه   = ′𝑎′𝑏، ومنه  2700 = 108 . 

108 54 36 27 18 12 9 6 4 3 2 1 𝑎′ 
1 2 3 4 6 9 12 18 27 36 54 108 𝑏′ 

540   135     20   5 𝑎 
5   20     135   540 𝑏 

,𝑎)ومنه الثنائيات  𝑏)  هي: (𝑎, 𝑏) ∈ {(5,540); (20,135); (135,20); (540,5)}  
,𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎فـي كـل حالـة من الـحالات الـمقترحة أدناه ، عين  : 42تـمرين  𝑏) ه عن ـ، ثـم ما يـمكـن قول𝑎  و𝑏 

𝑎أ /                 = 𝑏و  55 = 36 . 
𝑎ب/                 = 𝑏و  14 = 165 . 
𝑎جـ/                 = 𝑏و  1155 = 872  . 

     : 42حـل الـتـمرين 
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𝑃𝐺𝐶𝐷(55,36)  :لـدينا  = 𝑃𝐺𝐶𝐷(14,165)، و  1 = 𝑃𝐺𝐶𝐷(1155,872)، و  1 = 1  
 أوليان فيـما بينـهما . 𝑏و  𝑎فـي كـل حالـة نـقـول أن الـعـددين 

 : 43تـمرين 
 . 𝑃𝐺𝐶𝐷(140,143)عين  -8
,𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎استنتج  -2 𝑏)  فـي كـل حالـة من الـحالتين التاليتين:  

𝑎أ/  = 140 × 𝑏و  34 = 143 × 34 . 
𝑎ب/          = 140 × 𝑏و  82 = 143 × 82 . 

      : 43حـل الـتـمرين 
8- 𝑃𝐺𝐶𝐷(140,143) = 1 . 
𝑃𝐺𝐶𝐷(140أ/  -2 × 34,143 × 34) = 34 × 𝑃𝐺𝐶𝐷(140,143) = 34 

𝑃𝐺𝐶𝐷(140ب/  × 82,143 × 82) = 82 × 𝑃𝐺𝐶𝐷(140,143) = 82 
 . 3عـددا طبيعيا أكـبر من أو يساوي  𝑛لـيكـن  : 47تـمرين 

𝑛 :بـرهـن أن                  + 𝑛مضاعف لــ  5 − 𝑛إذا وفـقـط إذا كان  2 = 𝑛أو  3 = 9 . 
      : 47حـل الـتـمرين 

𝑛 :نـعـلـم أن  + 5 = 𝑛 − 2 + 7 . 
 𝑛 + 𝑛مضاعف لــ  5 − 𝑛معناه ،  2 − 𝑛قاسـم لــ  2 + 𝑛، أي أن  5 − 𝑛قاسم لـ  2 − 𝑛و  2 −   7قاسم لـ  2

𝑛لـدينا  − 𝑛معناه إما  7قاسم لـ  2 − 2 = 𝑛أو  1 − 2 = 𝑛، أي أن  7 = 𝑛أو  3 = 9 . 
𝑛إذا كان  :عـكـسيا  ✍ = 𝑛أو  3 = 𝑛فإن  . 9 + 5 = 𝑛أو  8 + 5 = 𝑛و  14 − 2 = 𝑛أو  1 − 2 = 7 . 

𝑛وبالتالـي فـي كـلا الـحالتين  + 𝑛مضاعف لــ  5 − 2  . 
 : 56تـمرين 

𝑎 :نضع  𝑛من أجـل كـل عـدد طبيعي   -8 = 𝑛2 + 5𝑛 + 𝑏و  4 = 𝑛2 + 3𝑛 + 2 . 
𝑛بـيـن أن الـعـدد  +  . 𝑏و  𝑎هو قاسـم مشترك لـلـعـددين  1

𝑛الـتي يـكـون من أجلـها الـعـدد  𝑛عين قـيم الـعدد الـطبيعي  -2 + 3𝑛2قاسـما لـلـعـدد  1 + 15𝑛 + 20 . 
        : 56حـل الـتـمرين 

𝑎، لـدينا  𝑛من أجـل كـل عـدد طبيعي  -8 = (𝑛 + 1)(𝑛 + 𝑏و  (4 = (𝑛 + 1)(𝑛 + 2) . 
𝑛إذن الـعـدد  +  . 𝑏و  𝑎هو قاسـم مشترك لـلـعـددين  1

3𝑛2 :لـدينا  -2 + 15𝑛 + 20 = (𝑛 + 1)(3𝑛 + 12) + 8 
𝑛إذن الـعـدد  + 3𝑛2قاسـما لـلـعـدد  1 + 15𝑛 + 𝑛معناه الـعـدد  20 +   8قاسـما لـلـعـدد  1

𝑛ومنه  + 1 ∈ {1; 2; 4; 𝑛أي  {8 ∈ {0; 1; 3; 7} . 
 



 

 

 

19 

 ℤتـمارين حول الـموافـقات فـي 
  :بـرر صـحة العبارات التالـيـة  : 1تـمرين 

45أ /  ≡ 152،         ب/           [7]3 ≡ 29،      جـ/       [3]2 ≡ −1[6]  . 
137د /  ≡ 13−،            و/      [5]3− ≡ 17−،        هـ/     [5]2 ≡ −7[10]  . 

        : 1حـل الـتـمرين 
45أ/  − 3 = 42 = 7 × 45، إذن  6 ≡ 3[7] . 

152ب/  − 2 = 150 = 3 × 152، إذن  50 ≡ 2[3] . 
29جـ/  − (−1) = 30 = 6 × 29، إذن  5 ≡ −1[6] . 
137د/  − (−3) = 140 = 5 × 137، إذن  28 ≡ −3[5] . 
13−و /  − 2 = −15 = −3 × 13−، إذن  5 ≡ 2[5] . 
17−هـ/  − (−7) = −10 = −10 × 17−، إذن  1 ≡ −7[10] . 

𝑛 :حيث  30الأصغر من  𝑛عين كـل الأعـداد الـطبيعية  : 3تـمرين  ≡ 4[7] . 
  : 3حـل الـتـمرين 

𝑛لـدينا  ≡ 𝑛معناه  [7]4 = 7𝑘 + 𝑘مع  4 ∈ ℤ . 
0 ≤ 𝑛 ≤ 0، معناه  30 ≤ 7𝑘 + 4 ≤ −، أي  30

4

7
≤ 𝑘 ≤

26

7
𝑘مع   ∈ ℤ . 

𝑘أي أن مع  ∈ {0; 1; 2; 𝑛، ومنه  {3 ∈ {4; 11; 18; 25} . 
𝑛عـدد صـحيح يـحـقـق  𝑛 : 4تـمرين  ≡  . 12علـى  𝑛.عين باقـي قـسـمـة الـعـدد  [12]140

140لـدينا  : 4حـل الـتـمرين  = 12 × 11 + 8  
𝑛لـدينا  ≡ 140و  [12]140 ≡ 𝑛إذن   [12]8 ≡ 8[12]   

0بـما أن  ≤ 8 <  .  12علـى  𝑛باقـي قـسـمـة الـعـدد هو  8فإن  12
 . 2هو  7عـدد صـحيح ، باقـي قـسـمته علـى  𝑥 : 5تـمرين 

𝑥 :لـكـل من الأعـداد الـصحيحة التالية  7عين باقـي الـقـسـمـة علـى            + 5 ،𝑥 − 5  ،9𝑥  ،−15𝑥  ،𝑥3 . 
  : 5حـل الـتـمرين 

𝑥  معناه  2هو  7عـدد صـحيح ، باقـي قـسـمته علـى𝑥 ≡   :، ومنه  [7]2
 𝑥 + 5 ≡ 𝑥ومنه  [7]7 + 5 ≡ 0[7] . 

𝑥 − 5 ≡ 𝑥ومنه  [7]3− − 5 ≡ 4[7]  . 
9𝑥 ≡ 9𝑥ومنه  [7]18 ≡ 4[7] . 

−15𝑥 ≡ 15𝑥−ومنه  [7]30− ≡ 5[7] . 
𝑥3 ≡ 𝑥3ومنه  [7]8 ≡ 1[7] . 
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 عـددان صـحيحان . 𝑏و  𝑎عـددان طبيعيان غير مـعـدومين .  𝑚و  𝑛 :   7تـمرين 
𝑎أثبت أن                  ≡ 𝑏[𝑛]  يـكافـئ𝑎𝑚 ≡ 𝑏𝑚[𝑛𝑚] . 

   : 7حـل الـتـمرين 
  𝑎 ≡ 𝑏[𝑛] معناه𝑎 − 𝑏 = 𝑘𝑛  مع𝑘 ∈ ℕ  يـكافـئ 𝑎𝑚و − 𝑏𝑚 = 𝑘𝑛𝑚  ومعناه𝑎𝑚 ≡ 𝑏𝑚[𝑛𝑚] . 

 أعـداد صـحيحـة . 𝑐و  𝐴  ،𝐵  ،𝐶  ،𝑎  ،𝑏طبيعي .  عـدد 𝑛 : 8تـمرين 
𝐴بـرهـن أنـه إذا كانت الـفـوارق  − 𝑎  ،𝐵 − 𝑏  و𝐶 − 𝑐  تـقبل الـقـسـمـة على𝑛  فإن الـفرق(𝐴𝐵𝐶 − 𝑎𝑏𝑐) 

 . 𝑛الـقـسـمـة على يـقـبـل كـذلـك 
   : 8حـل الـتـمرين 

} :لـدينا 

𝐴 − 𝑎 ≡ 0[𝑛]

𝐵 − 𝑏 ≡ 0[𝑛]

𝐶 − 𝑐 ≡ 0[𝑛]
} :هـذا معناه  

𝐴 ≡ 𝑎[𝑛]

𝐵 ≡ 𝑏[𝑛]

𝐶 ≡ 𝑐[𝑛]
𝐴𝐵𝐶، إذن   ≡ 𝑎𝑏𝑐[𝑛]  أي𝐴𝐵𝐶 − 𝑎𝑏𝑐 ≡ 0[𝑛] 

  :كـم كانت تـشير الـساعـة حيث  : 11تـمرين 
 ؟الـساعـة أشارت الثالثة  112أ / بـعـد                 
  ؟الـساعـة أشارت الثالثة  163ب/ قبل                

 مع ذكـر صباحا أم مساء .                     
0حيث  𝑛الساعة الـمطلوبة هي   : 11حـل الـتـمرين  ≤ 𝑛 < 24 . 

𝑛أ/   ≡ 3 + 𝑛، ومنه  [24]112 ≡ 𝑛أي  [24]115 ≡  .إذن الساعة كانت تـشير إلى السابعة مساء  [24]19
𝑛ب/  ≡ 3 − 𝑛، ومنه  [24]163 ≡ 𝑛أي  [24]160− ≡  إذن الساعة كانت تـشير إلى الثامنة صباحا . [24]8

 :. أتـمم الـجدول التالـي  عـدد صـحيح 𝑥أ/   :   26تـمرين 
[5] 4 3 2 1 0 𝑥 ≡ 
[5]      2𝑥 ≡ 

2𝑥 :حيث  𝑥ب/ استنتج مـجموعة قـيم الـعدد الصحيح                   ≡ 3[5] . 
 أ/   : 26حـل الـتـمرين 

[5] 4 3 2 1 0 𝑥 ≡ 
[5] 3 1 4 2 0 2𝑥 ≡ 

2𝑥ب/  ≡ 𝑥معناه  [5]3 ≡ 𝑥أي أن  [5]4 = 5𝑘 + 𝑘مع  4 ∈ ℤ . 
𝑛3، الـتي يـكـون من أجلها الـعدد  𝑛عين قـيـم الأعـداد الطبيعية :   27تـمرين  + 𝑛 −  . 7قابـلا لـلـقسمـة على  2

    : 27حـل الـتـمرين 
[7] 6 5 4 3 2 1 0 𝑛 ≡ 
[7] 6 6 1 6 1 1 0 𝑛3 ≡ 
[7] 5 2 3 0 1 5 5 𝑛3 + 𝑛 − 2 ≡ 

 𝑛3 + 𝑛 − 2 ≡ 𝑛معناه [7]0 ≡ 𝑛أي أن  [7]3 = 7𝑘 + 𝑘مع  3 ∈ ℕ .  
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  :كـل من الـجملتين التاليتين  ℤحـل فـي :   32تـمرين 

}أ / 
𝑥 ≡ 3[5]

𝑥 ≡ 1[6]
}.            ب /  

2𝑥 ≡ 2[4]

4𝑥 ≡ 1[3]
 . 

    : 32حـل الـتـمرين 

}أ / 
𝑥 ≡ 3[5]

𝑥 ≡ 1[6]
}. معناه  

𝑥 = 5𝛼 + 3
𝑥 = 6𝛽 + 1

5𝛼، إذن   − 6𝛽 = 5𝛼ومنه  2− = 6𝛽 − 5𝛼ومنه  2 ≡ −2[6] 
𝛼−أي  ≡ 𝛼، أي  [6]2− ≡ يعني  [6]2 𝛼، و = 6𝑘 + 𝑘مع  2 ∈ ℤ . 

يض نـجد  6𝑘)5بالتعو + 2) = 6𝛽 − 6𝛽، معناه  2 = 30𝑘 + 𝛽، معناه أن  12 = 5𝑘 + 2 . 
𝑥إذن  = 5(6𝑘 + 2) + 𝑥، ومنه  3 = 30𝑘 + 𝑘مع  13 ∈ ℤ .  

}ب / 
2𝑥 ≡ 2[4]

4𝑥 ≡ 1[3]
}. معناه  

𝑥 ≡ 1[2]

𝑥 ≡ 1[3]
}معناه  

3𝑥 ≡ 3[6]

2𝑥 ≡ 2[6]
𝑥ومنه   ≡ 1[6] . 

يـماهـما الرقـمين الأخي:   58تـمرين     ؟ 512008ن لـلـعـدد ـر
       : 58حـل الـتـمرين 

512لـديـنا  = 512، ومنه  2601 ≡ 1004(512). إذن  [100]1 ≡ 512008، أي  [100]1 ≡ 1[100]  
 . 0وما قبلـه  1إذن الـرقـم الأخير هـو 

𝐴عـدد طبيعي . نـضـع   𝑛 :   67تـمرين  = 𝑛2 − 𝑛 + 1  
 . 7علـى  𝐴بواقـي الـقـسـمـة الإقـليـدية لـلـعـدد  𝑛أ / عين تبعا لـقـيـم الـعـدد الطبيعي 
 . 7قابلا لـلـقـسـمة علـى  𝐴، الـتي يـكـون من أجلـها الـعـدد  𝑛ب / استنتج قـيـم الـعـدد الطبيعي 

𝐵جـ / نضـع  = 27532 − 2753 +  . 7علـى  𝐵. عين باقـي قـسـمـة الـعـدد  1
       : 67ـل الـتـمرين ح

 . 7علـى  𝐴واقـي الـقـسـمـة الإقـليـدية لـلـعـدد ـب 𝑛أ / تـعـييـن تبعا لـقـيـم الـعـدد الطبيعي 
𝐴 = 𝑛2 − 𝑛 + 1 

[7] 6 5 4 3 2 1 0 𝑛 ≡ 
[7] 1 4 2 2 4 1 0 𝑛2 ≡ 
[7] 1 1 1 1 1 1 1 1 ≡ 
[7] 3 0 6 0 3 1 1 𝐴 ≡ 

𝐴ب /   ≡ 𝑛معناه   [7]0 ≡ 𝑛أو  [7]3 ≡ 5[7] . 
𝐵جـ / نضـع  = 27532 − 2753 +  . 7علـى  𝐵. عين باقـي قـسـمـة الـعـدد  1

𝑛نعتبر      = 𝑛، و  2753 ≡ 𝐴إذن  [7]2 ≡ 𝐵وبالتالـي  [7]3 ≡ 3[7] . 
 . 3هو  7علـى  𝐵ومنه باقـي قـسـمـة الـعـدد    

  :   70تـمرين 
 . 9علـى  7𝑛بواقـي الـقـسـمـة الإقـليـدية لـلـعـدد  𝑛أ / أدرس حسب قـيـم الـعـدد الطبيعي 

7𝑛ب/ بـرهـن أنـه من أجل كـل عـدد طبيعي ، يـكـون الـعـدد   + 3𝑛 −  .  9قابلا لـلـقسـمة علـى  1
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   : 70حـل الـتـمرين 
 . 9علـى  7𝑛أ / دراسة  بــواقـي الـقـسـمـة الإقـليـدية لـلـعـدد 

𝑛من أجل  = 0  ،70 ≡ 𝑛. من أجل  [9]1 = 1  ،71 ≡ 7[9]  . 
𝑛من أجل  = 2  ،72 ≡ 𝑛. من أجل  [9]4 = 3  ،73 ≡ 1[9]  . 

ية دورها  9علـى  7𝑛بــواقـي الـقـسـمـة الإقـليـدية لـلـعـدد ومنه   . 3تـشـكـل متتالـية دور
𝑛 ∈ ℕ 3𝑘 + 2 3𝑘 + 1 3𝑘 𝑛 = 

[9] 4 7 1 7𝑛 ≡ 
 . 4و  7،  1 :ومنه البواقـي هي 

7𝑛ب/ البـرهان أنـه من أجل كـل عـدد طبيعي ، يـكـون الـعـدد   + 3𝑛 −  .  9قابلا لـلـقسـمة علـى  1
𝐴نـضع     = 7𝑛 + 3𝑛 − 1  
𝑛إذا كان  ✍ = 3𝑘  فإن𝐴 = 73𝑘 + 9𝑘 − 𝐴، ومنه  1 ≡ 1 + 0 − 𝐴أي  [9]1 ≡ 0[9] . 
𝑛إذا كان  ✍ = 3𝑘 + 𝐴فإن  1 = 73𝑘+1 + 9𝑘 + 𝐴، ومنه  2 ≡ 7 + 0 + 𝐴أي  [9]2 ≡ 0[9] . 
𝑛إذا كان  ✍ = 3𝑘 + 𝐴فإن  2 = 73𝑘+2 + 9𝑘 + 𝐴، ومنه  5 ≡ 4 + 0 + 𝐴أي  [9]5 ≡ 0[9] . 
7𝑛ومنه من أجل كـل عـدد طبيعي ، فإن الـعـدد     + 3𝑛 −  .  9قابلا لـلـقسـمة علـى  1

 تـمارين حول الـتـعـداد 
 . 6أنـشـر الأعـداد الطبيعية التالية الـمكـتوبـة فـي النظام ذي الأساس :   34تـمرين 

 𝑎 = 234̅̅ ̅̅ ̅      ،𝑏 = 1523̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅      ،𝑐 = 503012̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
    : 34حـل الـتـمرين 

𝑎 = 234̅̅ ̅̅ ̅ = 2 × 62 + 3 × 6 + 4 = 94 
𝑏 = 1523̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 1 × 63 + 5 × 62 + 2 × 6 + 3 = 411 

𝑐 = 503012̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 5 × 65 + 3 × 63 + 1 × 6 + 2 = 39536 
  :الأعـداد الطبيعية التالية  7أكـتـب فـي النظام ذي الأساس :   35تـمرين 

 𝑎 = 73 + 2 × 72 + 3 × 7 + 5 ،𝑏 = 5 × 72 + 2 × 7  ،𝑐 = 6 × 73 + 2 × 7 + 1 
     : 35حـل الـتـمرين 

𝑎 = 73 + 2 × 72 + 3 × 7 + 5 = 1235̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅7 
𝑏 = 5 × 72 + 2 × 7 = 520̅̅ ̅̅ ̅7 

𝑐 = 6 × 73 + 2 × 7 + 1 = 6021̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅7 
2003̅̅ما هو أساس الـتـعـداد الـذي يـكـون فـيـه   :   40تـمرين  ̅̅ ̅̅ ̅ = 21̅̅̅̅ ×   ؟ 43̅̅̅̅

     : 40حـل الـتـمرين 
 2003̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 21̅̅̅̅ × 2𝑥3معناه  43̅̅̅̅ + 3 = (2𝑥 + 1)(4𝑥 + 𝑥مع  (3 ≥ 5 . 

2𝑥3أي أن  − 8𝑥2 − 10𝑥 = 2𝑥2، أي  0 − 8𝑥 − 10 = 𝑥أي  0 = 10 . 
6175̅̅الـعـدد  12أكـتب فـي الـنظام ذي الأساس :   48تـمرين  ̅̅ ̅̅  . 9الـمكـتوب فـي الـنظام ذي الأساس  ̅
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      : 48حـل الـتـمرين 
6175̅̅ :لـدينا  ̅̅ ̅̅ ̅ = 6 × 93 + 1 × 92 + 7 × 9 + 6175̅̅، ومنه  5 ̅̅ ̅̅ ̅ = 4523 

 
4523     12 

               𝟏𝟏     376     12 
                                         𝟒      31    12     

                                                          𝟕     2      12 
                                                                   𝟐      0    

 
4523ومنه  = 274α̅̅ ̅̅ ̅̅ α، حيث  12̅ = 11  . 

234̅̅الـعـددين  7أكـتـب فـي الـنظام ذي الأساس :   49تـمرين  ̅̅ 1040̅̅و  ̅ ̅̅ ̅̅  5الـمكـتوبين في الـنظام ذي الأساس  ̅
       : 49حـل الـتـمرين 

234̅̅لـدينا  ̅̅ ̅ = 2 × 52 + 3 × 5 + 4 = 69، ومنه  69 = 126̅̅ ̅̅ ̅7 . 
  

69     7 
               𝟔     9     7 

                                         𝟐      1    7     
                                                          𝟏     0           

 
1040̅̅لـدينا  ̅̅ ̅̅ ̅ = 1 × 53 + 4 × 5 = 145، ومنه  145 = 265̅̅ ̅̅ ̅7 . 

 
145     7 

               𝟓     20     7 
                                         𝟔      2    7     

                                                          𝟐     0           
 

 هـو مـجموعة أرقامه . 𝑆و  3عـدد طبيعي أكـبر من  𝐴فـي الـنظام الـعـشـري ، :   51تـمرين 
 . 3الـقـسـمـة علـى  يـقـبـل  𝑆إذا وفـقـط إذا كان  3أثبت أن يـقـبـل الـقـسـمـة علـى                   
       : 51حـل الـتـمرين 

𝐴يـكـتب فـي الـنظام ذي الأساس الـعـشـري كـمايلـي  𝐴نـفـرض ان  = 𝑎𝑛𝑎𝑛−1 … 𝑎0̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 0حيث  ̅̅ ≤ 𝑎𝑖 ≤ 9 
𝐴ومنه  = 𝑎𝑛10𝑛 + 𝑎𝑛−110𝑛−1 + ⋯ + 𝑎0  ولـدينا من أجل كـل ،𝑛 ∈ ℕ 10𝑛 ≡  وبالتالـي  [3]1

 𝐴 ≡ 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1 + ⋯ + 𝑎0[3] أي𝐴 ≡ 𝑆[3]  إذن ،𝐴 ≡ 𝑆معناه  [3]0 ≡ 0[3] . 
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 تـمارين حول الأعـداد الأولـيـة 
 . 28ترديـد  الـبو  35ترديـد  الـب 3يـوافـق  𝑛الـعـدد الطبيعي  :   31تـمرين 

𝑛أ /  بـرهـن أن                −  . 28و  35هـو مضاعـف مشترك لـلـعـددين  3
 . 𝑛ب / ماهي أصغـر قـيـمـة لـلـعـدد              

       : 31حـل الـتـمرين 

} :لـدينا  أ /
𝑛 ≡ 3[35]

𝑛 ≡ 3[28]
}معناه  

𝑛 − 3 ≡ 0[35]

𝑛 − 3 ≡ 0[28]
𝑛، إذن   −  . 28و  35هـو مضاعـف مشترك لـلـعـددين  3

 . 𝒏أصغـر قـيـمـة لـلـعـدد   /ب 
𝑛لـلـعـدد أصغـر قـيـمـة      − 𝑃𝑃𝐶𝑀(35,28)هـي  3 =  . 143هي  𝑛أصغـر قـيـمـة لـلـعـدد ، ومنه  140

,𝑃𝑃𝐶𝑀(𝑛عـدد طبيعي غير معدوم . أحسب   𝑛 :   33تـمرين  2𝑛 + 1) . 
,𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑛غير معدوم لـدينا  𝑛مـن أجل كـل عـدد طببعي       : 33حـل الـتـمرين  2𝑛 + 1) = 1 . 

,𝑃𝑃𝐶𝑀(𝑛ومنه                            2𝑛 + 1) = 𝑛(2𝑛 + 1) 
,𝑃𝑃𝐶𝑀(𝑎عـدد طبيعي غير معدوم . عين  𝑛 :   35تـمرين  𝑏)  حيث:  

𝑎 = (32𝑛 − 1)(72𝑛 − 𝑏و       (1 = (3𝑛 + 1)(7𝑛 + 1) 
       : 35حـل الـتـمرين 

𝑎 :لـدينا  = (3𝑛 − 1)(7𝑛 − 1)(3𝑛 + 1)(7𝑛 + 𝑎أي  (1 = 𝑏(3𝑛 − 1)(7𝑛 − 1) 
,𝑃𝑃𝐶𝑀(𝑎ومنه  𝑏مضاعف لـ  𝑎أي أن  𝑏) = 𝑎 . 
  :أوليان فـيما بينـهما فـي كـل حالـة من الـحالتين التاليتين  𝑏و  𝑎عـدد طبيعي . أثبت أن الـعـددين  𝑛 :  46تـمرين 

𝑎أ /                   = 𝑛        و𝑏 = 2𝑛 + 1  . 
𝑎ب /                 = 2𝑛 + 𝑏و        3 = 3𝑛 + 5 . 

       : 46حـل الـتـمرين 
2𝑎−أ / لـدينا    + 𝑏 =  . أوليان فـيما بينـهما 𝑏و  𝑎الـعـددين ، ومنه حسب مبرهنة بيزو فإن  1

3𝑎−ب / لـدينا  + 2𝑏 =  . أوليان فـيما بينـهما 𝑏و  𝑎الـعـددين ، ومنه حسب مبرهنة بيزو فإن  1
2045𝑥الـمعادلـة  ℤ2نعتبر فـي      :  60تـمرين  − 64𝑦 = 1 … . .   𝑦و  𝑥ذات الـمجهولين الـصحيحين  (1)

 𝑃𝐺𝐶𝐷(2045,64)عين  -1
 . (1)لـمعادلـة ـل، ثـم عين حلا خاصا  ℤ2تـقـبـل على الأقـل حلا فـي  (1)استنتج أن الـمعادلـة  -2
 . (1)الـمعادلـة  ℤ2حـل فـي  -3

       : 60حـل الـتـمرين 
 :لـدينا .  𝑃𝐺𝐶𝐷(2045,64)تعيـيـن  -8

2045 = 64 × 31 + 64، و  61 = 61 × 1 + 61، و  3 = 3 × 20 + 1  ،3 = 1 × 3 + 0  
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𝑃𝐺𝐶𝐷(2045,64)ومنه  = 1 . 
  ℤ2تـقـبـل على الأقـل حلا فـي  (1)استنتاج أن الـمعادلـة  -2

𝑃𝐺𝐶𝐷(2045,64)بـما أن  =  . ℤ2تـقـبـل على الأقـل حلا فـي  (1)، فإنه حسب مبرهنة بيزو الـمعادلـة  1
  . (1)تـعـيـيـن حلا خاصا لـلـمعادلـة  ✍

}  :لـدينا 
2045 = 64 × 31 + 61

64 = 61 × 1 + 3
61 = 3 × 20 + 1

}، ومنه  

61 = 2045 − 64(31)
3 = 64 − 61(1)
1 = 61 − 3(20)

  

1 = 61 − 3(20) 
1 = 2045 − 64(31) − [64 − 61](20) 

1 = 2045 − 64(31) − 64(20) + 61(20) 
1 = 2045 − 64(51) + 61(20) 

1 = 2045 − 64(51) + [2045 − 64(31)](20) 
1 = 2045 − 64(51) + 2045(20) − 64(620) 

1 = 2045(21) − 64(671) 
 .  (1)لـمعادلـة ـلحلا خاصا  (21,671)ومنه 
 . (1)الـمعادلـة  ℤ2حـل فـي  -3
} :لـدينا 

2045𝑥 − 64𝑦 = 1

2045(21) − 64(671) = 1
𝑥)2045بالطرح نـجد   − 21) − 64(𝑦 − 671) = 0  

𝑥)2045ومنه  − 21) = 64(𝑦 − 671)  . 
} :لـدينا 

2045|64(𝑦 − 671) 

𝑃𝐺𝐶𝐷(2045,64) = 1
𝑦|2045، ومنه حسب مبرهنة غوص فإن   − 𝑦، ومنه   671 = 2045𝑘 + 671  

} :لـدينا 
64|2045(𝑥 − 21) 

𝑃𝐺𝐶𝐷(2045,64) = 1
𝑥|64، ومنه حسب مبرهنة غوص فإن   − 𝑥، ومنه   21 = 64𝑘 + 21  

64𝑘)} :هـي  (1)إذن مـجموعة حـلـول  + 21; 2045𝑘 + 𝑘مع  {(671 ∈ ℤ . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 جرـفـبناءها لصلاة الألا توقظ وت ـيـب
 دارس .ـمـلـم لـهـوتوقظ

 ة .ـركـها ولا بـلا خير فيوت ـيـب
 

 نقكـحياة حول عـد قبضة الـشتـتمصحفك  نى قبضتك عـراخـتـتعندمت 
 


