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 : حناش نبيل كتابة الأستاذ                                                              -المرجح في المستوي

 : 10رقم تمرين ال

-   ABC  . مثلث من المستويI  وJ      :  نقطتان حيث
3

4
AI AB=         6و 2 0BJ CJ− = . 

  بمعاملين يطلب تعيينهما . Bو  Aمرجح للنقطتين  Iثم بين أن   ، Jو  I(  أنشئ النقطتين 1

2  )G ثقلة   مرجح الجملة الم( ) ( ) ( ) ;1 , ;3 , ; 1A B C − . 

)نقطة تلاقي المستقيمين  Gبين أن  ✓ )CI    و( )AJ . 

 .  Gأنشئ النقطة  ✓

3بين أن الشعاع   ✓ 4v MA MB MC= +  ؛  Mمستقل عن  −

4vثم بين أن  :    CI= . 

)عين ثم أنشئ المجموعة  ✓ )  مجموعة النقطM :  من المستوي التي تحقق 

                    3 6 2MA MB MB MC+ = − 

)عين ثم أنشئ المجموعة  ✓ )  مجموعة النقطM :  من المستوي التي تحقق 

        3 3 4MA MB MC MA MB MC+ − = + − 

-    لتكن
k

G    مرجح الجملة المثقلة( ) ( )( ) ; , ; ;1A k B k C−   حيثk . عدد حقيقي 

(  هل النقطة 1
k

G  موجودة من أجل كل عدد حقيقيk . ؟  علل 

(  بين أن  :       2
k

CG k AB= −  . 

مجموعة النقط ثم أنشئ (  عين 3
k

G  لماk  يمسح . 

)( في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس 4 ); ,O i j  نعتبر النقط ،( )1;2A  ،( )0; 2B )و  − )1;3C − . 

إحداثيي النقطة  kعين بدلالة  ✓
k

G . 

حتى تنتمي النقطة  kعين قيمة  ✓
k

G  إلى المستقيم( )D  3الذيy x=        . معادلة له 

 : حل مقترح

 : الجزء الأول

نستعمل المدور و بالإستعانة بمبرهنة طالس لتقسيم القطعة المستقيمة  Iلإنشاء النقطة  -1 AB  أجزاء متقايسة . 4إلى 

6و من العلاقة الشعاعية  2 0BJ CJ− )هي مرجح الجملة المثقلة  Jفإن النقطة  = ) ( ) ;6 , ; 2B C  و باستعمال علاقة شال نجد −
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6 2 2 0BJ CB BJ− − 4أي  = 2 0BJ CB− و منه  =
1

2
BJ CB= ن لإنشاء النقطة ؛ إذJ  نعين منتصف القطعة المستقيمة

 CB  أجزاء متقايسة إنطلاقا من النقطة  3و باستعمال المدور نأخذC  . 

 بمعاملين يطلب تعيينهما : Bو  Aمرجح للنقطتين  Iنبين أن  •

لدينا 
3

4
AI AB=  4معناه 3 0AI AB− 4بعلاقة شال نجد :   Iو بإدخال النقطة  = 3 3 0AI AI IB− − أي  =

3 0AI IB− 3و منه  = 0AI BI+  على الترتيب  3و  1المرفقتين بالمعاملين  Bو  Aهي مرجح النقطتين  I؛ إذن النقطة  =

2  )G    مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ( ) ;1 , ;3 , ; 1A B C − . 

)هي نقطة تلاقي المستقيمين  Gنبين أن  ✓ )CI  و( )AJ : 

)هي مرجح الجملة المثقلة  Iنعلم أن النقطة  (1من السؤال  ) ( ) ;1 , ;3A B  ؛ إذن حسب خاصية التجميع ، فإن النقطةG  هي

)مرجح الجملة المثقلة  ) ( ) ;4 , ; 1I C  : في استقامية ، و منه ينتج Gو  I  ،Cو بالتالي النقط  −

( ) ( )1G CI   النقطة  ؛. و من جهة أخرىJ  هي مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ;6 , ; 2B C ، و نعلم أن ضرب  −

1و بالتالي من أجل  لا يغير المرجح ، kالمعاملات في العدد الحقيقي غير المعدوم 
2

k هي مرجح الجملة  Jفإن النقطة  =

)المثقلة  ) ( ) ;3 , ; 1B C )هي مرجح الجملة المثقلة  G؛ إذن حسب خاصية التجميع ، فإن النقطة  − ) ( ) ;1 , ;2A J  و بالتالي

)في استقامية ، و منه ينتج :   Gو  A  ،Jالنقط  ) ( )2G AJ 

)من  )و  1( )لدينا  2( ) ( )G CI AJ  و بالتالي  ؛G  هي نقطة تلاقي المستقيمين( )CI  و( )AJ .   

إنطلاقا من العلاقة الشعاعية  Gيمكن إنشاء النقطة  ✓
1

3
AG AB AC= )أو برسم المستقيمين  − )CI  و( )AJ  و تعيين نقطة

 . Gتقاطعهما و هي النقطة 

3إثبات أن الشعاع   ✓ 4v MA MB MC= +  و أن :   Mمستقل عن  −

)الجملة المثقلة  هي مرجح Iنعلم أن النقطة  ) ( ) ;1 , ;3A B  و بالتالي من أجل كل نقطة كيفية ،M  من المستوي فإن

3 4MA MB MI+ 4، و منه ينتج  = 4v MI MC= )أي  − )4v MI MC= )و منه  − )4v CM MI= و منه  +

4v CI= . و هو المطلوب   (v  مستقل عن النقطةM ) 

 مثلا فنجد : Aباستعمال علاقة شال ندخل النقطة   : -2- طريقة



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ                                                              -المرجح في المستوي

3 3 4 4v MA MA AB MA AC= + + − 3معناه  − 4v AB AC= 3معناه  − 4v AB CA= بعلاقة  Iو بإدخال النقطة  +

3شال نجد  3 4 4v AI IB CI IA= + + 3أي  + 4v IA IB CI= + 3لأن  + 4 3 4AI IA IA IA IA+ = − + ؛ لكن نعلم أن  =

I  هي مرجح الجملة( ) ( ) ;1 , ;3A B  3و بالتالي 0IA IB+ 4v؛ إذن  = CI=  . و هو المطلوب 

)تعيين ثم إنشاء المجموعة  ✓ )  مجموعة النقطM :  من المستوي التي تحقق 

                    3 6 2MA MB MB MC+ = − 

)هي مرجح الجملة  Iبما أن النقطة           ) ( ) ;1 , ;3A B  فإنه من أجل كل نقطة كيفيةM : من المستوي ينتج 

        3 4MA MB MI+ )هي مرجح الجملة  J، و كذلك النقطة  = ) ( ) ;6 , ; 2B C  و بالتالي من أجل كل     −

6من المستوي فإن  Mنقطة كيفية          2 4MB MC MJ− 3؛ إذن  = 6 2MA MB MB MC+ = −   

4تكافئ          4MI MJ= معناه MI MJ=  أيMI MJ= . 

)إذن مجموعة النقط          )  للقطعة المستقيم المحوري هي IJ    .      

)تعيين ثم إنشاء المجموعة  ✓ )  مجموعة النقطM :  من المستوي التي تحقق 

        3 3 4MA MB MC MA MB MC+ − = + − 

)هي مرجح الجملة المثقلة  Gبما أن النقطة         ) ( ) ( ) ;1 , ;3 , ; 1A B C  من  Mفإنه من أجل كل نقطة كيفية  −

3المستوي فإن         3MA MB MC MG+ − 3، و لاحظ أن  = 4 4MA MB MC v CI+ − = = 

3إذن        3 4MA MB MC MA MB MC+ − = + 3تكافئ  − 4MG CI=   معناه 

      4
3

MG CI=  4) المقدار
3

CI ) ؛ إذن مجموعة النقط  ثابت( )  التي مركزها النقطة  الدائرةهيG  نصف قطرها   و 

     4
3

r CI= . 

 : الجزء الثاني

)لدينا :   kعدد حقيقي  كل(  من أجل 1 ) 1 1k k+ − + 1و  = 0 إذن النقطة  ؛
k

G  موجودة من أجل كلk .      

(  إثبات أن  :   2
k

CG k AB= − . 

k
G  مرجح الجملة المثقلة( ) ( )( ) ; , ; ;1A k B k C−  0؛ إذن نكتب

k k k
kG A kG B G C− +  ، و باستعمال علاقة شال ندخل =
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0فنجد  Bالنقطة 
k k k

kG B kBA kG B G C+ − + 0معناه  =
k

kBA G C+ 0أي  =
k

kBA CG− و منه نجد  =
k

CG kBA=  أي

k
CG k AB=   و هو المطلوب .  −

مجموعة النقط ثم إنشاء (  تعيين 3
k

G  لماk  يمسح : 

لدينا  kمن أجل كل عدد حقيقي 
k

CG k AB= ؛ إذن الشعاعان  −
k

CG  وAB و منه مجموعة النقط  مرتبطان خطيا ،
k

G  لما

k  هي المستقيم  يمسح( )E  الذي يشمل النقطةC  وAB . شعاع توجيه له     

إحداثيي النقطة  kبدلالة تعيين  -(  أ4
k

G : 

:       kمن أجل كل 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

1 0 1 1

1

2 2 1 3

1

k

k

G

G

k k
x

k k

k k
y

k k

− + −
=

+ − +


− − + =
 + − +

أي      
1

4 3

k

k

G

G

x k

y k

= −


= +
    

حتى تنتمي النقطة  kتعيين قيمة العدد   -ب
k

G  إلى المستقيم( )D  3الذيy x= : معادلة له 

( )k
G D  3إذا و فقط إذا كان

k kG G
y x=  معناه ،( )4 3 3 1k k+ = − : 

( )4 3 3 1k k+ = 4تكافئ  − 3 3 3k k+ = 6kو منه نجد  − = − . 

)   : نتيجة )k
G D  6إذا و فقط إذا كانk = و هي النقطة  −

6
G

−
)التي إحداثياها   )7; 21− − . 
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 : 20التمرين رقم 

 -  ABC .  مثلث من المستوي 

K  منتصف القطعة AB   ،I  وJ       :  نقطتان من المستوي بحيث
1

5
BI BC=       و

4

5
CJ CA=     

)مرجح الجملة المثقلة   G(  أنشئ النقطة 1 ) ( ) ( ) ;4 , ;4 , ;1A B C  . 

)مرجح الجملة   I(  بين أن النقطة 2 ) ( ) ;4 , ;1B C  ثم أنشئ النقطةI  . 

)مرجح الجملة   J(  بين أن النقطة 3 ) ( ) ;4 , ;1A C  ثم أنشئ النقطةJ  . 

)(  برهن أن المستقيمات 4 )AI  ،( )BJ  و( )CK .  تتقاطع في نقطة واحدة يطلب تعيينها 

)(  عين ثم أنشئ 5 )1
E  مجموعة النقطM :  من المستوي التي تحقق 

       5 2 4MA MB MB MC+ = + 

4(  بين أن الشعاع  6 5v MA MB MC= −  ؛  Mمستقل عن النقطة  +

5vثم بين أن  :        BJ=  . 

)(  عين ثم أنشئ 7 )2
E  مجموعة النقطM :  من المستوي التي تحقق 

       
9

4 4 4 5
5

MA MB MC MA MB MC+ +  − + 

-   المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس( ); ,O i j . 

)نعتبر النقط    )1,0A −   ،( )2, 1B )و   − )1,3C  ؛ و لتكن النقطةG   مرجح الجملة المثقلة 

  ( ) ( ) ( ) 2; , ; 1 , ;A B C  +  حيث   . عدد حقيقي 

 .  موجودة Gالتي من أجلها تكون  (  عين قيم 1

 .  بدلالة  G(  عين إحداثيي النقطة 2

)هما  Gحتى تكون إحداثيا النقطة  (  هل توجد قيمة لـ 3  ؟  7,1(

 : حل مقترح

)مرجح الجملة المثقلة   G(  إنشاء النقطة 1 ) ( ) ( ) ;4 , ;4 , ;1A B C : 

4موجودة و وحيدة لأن :   Gالنقطة  4 1 9+ + 9و  = 0 . 
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نعتمد على العلاقة الشعاعية :    Gلإنشاء النقطة 
4 1

9 9
AG AB AC= ) إستعمل المدور و بالإعتماد على مبرهنة طالس قم بتقسيم   +

كل من القطعتين  AB  و AC  أجزاء متقايسة (     9إلى 

)مرجح الجملة   I(  إثبات أن النقطة 2 ) ( ) ;4 , ;1B C  ثم إنشاء النقطةI  : 

لدينا 
1

5
BI BC=  5معناه 0BI BC− 5بعلاقة شال نجد  I، و بإدخال النقطة  = 0BI BI IC− − 4أي  = 0BI IC− و منه  =

4 0IB IC− − 4أي  = 0IB IC+ )هي مرجح الجملة المثقلة  Iو منه النقطة  = ) ( ) ;4 , ;1B C . 

نقسم باستعمال المدور و بالإستعانة بمبرهنة طالس القطعة  Iو لإنشاء النقطة  BC  أجزاء متقايسة . 5إلى 

)مرجح الجملة   J(  إثبات أن النقطة 3 ) ( ) ;4 , ;1A C  ثم إنشاء النقطةJ  : 

لدينا 
4

5
CJ CA=  5معناه 4 0CJ CA− 5بعلاقة شال نجد  J، و بإدخال النقطة  = 4 4 0CJ CJ JA− − 4أي  = 0JC JA− − = 

4معناه  0JA JC+ )هي مرجح الجملة المثقلة  Jو بالتالي النقطة  = ) ( ) ;4 , ;1A C . 

تعانة بمبرهنة طالس القطعة نقسم باستعمال المدور و بالإس Jو لإنشاء النقطة  AC  أجزاء متقايسة . 5إلى 

)(  إثبات أن المستقيمات 4 )AI  ،( )BJ  و( )CK :  تتقاطع في نقطة واحدة يطلب تعيينها 

)مرجح الجملة المثقلة  Gلدينا النقطة  ) ( ) ( ) ;4 , ;4 , ;1A B C  لكن النقطة ،I  مرجح الجملة( ) ( ) ;4 , ;1B C ؛ 

)هي مرجح للجملة المثقلة  Gإذن حسب خاصية التجميع ، فإن النقطة  ) ( ) ;4 , ;5A I  و بالتالي النقط ،A  ،I  وG 

)في استقامية ، و منه ينتج :       ) ( )1G AI 

)هي مرجح الجملة  Jمن جهة أخرى ، النقطة  ) ( ) ;4 , ;1A C  إذن حسب خاصية التجميع ، فإن النقطة ،G هي 

)مرجح للجملة المثقلة  ) ( ) ;4 , ;5B J  و بالتالي النقط ،B  ،J  وG   : في استقامية ، و منه ينتج 

( ) ( )2G BJ  يبقى أن نبين أن  ،( )G CK : 

هي منتصف القطعة المستقيمة  Kنعلم أن النقطة  AB  إذن النقطة ،K  هي مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ;4 , ;4A B 

)هي مرجح الجملة  Gإذن حسب خاصية التجميع ، فإن النقطة  ؛ ( ةمتساوي ت) المعاملا ) ( ) ;1 , ;8C K  و بالتالي النقط ،G  ،C 

)في استقامية ، و منه ينتج :     Kو  ) ( )3G CK 

)من  )1  ،( )و  2( )نستنتج أن المستقيمات  3( )AI  ،( )BJ  و( )CK  تتقاطع في نقطة واحدة هيG . 

)(  تعيين ثم إنشاء 5 )1
E  مجموعة النقطM :  من المستوي التي تحقق 
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       5 2 4MA MB MB MC+ = + 

هي منتصف القطعة  Kبما أن  AB  فإنه من أجل كل نقطة كيفيةM  ، 2من المستويMA MB MK+ = 

)هي مرجح الجملة  Iو بما أن  ) ( ) ;4 , ;1B C  فإنه من أجل كل نقطة كيفية ،M  4من المستوي 5MB MC MI+ ؛ إذن  =

5 2 4MA MB MB MC+ = 5تكافئ  + 2 2 5MK MI=  معناهMK MI=  أيMK MI=  . 

)مجموعة النقط  إذن )1
E  للقطعة  المستقيم المحوريهي KI  . 

4(  إثبات أن الشعاع  6 5v MA MB MC= −  ؛  Mمستقل عن النقطة  +

5vثم إثبات أن  :        BJ=  . 

فنجد :         Aباستعمال علاقة شال ندخل النقطة   : -1- طريقة
4 5 5

5

v MA MA AB MA AC

AB AC

= − − + +

= − +
 

 . Mهو شعاع ثابت و مستقل عن النقطة  vإذن الشعاع 

)هي مرجح الجملة المثقلة  Jنعلم أن النقطة   : -2- طريقة ) ( ) ;4 , ;1A C  ؛ إذن من أجل كل نقطة كيفيةM من 

4المستوي فإن  5MA MC MJ+ 5، و منه  = 5v MJ MB= )أي  − )5v BM MJ=  و منه +

5v BJ=  ؛ إذن الشعاعv  هو شعاع ثابت و مستقل عن النقطةM  5حيثv BJ= . 

)(  تعيين ثم إنشاء 7 )2
E  مجموعة النقطM :  من المستوي التي تحقق 

       
9

4 4 4 5
5

MA MB MC MA MB MC+ +  − + 

)هي مرجح الجملة المثقلة  Gبما أن النقطة  ) ( ) ( ) ;4 , ;4 , ;1A B C  فإنه من أجل كل نقطة كيفية ،M   : من المستوي ينتج

4 4 9MA MB MC MG+ + 4، و من جهة أخرى لاحظ أن  = 5 5MA MB MC v BJ− + = = 

إذن 
9

4 4 4 5
5

MA MB MC MA MB MC+ +  − تكافئ  +
9

9 5
5

MG BJ  أيMG BJ  طويلة الشعاع (BJ 

MGأي هي مقدار ثابت (  BJ إذن مجموعة النقط  ؛( )2
E  الذي مركزه النقطة   المغلق القرصهيG  و نصف قطرهr BJ= . 

-  

 موجودة  : Gالتي من أجلها تكون  (  تعيين قيم 1

21موجودا و وحيدا إذا و فقط إذا كان  Gيكون المرجح  0  + + +   2، معناه 2 1 0 + +  : 
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     :0لثانية ذات المجهول الحقيقي و هي معادلة من الدرجة ا 2و بالتالي المعادلة  = 2 1 0 + + تقبل حلا مضاعفا في  =

هو  مجموعة الأعداد الحقيقية 
( )

2

2 1
 = 1أي  − = − . 

1موجودة و وحيدة من أجل  Gتكون النقطة   : نتيجة  ؛ أي من أجل  − 1  − −  

 : بدلالة  G(  تعيين إحداثيي النقطة 2

 فإن : −1يختلف عن  من أجل كل عدد حقيقي 

( )

( )

2

2

2

2

1

2 1

1

2 1

A B C

G

A B C

G

x x x
x

y y y
y

  

 

  

 

+ + +
=

 + +


+ + + =
 + +

أي    

2

2

2

2

2 2

2 1

1 3

2 1

G

G

x

y

  

 

 

 

− + + +
= + +


− − + =

 + +

أي     

2

2

2

2

2

2 1

3 1

2 1

G

G

x

y

 

 

 

 

+ +
= + +


− − =

 + +

 

)هما  Gحيث إحداثيا النقطة  (  إذا وجدت قيمة لـ 3 )أي  7,1( ) ( ); 7;1
G G

x y  ، فإنه من السؤال السابق ينتج : =

2

2

2

2

2
7

2 1

3 1
1

2 1

 

 

 

 

+ +
= + +


− − =

 + +

معناه    

2 2

2 2

7 14 7 2

3 1 2 1

   

   

+ + = + +


− − = + +
معناه     

2

2

6 13 5 0

2 3 2 0

 

 

+ + =


− − =
 

1نحل المعادلة الأولى فنجد :   

2
 = 5أو      −

3
 = 49) المميز    − = ) 

2و نحل المعادلة الثانية فنجد :    1أو       =

2
 = 25) المميز    − = ) 

1) حيث  إذن قيمة   1هي :   تحقق المعادلتين في آن واحد( التي  −

2
 = − 

1هي  توجد قيمة وحيدة لـ   : ةنتيج

2
)هما  Gحتى يكون إحداثيا النقطة  − )7;1 .     

 : الإنشاء الهندسي
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 : 03رقم تمرين ال

• ABC  . مثلث كيفيG  مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ( ) ,3 ; , 2 ; ,1A B C− .    

I  منتصف القطعة AC   ،J  منتصف القطعة BC . 

)مرجح الجملة  Kأنشئ النقطة  -1 ) ( ) ,3 ; ,1A C  ثم أنشئ النقطة ،G .       

 ستقامية .     افي  Gو  B  ،Kأثبت أن النقط  -2

)مرجح الجملة  Gبين أن   -3 ) ( ) ,3 ; , 2I J − .          

)  المستقيمينستنتج أن ا -4 )BK  و( )IJ  يتقاطعان في النقطةG    .    

 ؟  ABIGما طبيعة الرباعي  -5

• M  . نقطة كيفية من المستوي 

2vأثبت أن الشعاع  -6 MA MB MC= −  ؛      Mمستقل عن النقطة  +

2vثم بين أن :       BI=           . 

)عين ثم أنشئ  -7 )1
E  مجموعة النقطM         : من المستوي التي تحقق 

              3 2 2MA MB MC MA MB MC− + = − + 

)عين ثم أنشئ  -8 )2
E  مجموعة النقطM       : من المستوي التي تحقق 

              3 2 2MA MB MC MA MB MC− + = − − + 

 : حل مقترح

)مرجح الجملة  Kإنشاء النقطة  -1 ) ( ) ,3 ; ,1A C  ثم إنشاء النقطة ،G  : 

بالعلاقة :     Kننشئ النقطة  
1

4
AK AC=    ؛ و باستعمال خاصية التجميع فإن النقطةG    هي مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) , 2 , ,4B K− 

2BGبالعلاقة :   Gو منه يمكن إنشاء النقطة  BK= 

بالعلاقة الشعاعية :   Gو يمكن إنشاء النقطة 
1 1

2 2
AG AB AC= − +   

 في استقامية :    Gو  B  ،Kإثبات أن النقط  -2

)هي مرجح الجملة المثقلة  Gمن السؤال السابق نعلم من خاصية التجميع أن النقطة  ) ( ) , 2 ; ,4B K−  و منه( )G BK  ؛ إذن

 في استقامية .      Gو  B  ،Kالنقط 

)مرجح الجملة  Gبين أن ن -3 ) ( ) ,3 ; , 2I J −    : 

3لدينا   2 0GA GB GC− +  بعلاقة شال نجد :  Jو النقطة  Iإدخال النقطة و ب   =
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( )3 2 3 2 0GI GJ IA JB GI IC− + − + + 3، إذن يكفي أن نبين أن :   = 2 0IA JB GI IC− + + =  

0IAبما أن  IC+ 3فإن  = 2 2 2IA JB GI IC IA JB GI− + + = − 3و منه  + 2IA JB GI IC CA BC GI− + + = + + 

3و منه  2IA JB GI IC BA GI− + + = )و بعلاقة شال ينتج  + )13 2
2

IA JB GI IC BA GA GC− + + = +  أي  +

13 2
2

IA JB GI IC BA GA AC− + + = + 1، لكن نعلم أن :   +
2

AG BA AC=  و منه نجد :   +

1 0
2

BA GA AC+ + 3؛ إذن :  = 2 0IA JB GI IC− + +  و منه ينتج :  =

3 2 0GI GJ− )هي مرجح الجملة المثقلة  Gمعناه أن النقطة  = ) ( ) ,3 ; , 2I J −  . 

)المستقيمين أن  استنتاج -4 )BK  و( )IJ  يتقاطعان في النقطةG  النقطة  :G  هي مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) , 2 ; ,4B K−  و

)منه ينتج  )G BK  ؛ و كذلك النقطةG  هي مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ,3 ; , 2I J )و منه ينتج  − )G IJ  : ؛ إذن نستنتج أن

( ) ( )  BK IJ G =   . 

1لدينا    لأن قطريه متناصفان ... التعليل : متوازي أضلاعهو :    ABIGطبيعة الرباعي   -5
4

AK AC=   2حيثAC AI=   و

)منه  )1 2
4

AK AI=  1أي
2

AK AI=  و منه فالنقطةK  هي منتصف القطعة AI ( عية ؛ و من العلاقة الشعا 1(

2BG BK=  نستنتج أن النقطةK  هي منتصف القطعة BG ( )؛ إذن من  2( )و  1( فإن القطرين  2( AI  و BG 

 متوازي أضلاع .    ABIGمتناصفان و منه نستنتج أن الرباعي 

2vإثبات أن الشعاع  -6 MA MB MC= −  : Mمستقل عن النقطة  +

2vمثلا فنجد :  Bباستعمال علاقة شال ندخل النقطة  MB BA MB MB BC= + − + vأي  + BA BC= و هو مستقل عن  +

 .   Mالنقطة 

2vنبين أن  BI=  باستعمال علاقة شال ندخل النقطة :I  في المساواة السابقة فنجدv BI IA BI IC= + + + 

2vأي  BI IA IC= + 0IA؛ لكن  + IC+  منتصف القطعة هي Iلأن النقطة  = AC    : و منه نجد 

2v BI=     . و هو المطلوب 

) اءنشإين ثم يعت -7 )1
E  مجموعة النقطM : من المستوي التي تحقق 

3 2 2MA MB MC MA MB MC− + = − )هي مرجح الجملة  G: بما أن  + ) ( ) ( ) ,3 ; , 2 ; ,1A B C−  فإنه من أجل كل

3من المستوي فإن  Mنقطة كيفية  2 2MA MB MC MG− + 2و لاحظ أن  = 2MA MB MC v BI− + = ؛ إذن  =

3 2 2MA MB MC MA MB MC− + = − 2تكافئ  + 2MG BI=  معناهMG BI=  (BI . ) مقدار ثابت 
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)إذن مجموعة النقط  )1
E  التي مركزها النقطة  الدائرةهيG  وr BI=   . نصف قطر لها 

) اءنشإين ثم يعت -8 )2
E  مجموعة النقطM : من المستوي التي تحقق 

3 2 2MA MB MC MA MB MC− + = − − +   :          

)مرجح الجملة المثقلة  Gلتكن النقطة  ) ( ) ( ) , 2 ; , 1 ; ,1A B C−  من المستوي فإن : Mو منه من أجل كل نقطة كيفية  −

2 2MA MB MC MG− − + = 3؛ إذن  − 2 2MA MB MC MA MB MC− + = − − 2تكافئ  + 2MG MG= − 

MGمعناه  MG= . 

)إذن مجموعة النقط  )2
E  المستقيم المحوري للقطعةهي  GG  . 
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 : 04رقم تمرين ال

)مرجح الجملة المثقلة  Gو  Oمربعا مركزه  ABCDليكن  ) ( ) ( ) ( ) ,1 ; ,2 ; ,3 ; ,6A B C D . 

)مرجح الجملة  I( أنشئ 1 ) ( ) ,1 ; ,3A C  وJ  مرجح الجملة( ) ( ) ,2 ; ,6B D . 

 . Gبمعاملين يطلب تعيينهما ثم أنشئ  Jو  Iهي مرجح للنقطتين  G( بين أن 2

)( لتكن 3 )  مجموعة النقطM   : من المستوي التي تحقق( )
2

2 3 6 12 1MA MB MC MD k+ + + =  . kحيث   +

2عبر عن الشعاع  -أ    3 6MA MB MC MD+ +  . MGبدلالة الشعاع  +

)حتى تكون  kعين قيم  -ب    )  يطلب تعيين مركزها . 1دائرة نصف قطرها 

)نقطة من المستوي . عين ثم أنشئ المجموعة  M( لتكن 4 )E  للنقطM : التي تحقق 

          2 3 6 6MA MB MC MD MA MC+ + + = + 

)( المستوي منسوب إلى المعلم 5 ); ,A AB AD . 

 في هذا المعلم . Gجد إحداثيي النقطة  ✓

)مرجح الجملة المثقلة  Gجد إحداثيي  ✓ ) ( ) ( ) ( ) ,3 ; ,6 ; ,1 ; ,2A B C D . 

 في استقامية . Gو  O  ،Gاستنتج أن النقط  ✓

 : حل مقترح

1 )I  مرجح الجملة( ) ( ) ,1 ; ,3A C  و منه
3

4
AI AC=  وJ  مرجح الجملة( ) ( ) ,2 ; ,6B D  و منه

3

4
BJ BD= . 

 : Gبمعاملين يطلب تعيينهما ثم إنشاء  Jو  Iهي مرجح للنقطتين  G( إثبات أن 2

G  مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ( ) ( ) ,1 ; ,2 ; ,3 ; ,6A B C D ن ، و بما أI  هي مرجح الجملة( ) ( ) ,1 ; ,3A C  و منه حسب

)هي مرجح الجملة  Gخاصية التجميع فإن  ) ( ) ( ) ,4 ; ,2 ; ,6I B D  و بما أن ،J  هي مرجح الجملة( ) ( ) ,2 ; ,6B D  فإنه

)هي مرجح الجملة  Gحسب خاصية التجميع فإن  ) ( ) ,4 ; ,8I J . 

1، إذن من أجل  لا يغير المرجح kنعلم أن ضرب المعاملات في نفس العدد الحقيقي الغير المعدوم 
4

k هي  Gفإن  =

)مرجح الجملة  ) ( ) ,1 ; ,2I J .     

نكتب العلاقة الشعاعية :   Gو لإنشاء النقطة 
2

3
IG IJ= . 

2التعبير عن الشعاع  -( أ3 3 6MA MB MC MD+ +  : MGبدلالة الشعاع  +
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G  هي مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ( ) ( ) ,1 ; ,2 ; ,3 ; ,6A B C D  ؛ إذن من أجل كل نقطة كيفيةM : من المستوي فإن 

  2 3 6 12MA MB MC MD MG+ + + =  .   

)حتى تكون  kتعيين قيم  -ب )  يطلب تعيين مركزها : 1دائرة نصف قطرها 

( )
2

2 3 6 12 1MA MB MC MD k+ + + = )معناه  + )
2

12 12 1MG k= )أي  + )
2

1MG k= + .   

( )  معناه  1دائرة نصف قطرها( )
2

1 1k + 1و منه  = 1k + = 1أو  − 1k + 2kمعناه  = = 0kأو  − = .     

إذن من أجل  2,0k )فإن  − )  هي الدائرة التي مركزهاG  1و نصف قطرها . 

)( تعيين ثم إنشاء المجموعة 4 )E  للنقطM : من المستوي التي تحقق 

          2 3 6 6MA MB MC MD MA MC+ + + = + 

)هي مرجح الجملة  Iالنقطة  ) ( ) ,1 ; ,1A C  و بالتالي من أجل كل نقطة كيفيةM  2من المستوي فإنMA MC MI+ =  

2إذن  3 6 6MA MB MC MD MA MC+ + + = 12معناه  + 6 2MG MI=  و منهMG MI=  ؛ و بالتالي مجموعة

)النقط  )E  للقطعة  المستقيم المحوريهي GI .    

)( المستوي منسوب إلى المعلم 5 ); ,A AB AD . 

 في هذا المعلم : Gإيجاد إحداثيي النقطة  ✓

)في المعلم  Gلإيجاد إحداثيي  ); ,A AB AD  نكتب الشعاعAG  بدلالة الشعاعينAB  وAD نعين عددين  أي  و  حيث 

AG AB AD = + . 

G  مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ( ) ( ) ,1 ; ,2 ; ,3 ; ,6A B C D  2و منه نكتب العلاقة الشعاعية 3 6 0AG BG CG DG+ + + = 

2بعلاقة شال نجد  Aو بإدخال  2 3 3 6 6 0AG BA AG CA AG DA AG+ + + + + + أي  =

12 2 3 6 0AG BA CA DA+ + + 12و منه  = 2 3 3 6 0AG BA CB BA DA+ + + + أي  =

12 5 3 6 0AG BA CB DA+ + + CBمربع فإن  ABCD، و بما أن الرباعي  = DA=  : و منه ينتج

12 5 9 0AG BA DA+ + 12معناه  = 5 9AG AB AD= و منه  +
5 3

12 4
AG AB AD= ؛ إذن  +

5

12
 و  =

3

4
 = 

و منه 
5 3

;
12 4

G
 
 
 

)في المعلم   ); ,A AB AD .   
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)مرجح الجملة المثقلة  Gإيجاد إحداثيي  ✓ ) ( ) ( ) ( ) ,3 ; ,6 ; ,1 ; ,2A B C D : 

3نكتب العلاقة الشعاعية :   6 2 0AG BG CG DG   + + +  بعلاقة شال نجد : Aو بإدخال النقطة  =

3 6 6 2 2 0AG BA AG CA AG DA AG   + + + + + + 12أي  = 6 2 0AG BA CA DA + + + و منه  =

12 6 2 0AG BA CB BA DA + + + + 12أي  = 7 2 0AG BA CB DA + + + فإن  مربع ABCD، و بما أن الرباعي  =

CB DA=  : 12و منه ينتج 7 3 0AG BA DA + + 12و منه  = 7 3AG AB AD = معناه  +
7 1

12 4
AG AB AD = و  +

منه 
7 1

;
12 4

G
 
 
 

)في المعلم   ); ,A AB AD    . 

 :في استقامية  Gو  O  ،Gأن النقط  اجاستنت  ✓

ACلدينا  ABCDفي المربع  AB AD= 2ACفإن  ABCDمركز المربع  Oو بما أن  + AO=  و منه

1 1

2 2
AO AB AD= ، إذن  +

1 1
;

2 2
O
 
 
 

)في المعلم   ); ,A AB AD . 

)في المعلم  OGو  OGالشعاعين  نعين مركبتي ); ,A AB AD      :
G O

G O

x x
OG

y y

− 
 

− 
أي    

1

12

1

4

OG

 
− 

 
 
 
 

 

G O

G O

x x
OG

y y





− 
 

− 
أي    

1

12

1

4

OG

 
 
 
 − 
 

؛ و بما أن :   
1 1 1 1

0
12 4 4 12

 
−  − −  = 

 
 مرتبطان OGو  OGفإن الشعاعين  

 في استقامية . Gو  O  ،Gو بالتالي النقط  خطيا
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A  ،B  وC . ثلاث نقط من المستوي ليست في استقامية 

-   نعتبرI  مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) 2,2 5 ; ,3A k B k−  وJ  مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) 2 2, ; , 3 4A k C k− حيث  +

k . 

منتصف القطعة  Iحتى تكون النقطة  k( عين قيمة 1 AB  و النقطةJ  منتصف القطعة AC . 

 ( أنشئ شكلا مناسبا .2

-   لتكنD  مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ,3 ; , 2A B − . 

 مرفقتين بمعاملين يطلب تعيينهما . Dو  Bهي مرجح النقطتين  A( بين أن 1

2( بين أن :  2 3 0JB JC JD+ + = . 

)( عين ثم أنشئ 3 )  مجموعة النقطM : من المستوي التي تحقق 

    2 3 3MB MC MD MA MB+ + = + 

-   لتكن النقطةG   : 3المعرفة بالعلاقة 2 5 0GA GB GC− + = 

( بين أن :  1 G CD . 

)هي مرجح الجملة المثقلة  G( أثبت أن النقطة 2 ) ( ) ,5 ; , 2J I          . G، ثم أنشئ  −

 في استقامية . Gو  I  ،J( استنتج أن النقط 3

 : حل مقترح

منتصف القطعة  I( تكون النقطة 1 AB : إذا و فقط إذا كانت المعاملات متساوية معناه 

22 5 3k k− 22أي  = 3 5 0k k− −  . kو هي معادلة من الدرجة الثانية ذات المجهول الحقيقي  =

49 5و نجد :   =
2

k 1kأو    = = − . 

تصف القطعة من Jو تكون النقطة  AC : إذا و فقط إذا كانت المعاملات متساوية معناه 

2 23 4k k= − 24أي  + 4k 2معناه  = 1k 1kو منه  = = 1kأو  − = . 

1kالتي تحقق المعادلتين في آن واحد هي  kإذن قيمة  = منتصف القطعة  Iو من أجلها تكون النقطة  − AB  و النقطةJ 

منتصف القطعة  AC . 

-   

 مرفقتين بمعاملين يطلب تعيينهما : Dو  Bهي مرجح النقطتين  A( تبيان أن 1

D  مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ,3 ; , 2A B 3معناه  − 2 0AD BD− بعلاقة شال نجد  Aو بإدخال النقطة  =

3 2 2 0AD BA AD− − 2أي  = 0AD BA− 2معناه  = 0AB AD+ المرفقتين  Dو  Bهي مرجح النقطتين  Aو بالتالي  =

 على الترتيب .    1و  2بالمعاملين 

2( إثبات أن :  2 3 0JB JC JD+ + =  . 
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2بعلاقة شال نجد  Aبإدخال النقطة  3 2 2 3 3JB JC JD JA AB JA AC JA AD+ + = + + + +  أي +

2 3 6 2 3JB JC JD JA AB AC AD+ + = + + 2و بما أن  + 0AB AD+ )مرجح الجملة  Aلأن  = ) ( ) ,2 ; ,1B D 

2فإنه ينتج  3 6 3JB JC JD JA AC+ + = منتصف القطعة  J، و بما أن  + AC  2فإنAC AJ=  3و منه 6AC AJ=  ،

2إذن ينتج  3 6 6JB JC JD JA AJ+ + = )أي  + )2 3 6 0JB JC JD JA AJ+ + = +  شعاعان متعاكسان  AJو  JAلأن  =

)( تعيين ثم إنشاء 3 )  مجموعة النقطM : من المستوي التي تحقق 

    2 3 3MB MC MD MA MB+ + = + 

2بما أن  3 0JB JC JD+ + 2و  = 3 1 6+ + 6و  = 0  فإنJ  هي مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ( ) ,2 ; ,3 ; ,1B C D  ؛ إذن

2من المستوي فإن :   Mمن أجل كل نقطة كيفية  3 6MB MC MD MJ+ + = . 

)هي مرجح الجملة  Iو من جهة أخرى ، النقطة  ) ( ) ,1 ; ,1A B  لأن (I  منتصف القطعة AB  و بالتالي من أجل كل نقطة )

2MAمن المستوي فإن :   Mكيفية  MB MI+ 2؛ إذن  = 3 3MB MC MD MA MB+ + = تكافئ  +

6 3 2MJ MI=  معناهMJ MI=  إذن مجموعة النقط ،( )  للقطعة  المستقيم المحوريهي IJ . 

-   

( تبيان أن :  1 G CD . 

حتى نثبت أن  G CD  يكفي أن نثبت أنG  هي مرجح للجملة المثقلة( ) ( ) , ; ,C D   حيث  و  منعددان حقيقيان 

 .  نفس الإشارة

3لدينا  2 5 0GA GB GC− + )مرجح للجملة المثقلة  Gمعناه  = ) ( ) ( ) ,3 ; , 2 ; ,5A B C−  لكن نعلم أن النقطة ،D  هي مرجح

)للجملة  ) ( ) ,3 ; , 2A B )هي مرجح للجملة المثقلة  G؛ إذن حسب خاصية التجميع فإن  − ) ( ) ,5 ; ,1C D  . 

؛ إذن  من نفس الإشارة 1و  5 G CD   . 

)هي مرجح الجملة المثقلة  G( إثبات أن النقطة 2 ) ( ) ,5 ; , 2J I  : G، ثم إنشاء  −

3لدينا  2 5 0GA GB GC− + 3و بعلاقة شال نجد  = 2 2 5 5 0GA GI IB GJ JC− − + + أي  =

( )5 2 3 2 5 0GJ GI GA IB JC− + − + )هي مرجح الجملة المثقلة  G؛ إذن حتى تكون  = ) ( ) ,5 ; , 2J I يكفي أن نثبت أن  −

3 2 5 0GA IB JC− + = : 

هي منتصف القطعة  Iبما أن النقطة  AB  وJ  هي منتصف القطعة AC  2فإن 2IB BI BA− = 1و  =
2

JC AC=  و

بالتالي 
5

3 2 5 3
2

GA IB JC GA BA AC− + = + )هي مرجح الجملة المثقلة  G، لكن  + ) ( ) ( ) ,3 ; , 2 ; ,5A B C−  و منه
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نكتب 
2 5

6 6
GA BA CA= − معناه  +

5
3

2
GA BA CA= − و منه  +

5 5
3 2 5

2 2
GA IB JC BA CA BA AC− + = − + + + 

3معناه  2 5 0GA IB JC− + 5.  إذن  = 2 0GJ GI− )هي مرجح الجملة المثقلة  Gو النقطة  = ) ( ) ,5 ; , 2J I −  . 

 في استقامية . Gو  I  ،Jعلى الترتيب ، إذن النقط  5و  −2المرفقتين بالمعاملين  Jو  Iالنقطتين  مرجح G( النقطة 3

5  نكتب : G لإنشاء النقطة  : الإنشاء الهندسي
3

IG IJ= . 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : حناش نبيل كتابة الأستاذ                                      

 

 

 

 

 



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ                                                            -المرجح في المستوي

  : 06رقم تمرين ال

ABC  . مثلث كيفيF  ،G  وH  : ثلاث نقط من المستوي حيثG  مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ( ) ,1 ; ,1 ; , 1A B C  Fو  −

تحقق : 
5 1

4 2
AF AB AC= منتصف القطعة  Hو  − AB . 

 . Gأنشئ النقطة  -(  أ1

 باستعمال خاصية التجميع . Fمرفقة بمعاملات يطلب تعيينها ، ثم أنشئ  Cو  A  ،Bلنقط مرجح ل Fبين أن  -ب     

)مرجح الجملة المثقلة  G( بين أن 2 ) ( ) ,2 ; , 1H C − . 

)( عين ثم أنشئ المجموعة 3 )1
E  للنقطM : من المستوي التي تحقق 

        MA MB MC MA MB+ − = − 

)( عين ثم أنشئ المجموعة 4 )2
E  للنقطM : من المستوي التي تحقق 

        
1

2
MA MB MC MA MB+ − = + 

)طبيعة المجموعة  k( ناقش حسب قيم الوسيط الحقيقي 5 )  للنقطM   : من المستوي التي تحقق 

      ( )4 1MA MB MC k+ − = − 

)( نزود المستوي بمعلم متعامد و متجانس 6 ); ,O i j . 

)نعتبر النقط  )0;3A  ،( )1;0B −  ،( )3;1C . 

)حتى تكون النقطة  و  جد العددين  ✓ )0;1W  مرجحا للجملة( ) ( ) ( ) ,2 ; , ; ,A B C  . 

 : حل مقترح

)مرجح الجملة المثقلة  G  :G( إنشاء 1 ) ( ) ( ) ,1 ; ,1 ; , 1A B C AGو بالتالي  − AB AC= AGأي  − CA AB=  و منه +

AG CB= . 

 مرفقة بمعاملات يطلب تعيينها : Cو  A  ،Bمرجح للنقط  F( إثبات أن 2

لدينا 
5 1

4 2
AF AB AC= 4معناه  − 5 2 0AF AB AC− +  بعلاقة شال نجد : Fو بإدخال النقطة  =

4 5 5 2 2 0AF AF FB AF FC− − + + 5أي  = 2 0AF FB FC− + 5أي  = 2 0AF BF CF+ − هي  Fو منه  =

)جملة المثقلة مرجح ال ) ( ) ( ) ,1 ; ,5 ; , 2A B C − . 

 باستعمال خاصية التجميع : Fإنشاء  ✓

1 5 6+ 6و  = 0  ؛ إذن مرجح الجملة( ) ( ) ,1 ; ,5A B  موجود و ليكنI  و لإنشاء ،I   : نكتب
5

6
AI AB=   

 نكتب :  Gو لإنشاء  6و  −2المرفقتين بالمعاملين  Iو  Cهي مرجح النقطتين  Gحسب خاصية التجميع فإن 
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6

4
CG CI=  معناه

3

2
CG CI=   . 

)مرجح الجملة المثقلة  G( إثبات أن 2 ) ( ) ,2 ; , 1H C − : 

G  مرجح الجملة( ) ( ) ( ) ,1 ; ,1 ; , 1A B C هي منتصف القطعة  Hو  − AB  و بالتاليH  مرجح الجملة( ) ( ) ,1 ; ,1A B  ؛

)مرجح الجملة المثقلة  Gإذن حسب خاصية التجميع فإن  ) ( ) ,2 ; , 1H C − . 

)( تعيين ثم إنشاء المجموعة 3 )1
E  للنقطM : من المستوي التي تحقق 

        MA MB MC MA MB+ − = − 

G  مرجح الجملة( ) ( ) ( ) ,1 ; ,1 ; , 1A B C من المستوي فإن  Mو بالتالي من أجل كل نقطة كيفية  −

( )1 1 1MA MB MC MG+ − = + MAأي  − MB MC MG+ − = . 

MA MB−  هو شعاع مستقل عن النقطةM  و بإدخالB  بعلاقة شال نجدMA MB MB BA MB− = + أي  −

MA MB BA− MA؛ إذن  = MB MC MA MB+ − = MGتكافئ  − BA=  معناهMG AB= . 

)مجموعة النقط إذن  )1
E  التي مركزها الدائرة هيG  نصف قطرها وr AB= .   

)( تعيين ثم إنشاء المجموعة 4 )2
E  للنقطM : من المستوي التي تحقق 

        
1

2
MA MB MC MA MB+ − = + 

H  هي مرجح الجملة( ) ( ) ,1 ; ,1A B  و بالتالي من أجل كل نقطة كيفيةM   : من المستوي فإن( )1 1MA MB MH+ =  أي +

2MA MB MH+ ؛ إذن  =
1

2
MA MB MC MA MB+ − = MGتكافئ  + MH=  معناهMG MH= . 

)مجموعة النقط إذن  )2
E  للقطعة المستقيم المحوري هي GH . 

)طبيعة مجموعة النقط  k( المناقشة حسب قيم الوسيط الحقيقي 5 )   : 

      ( )4 1MA MB MC k+ − = − 

1kإذا كان  • )فإن  > )4 1 0k )و بالتالي  −> ) = . لأن الموجب لا يساوي السالب 

1kإذا كان  • )فإن  = )4 1 0k − 0MAو منه  = MB MC+ − 0MGمعناه  = 0MGأي  =  Mو بالتالي  =

)إذن :   Gتنطبق على  )  G = . 

1kإذا كان  • )فإن  < )4 1 0k )و منه  −< )4 1MA MB MC k+ − = )معناه  − )4 1MG k= أي  −

( )4 1MG k= )؛ إذن :   − )  هي الدائرة التي مركزهاG  و نصف قطرها( )4 1r k= − . 



 : حناش نبيل كتابة الأستاذ                                                            -المرجح في المستوي

)حتى تكون النقطة  و  إيجاد العددين ( 6 )0;1W  مرجحا للجملة( ) ( ) ( ) ,2 ; , ; ,A B C  : 

( );
W W

W x y  مرجح للجملة( ) ( ) ( ) ,2 ; , ; ,A B C      : معناه

3

2

6

2

W

W

x

y

 

 



 

− +
= + +


+ =

 + +

معناه    

3
0

2

6
1

2

 

 



 

− +
= + +


+ =

 + +

 

معناه  
3 0

6 2

 

  

− + =


+ = + +
أي   

3 0

4

 



− + =


=
و منه   

4

4
3





=


=

 . 

)إذن النقطة  )0;1W  مرجح الجملة( ) ( ) ( ) 4,2 ; ,4 ; ,
3

A B C  . 

 : الإنشاء الهندسي
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 : 07التمرين رقم 

ABC  الوحدة هي السنتيمتر ( 6مثلث متقاس الأضلاع طول ضلعه (   . 

H  وG  2نقطتان من المستوي حيث 0AH AB+ )مرجح الجملة المثقلة  Gو  = ) ( ) ( ) ,3 ; , 1 ; ,2A B C− . 

 . G( أنشئ النقطة 1

 . Hيينهما ثم أنشئ المرفقتين بمعاملين يطلب تع Bو  Aهي مرجح النقطتين  H( أثبت أن 2

منتصف القطعة  G( بين أن النقطة 3 CH . 

)( عين ثم أنشئ 4 )  مجموعة النقطM : من المستوي التي تحقق 

     3 2 4MA MB MC < MA MB− + −  

)( نزود المستوي بمعلم متعامد و متجانس 5 ); ,O i j . 

)نعتبر النقط    )0;1A  ،( )0;5B  ،( )2;1C .  

و لتكن النقطة 
m

G  مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ( ) 2 2, 4 ; , 2 ; ,2A m B m m C m− +  . mمع  −

التي من أجلها تكون  mعين قيم  -أ  
m

G . موجودة 

عين إحداثيي النقطة  -ب  
m

G ة بدلالm . 

عين المحل الهندسي للنقط  -جـ  
m

G  لماm  يمسح . 

 : حل مقترح

)مرجح الجملة المثقلة  G  :G( إنشاء النقطة 1 ) ( ) ( ) ,3 ; , 1 ; ,2A B C−  3معناه 2 0AG BG CG− + و باستعمال علاقة  =

3شال نجد  2 2 0AG BA AG CA AG− − + + 4أي  = 2 0AG BA CA− + و منه  =
1 1

4 2
AG AB AC= − +  . 

 : Hالمرفقتين بمعاملين يطلب تعيينهما ثم إنشاء  Bو  Aهي مرجح النقطتين  H( إثبات أن 2

2لدينا  0AH AB+ 2و باستعمال علاقة شال نجد  = 0AH AH HB+ + 3أي  = 0AH HB+ 3و منه  = 0AH BH− = 

 على الترتيب . −1و  3المرفقتين بالمعاملين  Bو  Aهي مرجح النقطتين  Hإذن 

نكتب :   Hلإنشاء 
1

2
AH AB= − . 

منتصف القطعة  Gأن  تبيان (3 CH : 
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G  مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ( ) ,3 ; , 1 ; ,2A B C−  وH  مرجح الجملة( ) ( ) ,3 ; , 1A B ؛ إذن حسب خاصية التجميع فإن  −

G  هي مرجح الجملة( ) ( ) ,2 ; ,2H C   لأن (( )3 1 2+ − منتصف القطعة تمثل  Gإذن  ؛ المعاملات متساوية ؛(  = CH . 

)( تعيين ثم إنشاء 4 )  مجموعة النقطM : من المستوي التي تحقق 

     3 2 4MA MB MC < MA MB− + −  

G  مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ( ) ,3 ; , 1 ; ,2A B C−  و بالتالي من أجل كل نقطة كيفيةM : من المستوي فإن 

( )3 2 3 1 2MA MB MC MG− + = − 3أي  + 2 4MA MB MC MG− + = . 

MAالشعاع  MB−  مستقل عن النقطةM  و باستعمال علاقة شال نكتبMA MB MB BA MB− = + أي  −

MA MB BA− 3؛ إذن  = 2 4MA MB MC < MA MB− + 4تكافئ  − 4MG < BA  6معناهMG <  . 

)إذن مجموعة النقط  )  ماعدا الحافة ( الذي مركزه  القرص المفتوحهي (G  6و نصف قطرهr = . 

5 ) 

التي من أجلها تكون  mتعيين قيم  -أ
m

G : موجودة 

تكون 
m

G  2موجودة إذا و فقط إذا كان 24 2 2 0m m m m− + + − +   4معناه 0  و هي محققة من أجل كل عدد حقيقيm . 

إذن 
m

G كل  موجودة من أجلm . 

تعيين إحداثيي النقطة  -ب
m

G  بدلالةm : 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

4 0 2 0 2 2

4

4 1 2 5 2 1

4

m

m

G

G

m m m m
x

m m m m
y

 − +  + −  + 
=




− +  + −  + 
=



)و منه     )2; 2 1
m

G m m m− +   . 

تعيين المحل الهندسي للنقط  -جـ
m

G  لماm  يمسح : 

)من السؤال السابق ؛  )2; 2 1
m

G m m m− )أي  + )( )
2

; 1
m

G m m  .  mحيث  −

)بـ :   المعرفة على  fلو نعتبر الدالة  ) ( )
2

1f x x= )فإن تمثيلها البياني  − )f
C  هو مجموعة النقط( );M x y  حيث

( )
2

1

x

y x




= −

) فإن mو بالتالي من أجل كل   )m f
G C  ؛ إذن مجموعة النقط

m
G  لماm  هو القطع المكافئ  يمسح

   . fالممثل للدالة 
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) : ملاحظة )f
C  هو صورة( )P  التمثيل البياني للدالة "مربع" بالإنسحاب الذي شعاعه

1

0
v
 
 
 

 . 
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 : 08رقم تمرين ال

A  ،B  وC  ثلاث نقط من المستوي ليست في استقامية و ليكنk  عدد حقيقي من المجال 1;1− . 

ليكن 
k

G  مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ( ) 2, 1 ; , ; ,A k B k C k+ − . 

منتصف القطعة  C  ،Iو  A  ،B( مثل النقط 1 BC  و أنشئ ،
1

G  و
1

G
−

 . 

( برر وجود 2
k

G  من أجل كل عدد حقيقيk  من المجال 1;1−   : و بين أن
2 1

k

k
AG BC

k
= −

+
 . 

)نقطة من  N( لتكن 3 )BC . 

على  Nهل يمكن أن تنطبق  ✓
k

G . ؟  علل 

( أدرس إتجاه تغير الدالة 4
2

:
1

x
f x

x
−

+
على المجال   1;1− . ثم شكل جدول تغيراتها 

( استنتج مجموعة النقط 5
k

G  أو المحل الهندسي للنقطة (
k

G  عندما يمسح )k  المجال 1;1−  . 

 : حل مقترح

1 )
1

G ملة هي مرجح الج( ) ( ) ( ) ,2 ; ,1 ; , 1A B C 2، و بما أن  − 1 1 2+ − 2و  = 0  فإن
1

G  موجودة و وحيدة و يمكن

إنشاؤها بالعلاقة الشعاعية :  
1

1 1

2 2
AG AB AC= )أي  − )1

1

2
AG AB AC= )أي  − )1

1

2
AG CA AB= و منه  +

1

1

2
AG CB=  و .

1
G

−
)هي مرجح الجملة   ) ( ) ( ) ,2 ; , 1 ; ,1A B C−  2، و بما أن 1 1 2− + 2و  = 0  فإن

1
G

−
موجودة و  

وحيدة و يمكن إنشاؤها بالعلاقة الشعاعية :  
1

1 1

2 2
AG AB AC

−
= − )أي  + )1

1

2
AG AB AC

−
= − 1أي  −

1

2
AG CB

−
= − . 

2( بما أن 2 21 1k k k k+ + − = ، و من أجل كل عدد حقيقي  + 1;1k 2فإن  − 1 0k 2و بالتالي  +< 1 0k +   إذن النقطة ،

k
G  موجودة و وحيدة من أجل كل عدد حقيقي من المجال 1;1− . 

و لدينا :  
2 21 1

k

k k
AG AB AC

k k
= −

+ +
)أي   )2 1

k

k
AG AC AB

k
= − −

+
)أي   )2 1

k

k
AG BA AC

k
= − +

+
و منه  

2 1
k

k
AG BC

k
= −

+
 و هو المطلوب .  

3 )( )N BC  لو تنطبق النقطة ،N  على
k

G فإنه ينتج   :( )k
G BC  حيث نعلم أن ،

k
G  هي مرجح الجملة

( ) ( ) ( ) 2, 1 ; , ; ,A k B k C k+ )و بالتالي  − )k
G BC  إذا و فقط إذا كان معاملA  2معدوما ، أي 1 0k + لأنه من  تناقض =

أجل كل عدد حقيقي  1;1k 2فإن  − 1 0k +   ؛ إذن لا يمكن أن تنطبقN  على
k

G . 

على المجال  f( دراسة إتجاه تغير الدالة 4 1;1− : 

f  قابلة للإشتقاق على المجال 1;1−  و من أجل كل عدد حقيقي 1;1x −    : 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2
2 2

1 1 2 1

1 1

x x x x
f x

x x

+ − −
 = − =

+ +
و بما أنه من أجل كل    1;1x )نعلم أن  − )

2
2 1 0x )ارة  فإن إش +< )f x  
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2من إشارة البسط  1x ).  نضع  − ) 0f x 2معناه  = 1 0x − 2يكافئ  = 1x = 2أو  − 1x = . 

 

من أجل كل عدد حقيقي  1;1x )لدينا  − ) 0f x   و منهf على المجال  متناقصة تماما 1;1− . 

 : جدول التغيرات 

 

 

 

 

 

( استنتاج المحل الهندسي للنقطة 5
k

G  عندما يمسحk  المجال 1;1− : 

 المجال kمن جدول التغيرات ، عندما يمسح  1;1−  فإن
2

1 1

2 1 2

k

k
−  − 

+
و بما أن  

2 1
k

k
AG BC

k
= −

+
هو  BCفإن  

) شعاع توجيه للمستقيم ) الذي يشمل النقطة A . 

1kمن أجل  = −   :
2

1

1 2

k

k
− =

+
و  

1

1

2
AG BC

−
1kو من أجل  = =   :

2

1

1 2

k

k
− = −

+
و  

1

1

2
AG BC= − . 

المحل الهندسي للنقطة 
k

G  عندما يمسحk  المجال 1;1−  القطعة المستقيمة هي 1 1
G G

−
)من المستقيم   ) . 
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 : 09التمرين رقم 

ABC  مثلث متساوي الساقين فيA  و ليكن الإرتفاع AH  المتعلق بالضلع BC  : 4حيثAH  ) الوحدة هي السنتيمتر ( . =

 على الترتيب . 1،  1،  2المرفقة بالمعاملات  Cو  A  ،Bمرجح النقط  G( عين ثم أنشئ النقطة 1

2 )M  نقطة من المستوي . عين طويلة الشعاعU  : 2حيثU MA MB MC= − − 

8Uنفرض فيما يلي أن :  •  ) الوحدة هي السنتيمتر ( .  =

)( عين ثم أنشئ 3 )E  مجموعة النقطM : من المستوي التي تحقق 

     2MA MB MC U+ + =  

( لتكن 4
n

G  مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ( ) ,2 ; , ; ,A B n C n  حيثn  . 

أثبت أن النقطة  ✓
n

G  موجودة من أجل كلn   و أن النقطة ،
n

G  تنتمي إلى القطعة المستقيمة AH  . 

2MAمن المستوي التي تحقق :   M( بين أن مجموعة النقط 5 nMB nMC n U+ + )هي دائرة  = )n
  يطلب تعيين

 مركزها و نصف قطرها . 

)تنتمي إلى  A( تحقق من أن النقطة 6 )n
   ثم استنتج المسافة

n
AG  بدلالةn . 

 : حل مقترح

1 )G  هي مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ( ) ,2 ; ,1 ; ,1A B C  2و منه 0GA GB GC+ +  نكتب : G؛ و لإنشاء النقطة  =

  
1 1

4 4
AG AB AC= + . 

2U( الشعاع 2 MA MB MC= − و باستعمال علاقة شال نكتب :   Mمستقل عن النقطة  −

2U MA MA AB MA AC= − − − Uأي  − BA CA= Uو بالتالي  + BA CA= + . 

BA   تنبيه : CA BA CA+  + 

و  Aمتساوي الساقين في  ABCالمثلث  AH  هو الإرتفاع المتعلق بالضلع BC  2؛ إذنBA CA HA+ و بالتالي  =

2U BA CA HA= + 4HAحيث  = 8Uو منه ينتج :   = =  . 

)( تعيين ثم إنشاء 3 )E  مجموعة النقطM : من المستوي التي تحقق 

     2MA MB MC U+ + =  

G  هي مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ( ) ,2 ; ,1 ; ,1A B C  و بالتالي من أجل كل نقطة كيفيةM  : من المستوي فإن 

( )2 2 1 1MA MB MC MG+ + = + 2أي  + 4MA MB MC MG+ + = . 

2MAإذن  MB MC U+ + 4تكافئ  = 8MG 2MGمعناه  = =  . 
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)إذن مجموعة النقط  )E  التي مركزها  الدائرةهيG  2و نصف قطرهاr = . 

( لتكن 4
n

G  مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ( ) ,2 ; , ; ,A B n C n  حيثn  . 

إثبات أن النقطة  ✓
n

G  موجودة من أجل كلn   و أن النقطة ،
n

G  تنتمي إلى القطعة المستقيمة AH  : 

2لدينا  2 2n n n+ + = 2و  + 2 0n+   من أجل كلn   النقطة ؛ إذن
n

G من أجل كل  موجودةn   . 

2لدينا  0
n n n

G A nG B nG C+ + 2و باستعمال علاقة شال نجد  = 0
n n n

G A nG H nHB nG H nHC+ + + + أي  =

( )2 2 0
n n

G A nG H n HB HC+ + + هي منتصف القطعة  H، و بما أن  = BC  لأن ( AH  هو الإرتفاع المتعلق بالضلع

 BC  في المثلث المتساوي الساقين فيA  فإن )HB  وHC  0شعاعان متعاكسان و بالتاليHB HC+ = . 

0إذن ينتج 
n n

G A nG H+ و بالتالي  =
n

G مرجح النقطتين  هيA  وH  و  1المرفقتين بالمعاملينn . على الترتيب 

( و منه نستنتج أن  تماما من نفس الإشارة ) كلاهما عدد موجب nو  1 n
G AH .  

2MAمن المستوي التي تحقق :   M( تبيان أن مجموعة النقط 5 nMB nMC n U+ + )هي دائرة  = )n
  يطلب تعيين

 مركزها و نصف قطرها :

n
G  مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ( ) ,2 ; , ; ,A B n C n  و بالتالي من أجل كل نقطة كيفيةM : من المستوي فإن 

( )2 2 2
n

MA nMB nMC n MG+ + = 2MAو بالتالي  + nMB nMC n U+ + )تكافئ  = )2 2
n

n MG n U+ = 

)معناه  )2 1 8
n

n MG n+ و منه  =
4

1
n

n
MG

n
=

+
nحيث     . 

2MAإذن مجموعة النقط التي تحقق  nMB nMC n U+ + التي مركزها  الدائرةهي  =
n

G  4و نصف قطرها

1

n
r

n
=

+
  . 

M( من أجل 6 A=  2في المساواةMA nMB nMC n U+ + نجد :   =

2 2 2 8MA nMB nMC AA nAB nAC n AB AC n AH n n U+ + = + + = + = = لأن  =

2AB AC AH+ 4AHو نعلم أن  = 8Uو  = M؛ إذن من أجل  = A=  2، المساواةMA nMB nMC n U+ + = 

)أن  محققة ، و منه نستنتج )n
A  . 

استنتاج المسافة  •
n

AG  : 

النقطة 
n

G  هي مركز الدائرة( )n
  و بما أن ،( )n

A   : فإن
n

AG r=  معناه
4

1
n

n
AG

n
=

+
 . 

 : الإنشاء الهندسي
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 : 10التمرين رقم 

منتصف  Iمتوازي أضلاع و النقطة  ABCDليكن  AB  المستقيمان .( )BD  و( )CI  يتقاطعان في النقطةG . 

 ( أرسم شكلا مناسبا .1

)برهن أن :  -( أ2 )1 0GA GB GC+ + = . 

 ؟ ABCبالنسبة إلى المثلث  Gماذا تمثل النقطة   -ب    

)مرجح  Kأنشئ النقطة  -( أ3 ),1A  ،( ),1B  و( ), 1C − . 

)هي أيضا مرجح  Kبرهن أن  -ب    ),3G  و( ), 2C − . 

)استنتج من العلاقة  -( أ4 )مرجح  Aأن النقطة  1( ),1D  ،( ),3G  و( ), 2C − . 

منتصف القطعة  Aبين أن  -ب     DK . 

)( عين ثم أنشئ 5 )E جموعة النقط مM  : من المستوي التي تحقق 

    3 2MD MG MC MA MB+ − = + 

المرجح  mمن أجل أي قيم للعدد الحقيقي  -( أ6
m

I  للجملة( ) ( ) ( ) , ; ,3 ; , 2D m G C  يكون موجودا ؟ −

عندما تكون  -ب    
m

I   : موجودة ، بين أن
1

1
m

DI DK
m

=
+

 . 

أدرس تغيرات الدالة  -جـ    
1

:
1

f x
x +

 و شكل جدول تغيراتها ) حدد النهايات عند أطراف مجموعة التعريف ( . 

استنتج المحل الهندسي للنقطة  -د    
m

I  عندما يمسحm  المجموعة 1− − . 

 : حل مقترح

 ( الإنشاء الهندسي :1
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)( إثبات أن : 2 )1 0GA GB GC+ + = . 

G  مركز ثقل المثلثتمثل ABC  لأنG  هي نقطة تقاطع متوسطين في المثلثABC : 

المتوسط المتعلق بالضلع  AB  و هو المستقيم( )CI  و المتوسط المتعلق بالضلع AC  و هو المستقيم( )BD  المستقيم (( )BD 

يقطع الضلع  AC  في المنتصف لأن قطري متوازي الأضلاعABCD  0متناصفان ( ؛ إذنGA GB GC+ + =  . 

)مرجح  Kإنشاء النقطة  -( أ3 ),1A  ،( ),1B  و( ), 1C − : 

AKنعتمد على العلاقة  Kلإنشاء النقطة  AB AC
 

     
= +

+ + + +
AKو منه    AB AC= AKأي  − CB= . 

)هي أيضا مرجح  Kإثبات أن  -ب ),3G  و( ), 2C − : 

0KAلدينا  KB KC+ − 2و منه  = 0KA KB KC KC+ + − و باستعمال علاقة شال نكتب  =

2 0KG GA KG GB KG GC KC+ + + + + − أي  =
0

3 2 0KG GA GB GC KC+ + + − ومنه ينتج  =

3 2 0KG KC− )هي مرجح  K؛ إذن  = ),3G  و( ), 2C −  .  

)استنتاج من العلاقة  -( أ4 )مرجح  Aأن النقطة  1( ),1D  ،( ),3G  و( ), 2C − : 

)باستعمال علاقة شال في العلاقة  0GAنكتب :   1( GA AB GA AC+ + + + 3أي  = 0GA AB AC+ + و منه  =

3 0GA AC CB AC+ + + 3أي  = 2 0GA AC CB+ + 3و منه  = 2 0GA AC DA+ + CBلأن  = DA=  في متوازي

3معناه  ABCDالأضلاع  2 0DA GA CA+ −  −2و  3،  1المرفقة بالمعاملات  Cو  D  ،Gمرجح النقط   Aو بالتالي  =

 على الترتيب .   

منتصف القطعة  Aتبيان أن  -ب DK : 

A  مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ( ) ,1 ; ,3 ; , 2D G C )مرجح  Kو  − ),3G  و( ), 2C  A؛ إذن حسب خاصية التجميع فإن  −

)مرجح الجملة  ) ( ) ,1 ; ,1D K  2لأن 3 1− + منتصف القطعة  A النقطة . إذن = DK  . 

)( تعيين ثم إنشاء 5 )E  مجموعة النقطM  : من المستوي التي تحقق 

    3 2MD MG MC MA MB+ − = + 

A  مرجح الجملة المثقلة( ) ( ) ( ) ,1 ; ,3 ; , 2D G C من المستوي فإن :  Mو بالتالي من أجل كل نقطة كيفية  −

( )3 2 1 3 2MD MG MC MA+ − = + 3أي  − 2 2MD MG MC MA+ − =   . 

I  منتصف القطعة AB  2و منهMA MB MI+ =  . 

3إذن  2MD MG MC MA MB+ − = 2تكافئ  + 2MA MI=  معناهMA MI= . 
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)إذن مجموعة النقط  )E  للقطعة المستقيم المحوري هي AI . 

يكون المرجح  -( أ6
m

I  للجملة( ) ( ) ( ) , ; ,3 ; , 2D m G C 1موجودا إذا و فقط إذا كان  − 0m+   1معناهm   و منه −

    1m − − . 

1mمن أجل  -ب  ، تبيان أن :   −
1

1
m

DI DK
m

=
+

 . 

K  مرجح( ),3G  و( ), 2C ؛ إذن حسب خاصية التجمع فإن  −
m

I لجملة مرجح ا( ) ( ) , ; ,1D m K : و منه ينتج 

0
m m

mDI KI+ 0و باستعمال علاقة شال نجد  =
m m

mDI KD DI+ + )معناه  = )1 0
m

m DI KD+ + و بالتالي من أجل  =

1mكل عدد حقيقي   ينتج :  −
1

1
m

DI DK
m

=
+

 . 

دراسة تغيرات الدالة  -جـ
1

:
1

f x
x +

 و تشكيل جدول تغيراتها : 

f  قابلة للإشتقاق على كل من المجالين ; 1− و  − 1;− +  1و من أجل كل عدد حقيقيx   فإن : −

( )
( )

2

1

1
f x

x
 = −

+
. من أجل كل   1x − )فإن  − ) 0f x <  و منهf على كل من المجالين  متناقصة تماما ; 1− − 

و  1;− + . 

 

     
( ) ( )

( ) ( )
1 1

lim 0 , lim 0

lim , lim

x x

x x

f x = f x =

f x = f x =
 

→− →+

⎯⎯→− ⎯⎯→−





− +

          

 

 

استنتاج المحل الهندسي للنقطة  -د
m

I  عندما يمسحm  المجموعة 1− − : 

يمسح المجموعة  mمن جدول التغيرات نستنتج أنه إذا كان  1− )فإن  − )
1

1
f m

m
=

+
تتغير في   0− . 

إذن المقدار 
1

1m +
يمسح المجموعة  mلا ينعدم لما   1− و عليه الشعاع  −

m
DI  غير معدوم من أجل أي نقطة

m
I  و منه

m
I  لا

 . Dيمكن أن تنطبق على 

DK  شعاع ثابت و غير معدوم معدوم من المستوي ، و من علاقة الإرتباط الخطي
1

1
m

DI DK
m

=
+

و   D   ،K) النقط  
m

I  

في استقامية ( نستنتج أن مجموعة النقط 
m

I ندما عm  يمسح المجموعة 1− ) المستقيمهي  − )DK النقطة  باستثاءD  . 
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 لا تنسونا من صالح دعائكم ...                                  


	0
	التمرين رقم 1
	التمرين رقم 2
	التمرين رقم 3
	التمرين رقم 4
	التمرين رقم 5
	التمرين رقم 6
	التمرين رقم 7
	التمرين رقم 8
	التمرين رقم 09
	التمرين رقم 10

