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  بسم ا الرحمان الرحيم
  مقدمة

 ...الحمد ƅ الذي جعل لنا من العلم نورا Ĕدي به و بعد
  طلبتي الأعزاء  إلى في رحاب الدوال اللوغاريتمية –رʮضيات لل حــاقةلة سلس –أتقدم  đذه السلسلة 

   تحتوي على ةكل من يجمعنا đم رʪط العلم من  قراء و مدرسين فهذه السلسل  إلىو 
 ملخــــــــص شامل ومبسط 
 ت ومشتق بعض الدوال: المحطـــة الأولىʮاĔ حساب 
 ت سابقة جزائرية وأجنبيةتمارين متنوعة ومنتقاة : ة الثانيةالمحطــʭلامتحا 
 موعة من التمارين: ة الثالثةالمحطــĐ حلول نموذجية  
خذ الوقت الكافي في التفكير فالمهم أن Ϧتي ʪلفكرة ϥ وتركت بعضها دون حل وعليه أنصح الطالب  

 وحدك الآن أو غدا فالوقت المخصص للتمرين هو اكتساب مهارة التفكير 
لا تبخلوا علينا بملاحظاتكم و اقتراحاتكم البناءة  أن ةالطلب إخواننالكرام و كذلك ا ةساتذنرجو من الأ

 ولا شك وقعنا فيها أنناو نتفادى زلاتنا و نتلافى العيوب التي يمكن  أخطاءʭلنصوب 
 

  .... يوفقكم و يجعل النجاح حليفنا أنو أسال الله عز و جل 
  
  
  
  

 

محمد حاقة: الأستاذ        

ة العليا للأساتذةخريج المدرس  

الجزائر  -القبة القديمة   
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 
 يعالج هذا الملخص كل جوانب هذه الوحدة بطريقة مبسطة  

;0على اĐال عرفةالم fدالةال النيبيرية هي لوغاريتميةالدالة ال :تعريف) 1     كما يلي :( ) lnf x x    

ln1 :ملاحظة) 2 0 ،ln 1e   
 ln 0x )0من أجل ) سالب تماما 1x     و    ln 0x )1من أجل) موجب تماماx   

   الحساب قواعد) 3

  معناه" التربيع"و مثل العلاقة بين  eو lnالعلاقة بين / أ 
lnlne e    0حيث  

ln/ ب a تكافــئae  

  يكون nالموجبان تماما و العدد الطبيعي bو aالعددان الحقيقيان من أجل/ ج

            ln( ) ln lnab a b           و            ln ln ln
a

a b
b

 
  

 
         

.إذا كان/ د 0a b  0وa

b
  فان  

         ln( ) ln lnab a b            و           ln ln ln
a

a b
b

 
  

 
  

1/   هـ
ln lna
a
     1وبصفة عامـــة

ln ln    

lnويل العبارةتح/ و ( )
n

u x    :إذا كانn فان فرديln ( ) ln ( )
n

u x n u x     

ln فان زوجيnوإذا كان                                       ( ) ln ( )
n

u x n u x      
  

lnعــــــامة  وبصفة n :إذا كانتn فردية فانln lnn n   
lnزوجية فان nوإذا كانت lnn n   
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ln/    ز lnx x

 


   1 و

ln lnn x x
n

  ــــاصة ــــ ــــ 1وحالة خــــــ
ln ln

2
x x  

  ما يجب معرفته وفهمه لحل المعادلات و المتراجحات )4
  
  
  
  
  

 
  راتدراسة إشارة بعض العبا) 5

  ةإلى أعداد حقيقي  a ،b  ،c ، ،في كل ما يلي ، ترمز
)lnدراسة إشارة العبارة/ أ )a x b   0حيثa    

)lnلدراسة إشارة العبارة  )a x b   ،نقوم بحل المعادلة على مجموعة تعريفهاln( ) 0a x b    لطريقةʪ

 :التالية
ln( ) 0 ln( )

b
a

b
b a
a

b
a x b x x e

a

e
x e x

     


 








         


    

  

  :ثم نحدد إشارēا كما في الجدول التالي
  

   

ln)2دراسة إشارة العبارة/ ب ) (ln )a x b x c  حيث. . 0a b c    

ln)2لدراسة إشارة العبارة ) (ln )a x b x c  ال علىĐ0ا;  ʪ لخطوات التالية، نقوم:  

lnx عنض t  ،2  ادلةثم نحل المع 0at bt c  ، ) نعين قيم  tثم نستنتج قيم) ذا قبلت حلولإx   ونشكل
  لإشارة كثيرات الحدود من الدرجة الثانية سابقا القواعد المعروفة ʪستخدام ندرس فيه إشارة العبارة  جدول

lnرةدراسة إشارة العبا/ج ( )u x حيث؛( ) 0u x    
lnإشارة ( )u xمن إشارة( ) 1u x  فداخل مجموعة التعري  

  

ـــإذا ك ــــ ــــف  انتــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ ــــ   إنــــ
    
    

    
    
    

    الحل 
ــارة            عكس إشارة               إشـــــــــ

x

ln( )a x b   0 aa

ln lnu vu v

ln lnu vu v

ln lnu vu v
ln 0u 1u 

ln 0u 0 1u 
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  قوانين الاشتقاق) 6

 إذا كان لدينا( ) lnf x x 1فان
( )f x

x
   وبصفة عامة( ) lnf x   فان( )f x


 




 

 إذا كان لدينا( ) lnf x x 1فان
( )f x

x
   وبصفة عامة( ) lnf x   فان( )f x


 




 

 ديناإذا كان ل( ) ln ( )
n

f x g x     فان  ( )
( ) .

( )

g x
f x n

g x


  

  إذا كان لدينا( ) ln ( ). ( )f x g x h x       فان( ) ( )
( )

( ) ( )
g x h x

f x
g x h x

 
   

 إذا كان لدينا( )
( ) ln

( )

g x
f x

h x
    فان( ) ( )

( )
( ) ( )

g x h x
f x

g x h x

 
    

  النهاʮت الشهيرة) 7

0
lim ln
x

x


     وبصفة عامةln 0    

lim ln
x

x


 وبصفة عامةln( )    

ln
lim 0
x

x

x



   وأيضا  ln

lim 0
nx

x

x



  وبصفة عامة  ln

lim 0
n











  

0
lim ln 0
x

x x





 وأيضا

0
lim ln 0n

x
x x






 وبصفة عامة  

0
lim ln 0n









   

0

ln(1 )
lim 1
x

x

x


    وبصفة عامة  

0

ln(1 )
lim 1











  

1

ln
lim 1

1x

x

x



   وبصفة عامة   

1

ln
lim 1

1







  

  بمعنى 1يرتين أيضا يساوي مقلوب النهايتين الأخ: ملاحظة 

0
lim 1

ln(1 )





  و 

1

1
lim 1

ln







  
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 


  

1( 2( ) 1 2 lnf x x x   الĐمعرفة على ا 0;  

2 :نحسب النهايتين/ أ  

0 0

lim ( ) lim 1 2 ln 1 2 ln 0
x x

f x x x
 



  

         
2lim ( ) lim 1 2 ln

x x
f x x x

 
 

        وهي حالة عدم التعيين، إزالتها  

 


2

0 0

1 ln
lim 1 2 ln lim 2
x x

x
x x x x

x x 
 

 
        
  

  

)حساب/ ب  )f x :f قابلة للاشتقاق على 0; ولدينا:   
22 2 2

( ) 2
x

f x x
x x

   ومنه
22 2

( )
x

f x
x
   

2( 1
( ) (1 2ln )f x x x

x
    الĐمعرفة على ا 0;  

:حساب النهايتين/ أ  
0

1
lim (1 2 ln ) 0 ( )( )

x

x x
x 


           


0

1
lim (1 2 ln ) 0 ( )
x

x x
x



       وهي حالة عدم التعيين، إزالتها    


0 0

1 2 ln 1 ln
lim lim 2
x x

x x
x x

x x x 


     


  

)حساب / ب )f x:f قابلة للاشتقاق على 0; ولدينا   
2

2 2 2 2

2

2

1 2 1 1 2 ln 2 1 2 ln 2
( ) 1 (1 2 ln ) 1

1 2 ln

x x x
f x x

x xx x x x
x x

x

                
 

 


  

ومنه  
2

2

1 2 ln
( )

x x
f x

x
    

3( ( ) 3 ( 2) ln( 2)f x x x x     الĐمعرفة على ا 2;  
 :حساب النهايتين/ أ

2 2 1 0

lim ( ) lim 3 ( 2)ln( 2) 1
x x

f x x x x
  

        

ln 0  

(ln )
u

u
u


 

( . ) . .u v u v v u   

0

lim ln 0
u

u u



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lim ( ) lim 3 ( 2) ln( 2)
x x

f x x x x
 

 

          وهي حالة عدم التعيين، إزالتها  

1

3
lim( 2) ln( 2) ( )( )

2x

x
x x

x
 

 
         

  
 

   

)حساب/ ب )f x:f قابلة للاشتقاق على 2;  ولدينا  
1

( ) 1 ln( 2) ( 2) 1 ln( 2) 1 ln( 2)
2

f x x x x x
x

            


 

)ومنه ) ln( 2)f x x     

4( ln( 1)
( )

3
x

f x
x





معرفة على اĐال  1;  

 :حساب النهايتين/ أ 
1 1

ln( 1) ln 0
lim ( ) lim

3 2 2x x

x
f x

x 



 

 
    


  

ln( 1)
lim ( ) lim

3x x

x
f x

x 

 
 

 
  وهي حالة عدم التعيين، إزالتها 

0 1

ln( 1) 1 ln( 1) 1
lim lim 0 1 0

3 1 1 3x x

x x x x
x x x x 

   
     

    
  

)حساب/ ب )f x:f قابلة للاشتقاق على 1;  ولدينا  

2 2 2

2

1 3 3 ( 1)ln( 1)
( 3) ln( 1) ln( 1)
1 1 1( )
( 3) ( 3) ( 3)

3 ( 1)ln( 1)

( 1)( 3)

x x x x
x x x

x x xf x
x x x

x x x

x x

        
     

  
   


 

  

ومنه
2

3 ( 1)ln( 1)
( )

( 1)( 3)
x x x

f x
x x

    
 

 

5( 1
( ) ln

2 2
x x

f x
x x

   
        

الĐمعرفة على ا   ; 2 0;    

:حساب النهاʮت/ أ
1 1

1
lim ln 1

2 2x

x x
x x

   
           

    
و 

1 1

1
lim ln 1

2 2x

x x
x x

   
           

    
   

2

1 3 2
lim ln ln ln( )

2 2 0 0x

x x
x x  



       
                       

   

ln
lim 0
u

u
u





 

  1085

 

 

 

0

1 1
lim ln ln 0

2 2 2x

x x
x x



 

    
           

  

)حساب/ ب )f x:f قابلة للاشتقاق على   ; 2 0;    ولدينا  

 
2 2 2

3 2 3 2( 2) 5 4
( )

( 2)( 2) ( 2) ( 2)

x x x
f x

x xx x x x x

      
  

ومنه 
2

5 4
( )

( 2)
x

f x
x x

 


 

6( 2
( ) ln( 1)

1
x

f x x
x

  


معرفة على اĐال  1;   

:حساب النهايتين/ أ   

2

2
lim ( ) lim ln( 1) 2

1x x

x
f x x

x 


       
 

 

1 1

2 2
lim ( ) lim ln( 1) ln 0

1 0x x

x
f x x

x 




 


        


وهي حالة عدم التعيين، إزالتها   

0

1 1

2 2 ( 1) ln( 1) 2
lim ln( 1) lim

1 1 0x x

x x x x
x

x x  
 

   
     

 



 

)حساب/ ب )f x:f قابلة للاشتقاق على 1; ولدينا 

2 2 2

2 1 2 ( 1) 3
( )

1( 1) ( 1) ( 1)

x x
f x

xx x x

        
  

ومنه 
2

3
( )

( 1)
x

f x
x
 


  

7( 2( ) 4 3 ln 2f x x x x     الĐمعرفة على ا   ;2 2;    

lim:  حساب النهاʮت/ أ ² 4 3 ln 2 ln
x

x x x




      


  

lim ² 4 3 ln 2
x

x x x


       


2 2

lim ( ) lim ( ) 1 ln 0
x x

f x f x
 



  

     

)حساب /ب )f x:f قابلة للاشتقاق على   ;2 2;   ولدينا  
21 (2 4)( 2) 1 2 8 9

( ) 2 4
2 2 2

x x x x
f x x

x x x
         

  
ومنه

22 8 9
( )

2
x x

f x
x
  


  

8( 
2ln

( ) 1
x

f x
x

  الĐمعرفة على ا   * ;0 0;     

)ومنه fهي مركز تناظر لمنحنى الدالة (1;0)النقطة:ملحوظة(  ) ( ) 2f x f x   (  

ln
u u v
v u v

   
  

 

 ln
u

u
u

 

2ln 2 lnx x
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:نحسب النهاʮت/ أ
2

0

2 lnln ln
lim ( ) lim 1 lim 1 lim 1 2 1
x x x x

xx x
f x

x x x   
      


   

2

0

ln ln 0
lim 1 1 1

0 0x

x
x



 



        

  مركز التناظروالصفر بقيم صغرى يمكن استنتاجها ʪستخدام قانون  أما النهايتين عند

):لدینا ) ( ) 2f x f x   ومنه( ) 2 ( )f x f x   ومنه  

1

lim ( ) lim(2 ( )) lim(2 ( )) 2 1 1
x x t

f x f x f t
  

         

0 0 0

lim ( ) lim (2 ( )) lim (2 ( )) 2 1 2
x x t

f x f x f t
    



             

)حساب/ ب )f x:f قابلة للاشتقاق على   ;0 0;   اولدين  

2
2

2 2

2
. ln 2 ln

( ) 0
x x xxf x
x x

      ومنه
2

2

2 ln
( )

x
f x

x

 
  

9( 
2

ln
( ) ln

x
f x x

x
  الĐمعرفة على ا 0; 

:حساب النهايتين/ أ
2

0

ln
lim ( ) lim ln
x x

x
f x x

x 
   


  

2
0 0

ln ln 0
lim ( ) lim ln ln 0

0x x

x
f x x

x 





 

          وهي حالة عدم التعيين، إزالتها 

 20

1
lim ln 1 ( ) ( )

x
x

x 



 
 

       
 
 


  

)حساب/ ب )f x:f قابلة للاشتقاق على 0; ولدينا 

  

2
3 2

4 4 4 3

1
. 2 . ln1 1 2 ln 2 ln 1 2 ln

( )
x x x x x x x x x x x xxf x

x xx x x x

              

ومنه
2

3

1 2 ln
( )

x x
f x

x

    

10( 2 ln 3
lim

1x

x
x

 


 
 وهي حالة عدم تعيين ،  

0 0

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )
x x

x x

f x f x

f x f x
  

 

 

 



 

  1285

:إزالتها
 

ln 3 ln 32 22 ln 3 0
lim lim lim 0

1 1 11 11
x x x

x xx
x xx x x

x
x

xx

    

 
       

    
 

 

 
 



 

I f دالة معرفة على* بـ :
  

2ln
( ) 1

x
f x

x
   ( )

f
C منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j

   

):احسب) 1 ) ( )f x f x  لنسبة للمنحنىʪ ماذا تستنتج ،( )
f

C؟  
limتينأحسب النهاي) 2 ( )

x
f x


و 

0
lim ( )

x
f x


limثم استنتج النهايتين  ( )

x
f x


و 

0
lim ( )

x
f x


  .فسر النتائج هندسياً  و، 

)أحسب) 3 )f x وأدرس إشارته ، ثم شكل جدول تغيراتf    
)أثبت أن المنحنى )4 )

f
C  يقطع المستقيم( ): 1y  في نقطتين يطلب تعيين إحداثيتيهما  

):بين أن المعادلة) 5 ) 0f x  تقبل حلا وحيدا الĐفي ا
11;
2

    
   

)أكتب معادلة المماس) 6 )d  للمنحنى( )
f

C 1عند النقطة ذات الفاصلة    
)أثبت أن للمنحنى )7 )

f
C مماسا وحيدا( )T  (0,1)يشمل النقطةA ويمس المنحنى( )

f
C  ،اēفي نقطتين يطلب تعيين إحداثيا

)ثم أوجد معادلة للمماس )T.  
)أرسم ) 8 )T ،( )   و ( )

f
C   

ʭmقش بيانيا، حسب قيم الوسيط الحقيقي) 9 ):   إشارة حلول المعادلةعدد و    ) 1f x mx   

II h الدالة المعرفة على*  كما يلي :
2ln

( ) 1
x

h x
x

    ،( )
h

C منحناها البياني  

)، ارسمhدون دراسة تغيرات الدالة ) 2                    دالة زوجية hبين أن) 1 )
h

Cمعللاً إجابتك ،  
 

I نعتبر الدالةh المعرفة على   كما يلي  :( ) ln(1 )xh x e     
( )C ستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانستمثيلها البياني في الم , ,O i j

  
): xتحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي) 1 ) ln(1 )xh x x e    
limأحسب ) 2 ( )

x
h x


 lim ( )

x
h x


  ،ثم فسر النتيجة الثانية هندسيا   

  ، ثم شكل جدول تغيراēاhأدرس اتجاه تغير الدالة) 3
)بين أن المستقيم/ أ) 4 ) ذا المعادلة:y x مقارب مائل للمنحنى( )C بجوار   
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) لـأدرس الوضع النسبي/ ب     )C  مع( )  
)،فسر النتيجة هندʮ ثم أرسم  h(0)أحسب) 5 )C  

II  نعتبر الدالةf المعرفة على  بـ : ( ) ln 1
x

f x e
   ( )

f
C  منحناها البياني ، 

)برهن أن ) 1 ) ( )f x h x بين أن ) 2        على مجال يطلب تعيينهf دالة زوجية  
)اشرح كيف يمكن رسم ) 3 )

f
C  انطلاقا من( )Cثم ارسمه في نفس المعلم السابق ،  

)بحيث تقبل المعادلة mقيم الوسيط الحقيقيعين بيانيا، ) 4   )f x m  حلين مختلفين في الإشارة  
  المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس , ,O i j

   
I.   التمثيل البياني للدالةlnx x و( )المعادلة والمستقيم ذ  

 3y x  ،  تقاطع هي فاصلة نقطة( ) و( )  

)بقراءة بيانية حدّد وضعية  )1 )لنسبةʪ لـ( )على 0;   
2( g فة على الدالة المعرّ 0;بـ: ( ) 3 lng x x x     

 استنتج حسب قيمx )إشارة   )g x  2,2: تحقق أنثم 2,3   

II. f الĐفة على ا الدالة المعرّ 0;1 :بـ
( ) 1 (ln 2)f x x

x

 
   
 

)و  )
f
Cتمثيلها البياني.  

 احسب) 1
0

lim ( )
x

f x


limو ( )
x

f x


  

x;0أثبت أنه من أجل كل )2    :( )
'( )

²
g x

f x
x

 ثم شكل جدول تغيرات الدالة ،f  

) :بينّ أن) 3 1)²
( )f




 
ثم استنتج حصرا للعدد ،( )f    

)أدرس وضعية ) 4 )
f
C  لنسبة إلى حامل محور الفواصل ، ثم أنشئʪ( )

f
C الĐ20على ا;e 

   

 

I   g الĐالدالة المعرفة على ا 0; بــــ: ( ) lng x x x x   

أحسب /أ )1
0

lim ( )
x

g x


limو ( )
x

g x


  

على اĐال  gأدرس اتجاه تغير الدالة / ب    0; اēثم شكل جدول تغيرا  
)بين أن للمعادلة) 2 ) 1g x   حلا وحيدا 3,5حيث 3,6   

)العبارة إشارةاستنتج ) 3 ) 1g x  العĐ0لى ا;     
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II نعتبر الدالة العدديةf الĐالمعرفة على ا 0; بــــ:ln
( )

1
x

f x
x




 ( )
f

C  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى

المعلم المتعامد والمتجانس  , ,O i j
 

2i، حيث cm


4jو cm


 

)بين أن )1 )
f

C 0تقيمين مقاربين معادلتيهمايقبل مسx  0وy   

;0من اĐال xبرهن أنه من أجل كل عدد حقيقي/ أ )2   :
2

( ) 1
( )

( 1)

g x
f x

x x

 


 

;0متزايدة تماما على اĐال fبين أن الدالة/ ب     ومتناقصة تماما على;   اēثم شكل جدول تغيرا  

)اكتب معادلة للمماس/ ج   )T للمنحنى( )
f

C 1عند النقطة ذات الفاصلة  

)احسب/ د    ) ( )
lim
x

f x f
x







  ، فسر النتيجة هندسيا

)1:بين أن/ أ )f 


   استنتج حصرا للعدد/ ب( )f   ) 210إلىتدور النتائج (         ارسم/ ج( )
f

C  

2:وسيط حقيقي mو xنعتبر المعادلة ذات اĐهول الحقيقي الموجب تماما )3 22 ( 1) ln( )...( )x x m x x E     

)تحقق أن المعادلة/ أ     )E 1:يؤول حلها إلى حل المعادلة
( )

2
f x x m   

)التي من أجلها تقبل المعادلة  mعينّ بيانيا قيم / ب    )E حلينّ متمايزين  

5 (h لدالة المعرفة علىهي ا*  كما يلي:
ln

( )
1

x
h x

x

 

)و  )
h

C منحناها البياني في المستوي  

)ارسم في نفس المعلم المنحنى/ ب                   زوجية hبين أن الدالة/ أ    )
h

C لمنحنىʪ مستعينا( )
f

C  

  f الدالة العددية المعرفة على 2; ؛( ) 1 ln( 2)f x x x     
( )

f
Cتمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j

  

)احسب / أ) 1 )f x و( )f x   
)عين إشارة / ب    )f x ثم استنتج وجود عدد حقيقي وحيد ،  الĐمن ا 0,6; 0,5 بحيث( ) 0f      
       fدرس تغيرات الدالةأ) 2

:بين أن) 3
2

( ) 1
2

f



 


)، استنتج حصرا لـ  )f   

)بين أن المنحنى) 4 )
f

C يقبل مماسين( )
a
T ،( )

b
Tيمران من المبدأ ،يطلب تعيين معادلتيهما  

)ارسم المماسين) 5 )
a
T ،( )

b
T  و( )

f
C  
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 
I g الدالة العددية المعرفة على  0; ـب: ( ) ² 1 2 lng x x x    

    gأدرس تغيرات الدالة  )1
)استنتج إشارة )2 )g x الĐعلى ا 0;  

II f دالة عددية معرفة على 0;1  :بــــ
( ) (1 2ln )f x x x

x
    ( )

f
C  منحناها البياني  

limأحسب / أ )1 ( )
x

f x


 ،
0

lim ( )
x

f x


  

fبين أنّ / ب       مشتقة الدالةf الĐمعرفة على ا 0;بـــ:
2

( )
( )

g x
f x

x
  

  ، ثم شكل جدول تغيراēاf دالةاتجاه تغير ال استنتج/ ج     
) بين أن المستقيم/ أ )2 )  ذا المعادلةy x  مقارب مائل للمنحنى ( )

f
C 

) أدرس وضعية المنحنى/ ب       )
f

C لنسبة للمستقيمʪ ( ) 
):بين أن المعادلة/ ج       ) 0f x   تقبل حلا وحيدا 0,6بحيث 0,7    

)عين معادلة المماس/ أ )3 )T للمنحنى( )
f

C عند النقطة( ;2)A x 1عمx  

.2حل المعادلة/ ب       ( ) 2 . ( ) 0x g x x g x  3، ثم بين أن
;B e e

e

 
 

 
)نقطة انعطاف للمنحنى )

f
C  

)أنشئ / ج       ) ،( )T و( )
f

C  
 

f الĐدالة معرفة على ا :   1;1 1;fD      كما يلي :
 

1
( ) ln( 1)

1
f x x

x
  


   

( )
f

C  منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
   )1وحدة الطولcm (  

احسب / أ )1
1

lim ( )
x

f x


،
1

lim ( )
x

f x


و
1

lim ( )
x

f x


)نحنىماذا تستنتج ʪلنسبة للم  )
f

C  

limاحسب / ب    ( )
x

f x


  

من  xبين أنه من أجل كل/أ )2
f

D:
2

( 3)
'( )

( 1) ( 1)

x x
f x

x x




 
)'استنتج إشارة  )f x ثم شكل جدول تغيرات ،f   

)عين معادلة المماس / ب    )  لـ( )
f

C 2في نقطة ذات الفاصلة  

3(  g  دالة معرفة على 1; 1بـ 1
( ) ln

1
x

g x
x x

 
     
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من xبين أنه من أجل كل / أ    1; :1
1

x
x


 ج إشارة ، ثم استنت( )g x الĐعلى ا 1;   

limاحسب / ب   ( )
x

g x


  ماذا تستنتج ؟.

)نسمي/ ج   )C التمثيل البياني للدالةlnx xحدد وضعية المنحنى( )
f

C لنسبة للمنحىʪ( )C   

)ارسم / د   )C و( ) ثم المنحنى( )
f

C  

1: عدد وإشارة حلول المعادلة ʭmقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي الموجب تماما )4 1
ln 0

1
x

x m

 
    

 

 
I g دالة معرفة على اĐال   0;بـ :( ) ² 3 4 4 lng x x x x     
     gادرس تغيرات الدالة  )1

)، ثم استنتج إشارة g(1)أحسب )2 )g x على 0;    

 II   f دالة معرفة على 0;4:بـln
( ) 3ln

x
f x x x

x
     

( )
f

C  تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
 

  

احسب/ أ )1
0

lim ( )
x

f x


limو ( )
x

f x


        

)احسب/ ب     )f x  ثم تحقق أن ، :( )
'( )

²
g x

f x
x

   

)استنتج إشارة /ج   )f xثم شكل جدول تغيرات الدالة ،f     

)أدرس الوضع النسبي بين ) 2 )
f

C  والمستقيم( ) ذا المعادلةy x  

)ارسم كلا من ) 3 ) و( )
f

CالĐعلى ا 0;4    
 

المعرفة على  fنعتبر الدالة    0; ;I e e     1:  كما يلي
( )

(1 ln )
f x

x x



  

( )
f

C تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد , ,O i j
    2حيثi j cm 

 
   

I1 (ت الدالةʮاĔ احسبf مفسرا النتائج هندسيا  

:Iمن xبين أنه من أجل كل/ أ) 2
2 2

ln
( )

(1 ln )

x
f x

x x
 


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  ، ثم شكل جدول تغيراēاfادرس اتجاه تغير الدالة /ب   

II لة نعتبر الداg  الĐالمعرفة على ا 0;   2:  كما يلي( ) 1 (1 ln )g x x x    

)وليكن )
g

Cتمثيلها البياني كما في الشكل المقابل  
):حدد بيانيا عدد حلول المعادلة/ أ)1 ) 0g x   

  :يعطى جدول القيم التالي/ ب  

2,4  2,3 2,2 2,1  x  
0,28  0,12  0,02  0,14  ( )g x  

)بين أن المعادلة   ) 0g x  تقبل حلا وحيدا الĐعلى ا 2,1; لاستعانةʪلجدول  وʪحصرا لــ أعط 110سعته   

):Iمن xتحقق أنه من أجل كل/ أ) 2 )
( )

(1 ln )
g x

f x x
x x

 


   

)بين أن المستقيم/ ب    ) ذا المعادلةy x يقطع المنحنى( )
f

C في نقطتين يطلب تعيينهما  
)حدد انطلاقا من/ ج    )

g
C اشارة( )g x الĐعلى ا 1; بين أن، ثم ( ) 0f x x  الĐعلى ا 1;  

)ارسم)3 )  المنحنى( )
f

C  
 

I g دالة معرفة على 1;   كما يلي :( ) 2 ln( 1)
1

x
g x x

x
  


   

  ، ثم شكل جدول تغيراēاgادرس تغيرات الدالة  )1
)بين أن المعادلة )2 ) 0g x  تقبل حلا وحيدا الĐفي ا 0,72; 0,71   
)، ثم استنتج إشارة g(0)باحس )3 )g x  

II f الĐدالة معرفة على ا   1;0 0;   بـ :
2

ln( 1)
( )

x
f x

x


   

 fC تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس , ,o i j
 

  ) 2cmوحدة الطول (  

limأحسب/ أ )1 ( )
x

f x


و 
1

lim ( )
x

f x


  وفسر النتيجتين هندسيا  

أحسب/ ب   
0

lim ( )
x

f x


و
0

lim ( )
x

f x


  وفسر النتيجة هندسيا

 من xبين أنه من أجل كل/ أ )2   1;0 0;  ؛
3

( )
( )

g x
f x

x
   

  ، ثم شكل جدول تغيراēا fاستنتج اتجاه تغير الدالة/ ب   

  (Cg)

2 3 4

2

3

0 1

1

x

y
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1:بينّ أنّ   )3
( )

2 ( 1)
f 

 



)، ثم أعط قيمة مقربة لـ )f  خذϥ:0,715    

) أنشئ  ) 4 )
f

C  
 

I نعتبر الدالة gالĐالمعرفة على ا 0;بـ :( ) 1 lng x x x    
  gادرس اتجاه تغير الدالة) 1
,0من xثم استنتج أنه من أجل كل  g(1)أحسب/أ) 2    ؛( ) 0g x    

من xاستنتج أنه من أجل كل / ب   0;:ln 1...(*)
2 2
x x 

  
 

 

 II f (0)الدالة العددية المعرفة  بــ 2f   ومن أجل كلx من 0;:2( ) 2 2 lnf x x x x     
( )

f
C  منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j

   
أحسب/ أ )1

0
lim ( )
x

f x


  ، ماذا تستنتج؟

أحسب/ ب   
0

( ) 2
lim
x

f x
x

لنسبة للدالةʪ ماذا تستنتج ،f لنسبة للمنحنىʪو( )
f

C؟  

  عند fأحسب Ĕاية الدالة/ ج   
من xأثبت أنه من أجل كل/ أ) 2 0;  ؛( ) 2 ( )f x g x   
)استنتج اشارة/ ب   )f x ا، ماذا تستنتج؟ēثم شكل جدول تغيرا  
)أثبت أن المنحنى)3 )

f
C يقطع محور الفواصل في نقطة فاصلتها

1
x حيث:

1
2 3x   

)بين أن معادلة المماس) 4 ) للمنحنى( )
f

C 1)2هي 2عند النقطة التي فاصلتها ln2) 2y x    
)حدد الوضع النسبي للمنحنى (*)ʪستعمال العلاقة) 5 )

f
C والمستقيم( )  

)أنشئ) 6 ) و ( )
f

C  
 

I نعتبر الدالة gالمعرفة على 0;21: بـ
( ) ln

2
g x x x   

 :احسب) 1
0

lim ( )
x

g x


limو   ( )
x

g x


  

)أحسب ) 2 )g x دالةواستنتج اتجاه تغير الg اēثم شكل جدول تغيرا ، 

من xاستنتج أنه من أجل كل ) 3 0; 1؛( )
2

g x     

 II f الدالة العددية المعرفة على 0;  1:كما يلي ln
( )

2
x

f x x
x

    

( )
f

C  منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
  
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من xأثبت أنه من أجل كل) 1 0;  ؛
2

1 ( )
( )

g x
f x

x
   

  fأدرس تغيرات الدالة ) 2
)بين أن) 3 )

f
C  منحنى الدالةf يقبل مستقيم مقارب مائل يطلب تعيين معادلته.  

)ادرس وضعية ) 4 )
f

C  لنسبة للمستقيم المقارب المائلʪ( )D  
)اثبت أن المنحنى ) 5 )

f
C اēيقبل نقطة انعطاف يطلب تعيين إحداثيا 

)بين أن المنحنى/ أ) 6 )
f

C يقبل مماسًا( )الفاصلة عند النقطة ذات
0
x 1ميله يساوي

2
   

)أكتب معادلة/ ب   )      

)أثبت أن المنحنى) 7 )
f

C يقطع محور الفواصل في نقطة فاصلتها
1
x حيث:

1

1
1

2
x 

  
)أنشئ ) 8 ) و( )

f
C  ) 2تؤخذcm  وحدة للطول(  

1: عدد حلول المعادلة  ʭmقش بيانيا وحسب قيم الوسيط الحقيقي) 9
( )

2
f x x m   

 
I  نعتبر الدالةg اĐل المعرفة على ا 0;   كما يلي  :( ) 1 ² 2 ² lng x x x x  .  
احسب ) 1

0
lim ( )

x
g x


lim، ثم    ( )

x
g x


.  

  ، ثم شكل جدول تغيراēاgادرس اتجاه تغير الدالة ) 2

)بين أن المعادلة / أ) 3 ) 0g x  تقبل حلا وحيدا  1,8: حيث 1,9   
)استنتج إشارة / ب    )g x  الĐعلى ا 0;  

II  نعتبر الدالةf الĐالمعرفة على ا  0;   كما يلي  :ln
( )

1 ²
x

f x
x




  

 ( )
f

C تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد , ,O i j
   1حيثi 


4jو  


   

أحسب) 1
0

lim ( )
x

f x


  وفسر النتيجة هندسيا 

من اĐال  xبين أنه من أجل كل ) 2 0; :( )
'( )

(1 ²)²
g x

f x
x x




  

اĐال على f استنتج اتجاه تغير الدالة) 3 0;  

من   xأثبت أنه من أجل كل عدد حقيقي) 4 1; ،ln
0 ( )

²
x

f x
x

 . ثم استنتجlim ( )
x

f x


   

1بين أن ) 5
( )

2 ²
f 


 ثم احصر للعدد ،( )f    
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اĐال على  fشكل جدول تغيرات الدالة ) 6 0;  وارسم المنحنى ،( )
f

C  
 

I المنحنى المقابل هو التمثيل البياني للدالةgالمعرفة على*  3: كما يلي( ) 3 6 lng x x x     
     بقراءة بيانية) 1

  gشكل جدول تغيرات/ أ      
)بين أن المعادلة/ ب    ) 0g x   ًتقبل حلا  

1,21:حيث وحيداً  1,22   
)استنتج إشارة )2 )g x على*  

II f الدالة المعرفة على*  كما يلي :
2

ln
( ) 3

x
f x x

x
   

 ( )
f

C لى معلم متعامد ومتجانستمثيلها البياني في المستوي المنسوب إ , ,O i j
   ) 2وحدة الطولcm (  

limاحسب) 1 ( )
x

f x


 ،lim ( )
x

f x


و 
0

lim ( )
x
f x


  ، وفسر النتيجة الأخيرة بيانياً 

،*من   xبين أنه من أجل كل/ أ)2
3

( )
( )

g x
f x

x
   

  ، ثم شكل جدول تغيراēا*على fادرس اتجاه تغير الدالة/ ب 

:بين أن) 3
2

3 3
( )

2 2
f  


 ثم استنتج حصراً للعدد ،( )f   

)بين أن المستقيم/ أ) 4 ) ذا المعادلة:y x للمنحنى مقارب مائل( )
f

C  
)ادرس وضعية / ب  )

f
C لنسبة إلىʪ( )  

)بين أنه يوجد مماس/ أ) 5 )T  للمنحنى( )
f

C يوازي المستقيم( ) ويمس ،( )
f

C        في نقطتين، يطلب إعطاء معادلة
)المماس  )T  

)أنشئ/ ب  ) ،( )T و( )
f

C  
2: عدد وإشارة حلول المعادلة ʭmقش بيانيا، حسب قيم الوسيط الحقيقي/ ج  3 ln 0mx x   

 

f رفة علىدالة مع    ; 2 0;fD        1 :كما يلي
( ) ln

2 2
x x

f x
x x

   
        

   

( )
f

C تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
   

  وفسر النتائج بيانياfD احسب النهاʮت عند حدود) 1

  fادرس تغيرات الدالة) 2

2 3 4-1-2-3-4-5

2

3

-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

x

y
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) بينّ أن/ أ  )3 )
f

C يقبل عند نقطتين منه AوB 1 مماسين معامل توجيه كلا منهما يساوي   

  BوA النقطتين عين إحداثيات/ب   

) بينّ أن المعادلة/ أ) 4 ) 0f x  0تقبلا حلا وحيداx حيث :
0

13 7
4 2

x   

)ثم استنتج إشارة /ب  )f x وذلك حسب قيم x  

)، f(2)أحسب  )5 5)f ،( 3)f    ثم أنشئ ( )
f

C  

)عدد وإشارة حلول المعادلةʭ mقش بياʭ وحسب قيم الوسيط الحقيقي) 6 2)ln 2 3 0
2
x

x mx m
x

 
        

 
م متعامد و متجانسالمستوي منسوب إلى معل , ,O i j

     )2الوحدة هيcm(  

I الجدول التالي هو جدول تغيرات  الدالة العدديةg   

والمعرفة على 0;   2: كما يلي ²
( ) ln( ² 1)

² 1
x

g x x
x

  


  

lim:، ثم تحقق أن   g(1)احسب/ أ) 1 ( )
x
g x


   

   gأكمل جدول تغيرات الدالة/ ب   
من  علل وجود عدد حقيقي وحيد/ أ) 2 1;حيث:( ) 0g   1,9ثم تحقق؛  2     

)استنتج اشارة/ ب    )g x  الĐعلى ا 0;  
II   f  الĐالدالة العددية المعرفة على ا (0):بـ 0f  غير معدوم   xومن أجل كل عدد حقيقي  

ln( ² 1)
( )

x
f x

x


 ،( )
f

C تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
   

:بينّ أن ) 1
0

( )
lim 1
x

f x
x

   ثم فسر النتيجة هندسيا  

  فردية fلدالةبين أن ا/ أ) 2
lim: بينّ أن/ ب   ( ) 0

x
f x


  ثم استنتجlim ( )

x
f x


  

) :غير معدوم  xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي/ أ) 3 )
'( )

²
g x

f x
x

  

على اĐالfاستنتج اتجاه تغير الدالة/ ب   0; ثم شكل جدول تغيرات الدالة،f على  

      
    
    

0 1x

( )g x

....

....

0
( )g x

0 
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)اكتب معادلة المماس ) 4 ) 0عند النقط ذات الفاصلة   

2:بينّ أن / أ) 5
( )

² 1
f







)، ثم جد حصرا للعدد  )f    

)أنشئ المماس /ب   ) ثم المنحنى( )
f

C   
 
I نعتبر الدالةg المعرفة على  0;كما يلي :( ) 2 (1 ln2 ln )g x x x        
    gادرس تغيرات الدالة) 1
)إشارة xاستنتج حسب قيم) 2 )g x       
IIنعتبر الدالةf  الĐالمعرفة على ا 0;  كما يلي :( ) 2 lnf x x x x    (0)و 2f      

) وليكن )
f

C  تمثيلها البياني في مستو منسوب الى معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
   

:بينّ أن/ أ) 1
0

lim ( ) (0)
x

f x f


وفسّر النتيجة هندسيا ،  

: أحسب / ب  
0

( ) 2
lim

x

f x
x

  ماذا تستنتج ؟  

limأحسب / أ) 2 ( )
x

f x


   
)احسب/ ب   )f x مشتق الدالة f  الĐعلى ا  0; ثم أدرس إشارته  
 ثم شكل جدول تغيراēا  fاستنتج اتجاه تغير الدالة / ج  
)اكتب معادلة المماس/  أ) 3 )  للمنحنى( )

f
C 2عند النقطة التي فاصلتها   

) للمنحنى استنتج الوضع النسبي/ ب   )
f

C  والمستقيم ( ) 
)أنشئ ) 4 )  والمنحنى( )

f
C  

 

I نعتبر الدالة gالمعرفة على 0;بـ :
2 2

1 2
( ) ln 1

1
g x

x x

 
     

   

 :احسب) 1
0

lim ( )
x

g x


limو   ( )
x

g x


  

: بينّ أن / أ) 2
2

2 2

2( 1)
( )

( 1)
x

g x
x x

 


)، ثم استنتج إشارة   )g x   

  g شكل جدول تغيرات الدالة/ ب   
)بينّ أن المعادلة / أ) 3 ) 0g x   تقبل حلا وحيدا  الĐفي ا 0,5;0,6  
)استنتج إشارة / ب    )g x  الĐعلى ا 0; 

II f الدالة العددية المعرفة على 0;  كما يلي:
2

1
( ) ln 1f x x

x

 
  

 
   

 ( )
f

C  منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
  
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limأحسب ) 1 ( )
x

x f x


: يمكن وضع (  
2

1
t

x
 ( ثم استنتج ،lim ( )

x
f x


  

:بينّ أن ) 2
0

lim ( ) 0
x

f x





  )المطلوب إعطاء تفسير هندسي لهذه النتيجة(، 
من xأثبت أنه من أجل كل) 3 0; فان :( ) ( )f x g x   
  ، ثم شكل جدول تغيراēا fاستنتج اتجاه تغير الدالة) 4

: أثبت أن ) 5
2

2
( )

1
f







)واستنتج حصرا لـ    )f    

: احسب ) 6
0

lim ( )
x

f x





  فسر النتيجة المحصل عليها بيانياو  

)عين دون حساب ) 7 ) ( )
lim
x

f x f
x







  ، ثم فسر النتيجة بيانيا 

أنشئ ) 8 fC  

 
I نعتبر الدالةg  المعرفة على 0;  2: كما يلي( ) 1 2 lng x x x    
 :احسب) 1

0
lim ( )

x
g x


limو   ( )

x
g x


  

)أحسب ) 2 )g x  اēثم شكل جدول تغيرا ، 
):استنتج أن المعادلة) 3 ) 0g x  ال   1تقبل العددĐكحل وحيد لها في ا 0;    
)، إشارة  xاستنتج حسب قيم) 4 )g x   

II f الدالة العددية المعرفة على 0;  كما يلي:
2

ln
( ) ln

x
f x x

x
    

( )
f

C  منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
  

 :احسب) 1
0

lim ( )
x

f x


limو   ( )
x

f x


  

من اĐالxأثبت أنه من أجل كل) 2 0; فان :
3

( )
( )

g x
f x

x
   

  ، ثم شكل جدول تغيراēا fاستنتج اتجاه تغيرات الدالة) 3
)ليكن) 4 ) التمثيل البياني للدالة:lnx x في المعلم المتعامد والمتجانس , ,O i j

   
:احسب/ أ    lim ( ) ln

x
f x x


 ثم فسر النتيجة هندسيا ،  

)ادرس وضعية المنحنى/ ب    )
f

C لنسبة للمنحنىʪ( )  
)ارسم) 5 )

f
C و( ) في نفس المعلم  

2: عدد حلول المعادلة mيا، حسب قيم الوسيط الحقيقيʭقش بيان) 6 2 2ln ln 2 0x x mx x x     
 

I  g الدالة المعرفة على 1; بـ :( ) 1 2 ln( 1)g x x x      
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  ، ثم شكل جدول تغيراēاgادرس تغيرات الدالة ) 1
): ، ثم استنتج أن g(3)أحسب ) 2  ) 0g x  من اجل كلx الĐمن ا 1;  

II f ال الدالةĐالمعرفة على ا 1; بـ : 2( ) 1 ln( 1)f x x x      
( )

f
C  منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j

  
احسب/ أ) 1

1
lim ( )

x
f x


  ، ثم فسر النتيجة هندسيا 

:بين أن / ب   
 2ln

lim 0
u

u

u
  ) يمكن وضعt u  ( ثم احسب ،lim ( )

x
f x


  

من  xبين أنه من أجل كل/  أ) 2  1;،( )
( )

1
g x

f x
x

 


   

على اĐال fغير الدالةاستنتج اتجاه ت/ب    1;اēثم شكل جدول تغيرا ،  
)برهن أن المنحنى/ ج    )

f
C يقبل مماسا( )  يطلب إعطاء معادلة له 1ميله ،  

)بين أن المعادلة/ د     ) 0f x  تقبل حلا وحيدا الĐ1في ا 3;
2

e
e
 

  
   

):أحسب) 3  1)f e ثم أنشئ المماس ،( ) والمنحنى( )
f

C  الفيĐا 1: 1e   
 

I h الدالة المعرفة على 2;  بـ :( ) 3 ( 2) ln( 2)h x x x x       
  ، ثم شكل جدول تغيراēاhادرس تغيرات الدالة ) 1
):بين أن المعادلة) 2 ) 0h x  تقبل حلا وحيدا 1,5:بحيث 1,6   
)إشارة  xاستنتج حسب قيم) 3 )h x  

II f الالدالة المعرفة على اĐ 2;  بـ :ln( 2)
( )

3
x

f x
x





   

( )
f

C  منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
  

احسب) 1
2

lim ( )
x

f x


limو  ( )
x

f x


  ، وفسر النتيجة بيانيا

من  xبين أنه من أجل كل) 2 2;  :
   2

( )
( )

1 3

g x
f x

x x
 

 
  

,2على اĐالf استنتج اتجاه تغير الدالة ) 3     ،ا وēشكل جدول تغيرا  

1:بين أن) 4
( )

( 2)
f 





)صرا للعدد ، ثم عين ح )f   

)عين نقاط تقاطع المنحنى/ أ) 5 )
f

C مع محوري الإحداثيات  
)عين معادلة لـ / ب    )T  مماس المنحنى( )

f
C  0عند النقطة ذات الفاصلة  
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)ارسم المنحنى) 6 )
f

C و( )T  
 

I لتكنg الدالة المعرفة على 0;  كما يلي :( ) ( 1) lng x x x x     
  ، ثم شكل جدول تغيراēا gادرس تغيرات الدالة) 1
)، ثم استنتج إشارة g(1)احسب) 2 )g x الĐعلى ا 0;  

II f الĐالدالة المعرفة على ا 0;  كما يلي :   2 2
( ) 1 lnf x x x     

( )
f

C  منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
  

احسب/ أ) 1
0

lim ( )
x

f x


limو  ( )
x

f x


  

من اĐال xبين أن من أجل كل/ ب    0;؛
( )

( ) 2
g x

f x
x

   

  f اكتب جدول تغيرات الدالة /ج   
)بين أن المعادلة) 2 )f x x تقبل حل وحيد  0,5بحيث 1   

)ادرس أحسب؛) 3 )
lim
x

f x
x

  )خاص بشعبتي تقني رʮضي ورʮضيات ( ، وفسّر النتيجة هندسيا  

)أنشئ) 4 )
f

C  
 

I g الĐالدالة المعرفة على ا 0;  2: كما يلي( ) 3 2 lng x x x     
   gادرس اتجاه تغير الدالة ) 1
)استنتج إشارة ) 2 )g x  الĐعلى ا 0;  

II f الĐالدالة المعرفة على ا 0;  كما يلي :
2ln 1

( )
2

x x
f x

x x


    

( )
f

C  منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
   ، ) وحدة الطولcm2    (   

)و f(1):أحسب) 1 )f e  
lim:حسبا) 2 ( )

x
f x


، و 

 0
lim ( )

x
f x


  ، ثم فسر النتيجة هندسيا 

من xبين أنه من أجل كل) 3 0; ؛
2

( )
( )

2

g x
f x

x
  ثم استنتج اتجاه تغير الدالة ،f  

  fشكل جدول تغيرات الدالة) 4
):بين أن المعادلة) 5 ) 2f x  تقبل حلا وحيدا  3بحيث 4   

1:احسب) 6
lim ( )

2x
f x x



 
 

 
  ، أعط تفسيرا هندسيا لهذه النتيجة 

)سأكتب معادلة للمما) 7 )T للمنحنى( )
f

C  1عند النقطة التي فاصلتها  
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)ارسم) 8 )T و( )
f

C  والمستقيمات المقاربة  
 

I g الدالة المعرفة على 1;   كما يلي  
2( ) 2 ln( 1)g x x x x      

( )C                                                                 تمثيلها البياني المقابل  
   يانيةبقراءة ب

  gشكل جدول تغيرات) 1
)استنتج إشارة ) 2 )g x الĐعلى ا 1;   

II f الĐالدالة المعرفة على ا 1;   كما يلي :ln( 1)
( )

1
x

f x x
x


 


   

( )
f

C  منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
   ، ) وحدة الطولcm2    (   

احسب/أ) 1
1

lim ( )
x

f x


  ، وفسّر النتيجة هندسياً  

:ʪستخدام النتيجة/ ب   
0

lim ln 0
x

x x


برهن أن ، :ln
lim 0
t

t
t

  

ʪ:limستخدام النتيجة/ ج   
x

x

e
x

  برهن أن ،: 
ln

lim 0
t

t
t

  

limاستنتج،/ د     ( )
x

f x


  
lim:احسب/ أ) 2 ( )

x
f x x


   واستنتج وجود مستقيم مقارب مائل ،( ) للمنحنى( )

f
C  

)أدرس وضعية / ب    )
f

C لنسبة إلىʪ( )  

من  xبين أنه من أجل كل) 3 1; ،
 2
( )

( )
1

g x
f x

x
 


  fثم شكل جدول تغيرات ، 

)أرسم ) 4 )  والمنحنى( )
f

C  
 

f الĐالدالة المعرفة على ا 0;  1: كما يلي ln
( )

x
f x

x


   

( )
f

C  منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
   ، ) وحدة الطولcm2    (   

احسب) 1
0

lim ( )
x

f x


  ،lim ( )
x

f x


  فسر النتيجتين هندسيا . 

  غيراēا، ثم شكل جدول تfادرس اتجاه تغير الدالة) 2
)اثبت أن المنحنى ) 3 )

f
C يقبل نقطة انعطافA اēيطلب تعيين إحداثيا  

)عين إحداثيات نقطة تقاطع المنحنى) 4 )
f

C مع حامل محور الفواصل  
)برهن أن للمنحنى) 5 )

f
C مماسا وحيدا( )T يشمل المبدأ ويمس المنحنى( )

f
C في نقطةB اēيطلب تعيين إحداثيا  

2 3-1-2-3

2

3

-1

-2

0 1

1

x

y
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)ثم أوجد معادلة للمماس    )T  
)أرسم ) 6 )T نحنى والم( )

f
C  

ln: عدد وإشارة حلول المعادلة ʭmقش بيانيا، حسب قيم الوسيط الحقيقي) 7 1 0mx x    
 

المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
   نعتبر الدالةh المعرفة على    كما يلي ( ) 1 ln(1 )xh x e    ،

)نسمي )C  المنحنى الممثل للدالةh     ) وحدة الطولcm2    (  
limأحسب ) 1 ( )

x
h x


 lim ( )

x
h x


  نتيجتين هندسياوفسر ال  

):  xتحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي) 2 ) 1 ln(1 )xh x x e     

1:بينّ أن ) 3
( )

1 x
h x

e
 


  ، وشكل جدول تغيراēا h، ثم استنتج اتجاه تغير الدالة  

)بين أن المستقيم/ أ)  4 )d 1: ذا المعادلةy x  مقارب مائل للمنحنى( )C بجوار   
)أدرس الوضع النسبي لـ /ب       )C  مع( )d  
):بين أن المعادلة) 5 ) 0f x  اتقبل حلا وحيد  بحيثln( 1)e      
)أرسم ) 6 )C و( )d  

 

I g الدالة المعرفة على 0;  كما يلي 
2( ) 1 4 ln( )g x x x    ( )C                                                                 تمثيلها البياني المقابل  

   :بقراءة بيانية
):بين أن المعادلة) 1 ) 0g x  تقبل حلا وحيدا بحيث  
 1,87 1,88   

) إشارة x، ثم استنتج حسب قيم  g(1)أحسب  )3 )g x 
  

II f الĐالدالة المعرفة على ا 0;  كما يلي :ln( ) 5
( ) 2 4

x
f x x

x x
      

( )
f

C  منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
   ، ) وحدة الطولcm2    (   

احسب/ أ) 1
0

lim ( )
x

f x


  ، وفسر النتيجة هندسيا 

limأحسب / ب    ( )
x

f x


     

من  xبين أنه من أجل كل/ أ) 2 0;فان :
2

( )
( )

g x
f x

x

  ،  ثم شكل جدول تغيراتf  

lim:احسب/ ب    ( ) 2
x

f x x


    وفسّر النتيجة هندسيا ،  
)أدرس وضعية / ج    )

f
C لنسبة للمستقيمʪ( ) 2ذا المعادلةy x    

2 3 4-1-2-3-4
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3
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)4:بين أن) 3 ) 2 2f  


    ثم استنتج حصرا للعدد ،( )f        

)أرسم ) 4 )  والمنحنى( )
f

C  
 

I g دالة عددية معرفة على  2ـب: ( ) ² 4 3 ln 2g x x x x      

   gأدرس تغيرات الدالة / أ   
) ثم استنتج إشارة  g ،(1)g(3) أحسب/ ب   )g x  

II f دالة عددية معرفة على 2 حيث:  
ln 2

( ) 2
2

x
f x x

x


  


    

( )
f

C  منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
   

limأحسب )3 ( )
x

f x


 ،lim ( )
x

f x


 ،
2

lim ( )
x

f x


و 
2

lim ( )
x

f x


 

من xأثبت أن من أجل كل  )4 2:( )
'( )

( 2)²
g x

f x
x

 


 

 ، ثم شكل جدول تغيراēا f استنتج اتجاه تغير الدالة )5
) أثبت أن المستقيم )6 )  2ذا المعادلةy x    مقارب مائل للمنحني ( )

f
C  

) أدرس وضعية المنحني )7 )
f

C لنسبة للمستقيمʪ ( ) 
)برهن على وجود مماسين للمنحنى )8 )

f
C 1 معامل توجيه كل منهما  

)أنشئ ) 7  )  و fC  

 
f دالة معرفة على   ;ln 2 ln 2;fD     كما يلي :( ) ln 2xf x x e    

( )
f

C امد ومتجانس منحناها البياني في معلم متع , ,O i j
   

):بين أن/  أ) 1 ) 2 ln 1 2 xf x x e    

lim احسب/ ب    ( )
x

f x


lim و  ( )
x

f x


  

 احسب/ ج   
ln2

lim ( )
x

f x


و
ln2

lim ( )
x

f x


  ثم فسر النتيجة هندسيا

  ثم شكل جدول تغيراēا fادرس اتجاه تغير الدالة) 2

) بين أن) 3 )
f

C يقبل مستقيمين مقاربين ( ) و( )  2:معادلتاهما على التواليy x  وln 2y x   
)أنشئ )4 ) ،( ) و ( )

f
C    
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 

f Đالدالة معرفة على ا   1;0 0;     بـ:
2

( ) ln
1

x
f x

x



    

( )
f

C  منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
   

limبين أن ) 1 ( )
x

f x


.ثم احسب
1

lim ( )
x

f x


 ،
0

lim ( )
x

f x


،
0

lim ( )
x

f x


  وفسر النتائج هندسيا

؛ fDمن  xبين أنه من أجل كل) 2
2

'( )
( 1)
x

f x
x x





  

fاستنتج اتجاه تغير الدالة) 3   ثم شكل جدول تغيراēا  
)استنتج من جدول التغيرات أن المعادلة/ أ) 4 )f x kلين مختلفين في الإشارة علىتقبل حfDحيث ،k   عدد حقيقي 

)بين أنه إذا كان / ب    ) ( )f f  0فإن     مع    fDعددين مختلفين من  و  

1احسب /ج  5
2

f
 
  
 

)ثم استنتج فاصلتي نقطتي تقاطع المنحنى  )
f

C وحامل محور الفواصل  

)بين أن ) 5 )
f

C يقبل مماسا( )  3يعامد المستقيم ذا المعادلة 2y x يطلب تعيين معادلته،  

limاحسب ) 6 ln
1x

x
x

 
  

)كن القول عن،ماذا يم )
f

Cو( )؟حيث( ) التمثيل البياني للدالة"ln "  

)حدد وضعية ) 7 )
f

Cو( )ثم ارسم( )،( ) و( )
f

C  
 

المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس , ,O i j
   

I )المنحنى  )
h

C  هو التمثيل البياني للدالة العدديةh  والمعرفة  
على اĐال  0;  كما يلي :( ) ² 2 lnh x x x    

   hقراءة بيانية شكل جدول تغيرات الدالةب) 1
علل وجود عدد حقيقي وحيد) 2 1,25بحيث   1,5  يحقق:( ) 0h x     

)استنتج اشارة) 3 )h x  الĐعلى ا 0;  

II الĐالدالة العددية المعرفة على ا 0;1: بـ ln
( )

x
f x x

x


   

( )
f

C  منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
   

 احسب) 1
0

lim ( )
x

f x


  ثم فسر بيانيا النتيجة المحصل عليها 

lim:بينّ أن ) 2 ( )
x

f x


   

2 3 4 5

2

3

4

5

-1

-2

-3

-4

-5

-6
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1
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C
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من اĐال  xبينّ أنه من أجل كل/ أ) 3 0;؛( )
'( )

²
h x

f x
x

  

  ثم شكل جدول تغيراēا fاستنتج اتجاه تغير الدالة/ ب   

)1:بينّ أن) 4 ) 2f  


  ثم جد حصرا للعدد ،( )f    

)بينّ أن المنحنى/ أ) 5 )
f

C مائلا ʪيقبل مستقيما مقار( ) عادلتهم:y x    
)ادرس وضعية / ب    )

f
C لنسبة للمستقيمʪ( )  

)بينّ أنه يوجد مماس) 6 )T  للمنحنى( )
f

C يوازي المستقيم( ) يطلب تعيين معادلة له ،  
)أنشئ كلا من ) 7 )T و( )  ثم المنحنى( )

f
C في المعلم السابق  

0mxعدد حلول المعادلة ؛ ʭmقش ،بيانيا وحسب قيم الوسيط الحقيقي) 8 ee
x

    

 
I  علما أنlim 0t

t
te


  بينّ أن

0
lim ln 0


 


 .  

 II g  دالة معرفة على 1;  بـ:( ) ( 1) 2 ln( 1)g x x x e        

 ، ثم شكل جدول تغيراēا gادرس اتجاه تغير الدالة) 1

1xاستنتج أنه من أجل كل عدد حقيقي) 2   فإن :( ) 0g x   
III   f دالة معرفة بـ :( 1) 0f  ومن أجل كلx الĐمن ا 1; ؛( ) ( 1) ( 1)ln( 1)f x x x x      

( )
f

C اني في معلم متعامد ومتجانس منحناها البي , ,O i j
   

limأحسب / أ) 1 ( )
x

f x


، ثم  
0

( 1) ( 1)
lim

h

f h f
h

  


  ثم فسر هندسيا هذه النتيجة. 

  ثم شكل جدول تغيراēا fادرس اتجاه تغير الدالة/ ب   
)عين معادلة المماس/ أ) 2 ) للمنحنى( )

f
C1عند النقطة التي فاصلتهاe        

)ادرس الوضع النسبي المنحنى / ب    )
f

C لنسبة لـʪ( )  
)أرسم / ج    ) و( )

f
C  ال علىĐا 1;4 

IV   h  دالة معرفة علىبـ: ( ) 1h x f x   

  زوجية hبينّ أن الدالة) 1

   0عند hأدرس قابلية اشتقاق الدالة)2
  شكل جدول تغيراēا  hدون دراسة تغيرات الدالة ) 3
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x: عدد وإشارة حلول المعادلة  ʭmقش ، وحسب قيم الوسيط الحقيقي) 4 x m
x e

  
 

f المعرفة على الدالة 1  يلي  كما:( ) ln 1
1

x
f x x

x
  


  

( )
f

C  منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
   

limأحسب) 1 ( )
x

f x


 ،lim ( )
x

f x


 ،
1

lim ( )
x

f x


و 
1

lim ( )
x

f x


  ثم فسر النهايتين الأخيرتين هندسيا

):قابلة للاشتقاق على مجالي تعريفها ، ثم بينّ أن  fبينّ أن الدالة/ أ)2 )
( 1)²

x
f x

x
 


  

   ، ثم شكل جدول تغيراēاfادرس اتجاه تغير الدالة /ب  
):  بينّ أن المعادلة  /أ)3 ) 0f x تقبل حلا وحيدا  5;4حيث       
)بين أن/ ب   )

f
Cيقبل نقطة انعطاف يطلب تعيين إحداثيتيها  

)أثبت أن المنحنى) 4 )
f

Cيقبل مماسين ( )و( )2معامل توجيه كل منهما وأكتب معادلتيهما ،  
)، f ،(10)f(6)أحسب) 5 1)f  ،( 4)f   و( 8)f   ثم ارسم المماسين( ) و( ) والمنحنى( )

f
C  

  :عدد وإشارة حلول المعادلة mالحقيقي ʭقش بيانيا ،حسب قيم الوسيط) 6
                   ( 1) 2 ² ( 1)ln 1m x x x x x       

والمعرفة على  hنعتبر الدالة) 7 1;1  كما يلي: ( )h x f x   
)وليكن    )

f
Cالمنحنى البياني للدالةh في المعلم السابق  

أحسب/ أ  
0

( )
lim

x

h x
x

و   
0

( )
lim

x

h x
x

   ؟ ثم فسر النتيجة هندسياh، ماذا تستنتج ʪلنسبة للدالة
)لمنحنى زوجية ، ثم أرسم ا hبين أن الدالة / ب  )

f
C في نفس المعلم السابق   

والمعرفة على  gنعتبر الدالة) 8 0;   كما يلي:( ) ln( 1)x xg x e e   
)' :فإنموجب تماما  xبينّ أنه من كل عدد حقيقي/ أ   ) ( )x xg x e f eثم استنتج اتجاه تغير ،g   
احسب/ ب 

0
lim ( )

x
g x


limوبينّ أن    ( ) 0

x
g x


  ثم شكل جدول تغيرات الدالةg                                 

 
I  الدالةنعتبرg  الĐالمعرفة على ا 0; لعبارةʪ: ( ) 1 ln( )g x x x x     

( )
g

C  منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
      

)ثم أدرس إشارة. gأدرس تغيرات الدالة)1 )g x   
)ليكن)2 )C  التمثيل البياني للدالةln( )x xفي المعلم السابق 
)بين أن / أ  )

g
C و( )C  و 1في نقطتين فاصلتاهمايشتركانe   

من اĐال xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي/ ب    1;e  فإن :( ) ln( )g x x  

IIلتكن الدالةf  الĐالمعرفة على ا 1; لعبارةʪ: ln( )
( )

1
x

f x
x



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( )
f

C  منحناها البياني في معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
   ، ) وحدة الطولcm2    (  

) :قابلة للاشتقاق على مجال تعريفها وأن fلدالةبين أن ا) 1 )
( )

( 1)²
g x

f x
x x
 


  

بين أن  ) 2
1

lim ( ) 1
x

f x


  ّوأنlim ( ) 0
x

f x


 ثم فسر النتيجة الأخيرة هندسيا  

   fشكل جدول تغيرات الدالة) 3

1بين أن المعادلة ) 4
( )

2
f x  تقبل حلا وحيدا  3,5حيث 3,6   

)أرسم المنحنى ) 5 )
f

C     
 

حيث Dالمعرفة على fنعتبر الدالة العددية   ; 1 1;D      2:بــــــ 1
( ) ln

3 1
x

f x x
x

 
    

   

( )
f

C التمثيل البياني للدالةf في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس , ,O i j
 

  
 .فردية ثم فسّر ذلك بيانيا fبينّ أنّ الدالة )1
:احسب النهاʮت التالية )2

1

lim ( )
x

f x


 ،
1

lim ( )
x

f x


،lim ( )
x

f x


limو  ( )
x

f x


 

)استنتج أنّ  )
f

C  مستقيمين مقاربين موازيين لحامل محور التراتيبيقبل  

، Dمن xبينّ أنه من أجل كل/ أ )3
2

2

2 2
( )

3 1

x
f x

x

    
 

  

  .ثم شكل جدول تغيراēا fاستنتج اتجاه تغير الدالة/ ب   
)بينّ أنّ المعادلة )4 ) 0f x  تقبل حلا وحيدا 1,8حيث 1,9   

)بينّ أنّ المستقيم )5 )  2:ذا المعادلة
3

y x مستقيم مقارب مائل للمنحنى( )
f

C ثم ادرس وضعية المنحنى( )
f

C 

)ʪلنسبة إلى المستقيم ) 
)أنشئ المستقيم )6 ) والمنحنى( )

f
C 

7( m قش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقيʭ ،وسيط حقيقيm  عدد حلول المعادلة:   1
2 3 3ln 0

1
x

m x
x

 
    

 

 

I. نعتبرf فة على 1الدالة العددية المعرّ ;
2

    
:كما يلي 

2

1 2 ln(2 1)
( )

(2 1)

x
f x

x

 



   

  ( )
f

C التمثيل البياني للدالةf في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس , ,O i j
 

  
:احسب النهايتين )1

1
2

lim ( )
x

f x


 ،lim ( )
x

f x


 ثمّ فسّر النتيجتين بيانيا  
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1من xمن أجل كل: بينّ أنّ / أ )2 ;
2

    
،

3

8 ln(2 1)
( )

(2 1)

x
f x

x

  


  

  ثمّ شكّل جدول تغيراēا fادرس اتجاه تغيرّ الدالة/ ب

1حل في اĐال )3 ;
2

    
) المعادلة  ) 0f x  ثم استنتج إشارة ،( )f x  

)المنحنى بينّ أنّ  )4 )
f

C انعطاف نقطة يقبل  أنشئ، ثمّ إحداثيتيهايطلب تعيين( )
f

C 

II. لتكن الدالةg 1المعرفة على ;
2

    
):كما يلي   ) 2 ln(2 1)g x x x       

  gادرس اتجاه تغير الدالة /أ )1
)بينّ أنّ للمعادلة /ب      ) 0g x  حلين أحدهما معدوم والآخر 1,2:حيث   1,3    
)إشارةاستنتج / ج        )g x   

 
I g الĐالدالة العددية المعرفة على ا 0; 2: بـــ( ) 1 lng x x x     
  gادرس اتجاه تغير الدالة  )1

2احسب )2
2

g
 
 
 
 

من اĐال xثم بين أنه من أجل كل عدد حقيقي   0;،( ) 0g x .  

II f الĐالدالة العددية المعرفة على ا 0; بــ :ln
( ) 1

x
f x x

x
     

( )C  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس , ,O i j
 

  
احسب )1

0
lim ( )

x
f x


limو  ( )

x
f x


 

من اĐال xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي) أ )2 0; ،
2

( )
( )

g x
f x

x
  

 .fشكل جدول تغيرات الدالة  ) ب
)اكتب معادلة للمماس )3 )T للمنحنى( )C 1في النقطة التي فاصلتها 
)بين أن) أ )4 )C مائلايقبل مستق ʪيما مقار( ) 1:حيثy x  معادلة له 
)ادرس الوضع النسبي لــ) ب   )C و( )  
)ارسم المستقيمين )5 )T و( ) ثم المنحنى( )C 
6( m عدد حقيقي.( )

m
 المستقيم حيث:y mx m  معادلة له 

)تنتمي إلى المستقيم A(0,1)، النقطةmتحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي  ) أ )
m

. 
)عدد حلول المعادلة  ʭmقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  ) ب )f x mx m  
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 
I.  لتكن الدالة العددية gالĐالمعرفة على ا 1;  بـ :( ) 1 ( 1) 2 ln( 1)g x x e x       

  ).هو أساس اللوغاريتم النيبيري eحيث العدد( 
  ، ثم شكل جدول تغيراēاgادرس تغيرات الدالة )1
)بين أن للمعادلة )2 ) 0g x  حلا وحيدا 0,34حيث 0,33    
)استنتج إشارة  )3 )g x حسب قيم العدد الحقيقيx Đالمن ا 1;    

II. لتكن الدالةf الĐالمعرفة على ا 1;  بــ:
2

ln( 1)
( )

1 ( 1)
e x

f x
x x


 

 
   

( )
f

C  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس , ,O i j
 

 
 بين أن ) أ )1

1
lim ( )

x
f x


   واحسبlim ( )

x
f x


  ، ثم فسر النتيجتين هندسيا

المن اx Đبين أنه من أجل كل عدد حقيقي) ب    1; :
2

( )
( )

( 1)
g x

f x
x
 


).f هي مشتقة الدالةf(  

على اĐال fأدرس اتجاه تغير الدالة) ج    1; اēثم شكل جدول تغيرا ،.  
)أرسم المنحنى) د     )

f
C ) .نقبل أن( ) 3,16f  (  

المعرفة على kنعتبر الدالة العددية )2 1;1بــ: ( )k x f x  و( )
k

C بياني في المعلم السابقتمثيلها ال. 
 زوجية kبين أن الدالة  ) أ

)بين كيف يمكن استنتاج  ) ب )
k

C انطلاقا من المنحنى( )
f

C  دون دراسة تغيرات الدالة( ثم أرسمهk ( 
)عدد وإشارة حلول المعادلة  ʭmقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي) ج     )k x m.  

 

المعرفة على  fنعتبر الدالة العددية 0;2 :بـln
( ) 1

x
f x

x
  

( )
f
C تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس , ,O i j

 
  

 احسب/أ)1 
0

lim ( )
x

f x


limو ( )
x

f x


  ،فسر النتيجتين هندسيا

fأدرس اتجاه تغير الدالة/ ب    على اĐال   0; اēثم شكل جدول تغيرا  

)ادرس وضعية المنحنى/أ)2  )
f
Cلنسبة إلى اʪ لمستقيم( )1 :الذي معادلتهy    

)اكتب معادلة المماس/ب    )T للمنحنى( )
f
C  1في النقطة ذات الفاصلة   

)بينّ أن المعادلة /ج    ) 0f x ال تقبل حلا وحيداĐفي ا 0;1حلا وحيدا 0,4حيث 0,3e e    
)أنشئ ) 3 )T  والمنحنى( )

f
C  
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المعرفة على  hنعتبر الدالة العددية )4 0بـ: 
2ln

( ) 1
x

h x
x

   

)و  )
h
Cني في نفس المعلم السابقتمثيلها البيا  

ه من أجل كل عدد حقيقي /أ    xبينّ أنّ )غير معدوم ،   ) ( ) 0h x h x  .ماذا تستنتج؟  

)أنشئ المنحنى /ب   )
h
C  اعتمادا على المنحنى( )

f
C  

ln :، عدد حلول المعادلة  ʭmقش بيانيا، حسب قيم الوسيط الحقيقي/ ج   ² ( 1)x m x   
 

I    g الĐالدالة المعرفة على ا 1;   كما يلي: ( ) ² 2 4 2 ln( 1)g x x x x      
  ثم شكل جدول تغيراēا،  gأدرس تغيرات الدالة )1

من xاستنتج أنه ، من أجل كل)2 1;  ،( ) 0g x   

II f  الĐالدالة المعرفة على ا 1;   1:كما يلي 2 ln( 1)
( )

1
x

f x x
x

 
 


)و  )

f
Cتمثيلها البياني  

احسب/ أ) 1 
1

lim ( )
x

f x


limاحسب /ب       فسر النتيجة هندسيا  ( )
x
f x


   

 من xبينّ أنه من أجل كل / أ )1 1; :( )
'( )

( 1)²
g x

f x
x




  

علىfأدرس اتجاه تغير/ب    1; اēثم شكل جدول تغيرا،  

)بينّ أن المعادلة / ج    ) 0f x  تقبل حلا وحيداالĐ1في ا;     0،ثم تحقق أن 0,5   

)بينّ أن المستقيم/ أ )2 ):y x مقارب مائل لـ( )
f
Cعند   

)س وضعية  ادر / ب    )
f
C لنسبةʪإلى( )  

)نقبل أن المستقيم  )3 )T  ذا المعادلة:
3

2
y x

e
  مماس للمنحنى ،( )

f
C في نقطة فاصلتها

0
x   

أحسب/ أ    
0
x   

)أرسم المستقيمين المقاربين والمماس/ب     )Tثم المنحنى( )
f
C   

)بحيث تقبل المعادلة  mعينّ بيانيا قيم الوسيط الحقيقي/ج     )f x x m حلينّ متمايزين  
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 

I  لتكن الدالة العددية gالĐالمعرفة على ا 1;  1: بـ
( ) ln( 1)

1
x

g x x
x


  


  

/أ -1
1

lim ( )
x

g x


limو ( )
x

g x


 

على اĐالgادرس اتجاه تغير الدالة/ ب 1;  اēثم شكّل جدول تغيرا.  
)بين أن للمعادلة/ أ -2 ) 0g x  حلا وحيدا 0,4حيث 0,5  
)استنتج إشارة / ب )g x الĐعلى ا 1;    
II f الĐالدالة العددية المعرفة على ا 1;  بــ:( ) 1 ( 1)ln( 1)f x x x      

 أحسب / أ -1
1

lim ( )
x

f x


limوفسر النتيجة هندسيا ثم احسب   ( )
x

f x


 

على اĐالfادرس اتجاه تغير الدالة/ أ -2 1;  اēثم شكّل جدول تغيرا.  

4:بين أن/ ب  
( ) 4

1
f  


   


ــ أعطثم   )حصرا ل )f   )210تدور النتائج الى (  

عدد حقيقي من اĐال aليكن -3 1; نسمي ،( )
a
T مماس المنحنى( )C الممثل للدالةf  في المستوي المنسوب إلى

المعلم المتعامد والمتجانس  , ,O i j
 

 aعند النقطة ذات الفاصلة 
من اĐال xنضع من أجل كل عدد حقيقي 1; :( ) ( ) ( )( ) ( )h x f x f a x a f a       

من اĐال xحقيقي تحقق أنه من أجل كل عدد/ أ 1; :( ) ( ) ( )h x f x f a     
)إشارة، عين ʪgستعمال اتجاه تغير الدالة/ ب )h x حسب قيمx واستنتج اتجاه تغيرhعلى  1;   
)حدد الوضع النسبي للمنحنى/ ج )C والمستقيم( )

a
T  

)بين أنه يوجد مماسان/ أ -4 )
a
T (0;1)يشملان النقطةAيطلب تعيين معادلتيهما 

)أرسم المماسين والمنحنى/ ب    )C  
 

I   g الĐالدالة المعرفة على ا 0; بــــ: ( ) lng x x x x   
أحسب /أ )1

0

lim ( )
x

g x


limو ( )
x

g x


  

على اĐال  gأدرس اتجاه تغير الدالة / ب    0; اēثم شكل جدول تغيرا  
)بين أن للمعادلة) 2 ) 1g x   حلا وحيدا 3,5حيث 3,6   

)استنتج اشارة العبارة) 3 ) 1g x  الĐعلى ا 0;  

II نعتبر الدالة العدديةf الĐالمعرفة على ا 0; بــــ:ln
( )

1
x

f x
x




 ( )
f

C اني في المستوي المنسوب إلى تمثيلها البي

المعلم المتعامد والمتجانس  , ,O i j
 

2i، حيث cm


4jو cm


 

)بين أن )4 )
f

C 0يقبل مستقيمين مقاربين معادلتيهماx  0وy   
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;0من اĐال xبرهن أنه من أجل كل عدد حقيقي/ أ )5   :
2

( ) 1
( )

( 1)

g x
f x

x x

 


 

متزايدة تماما على اĐال fبين أن الدالة/ ب 0; ومتناقصة تماما على ;  اēثم شكل جدول تغيرا  

)اكتب معادلة للمماس/ ج )T للمنحنى( )
f

C 1عند النقطة ذات الفاصلة  

)احسب/ د ) ( )
lim
x

f x f
x







  ، فسر النتيجة هندسيا

)1:بين أن/ أ )6 )f 


  

)استنتج حصرا للعدد/ ب   )f   )210تدور النتائج الى (  
)ارسم/ ج   )

f
C  

2:وسيط حقيقي mو xنعتبر المعادلة ذات اĐهول الحقيقي الموجب تماما )7 22 ( 1) ln( )...( )x x m x x E     

)تحقق أن المعادلة/ أ )E 1:يؤول حلها إلى حل المعادلة
( )

2
f x x m   

)التي من أجلها تقبل المعادلة  mيا قيم عينّ بيان/ ب    )E حلينّ متمايزين  

5 (h هي الدالة المعرفة على*  كما يلي:
ln

( )
1

x
h x

x

 

)و  )
h

C منحناها البياني في المستوي  

  زوجية hأن الدالة بين/ أ   
)ارسم في نفس المعلم المنحنى/ ب   )

h
C لمنحنىʪ مستعينا( )

f
C  

 
I   g الĐالدالة المعرفة على ا 0; 2 :بــــ( ) 1 2 lng x x x    
  gلدالةأدرس اتجاه تغير ا )1

)بين أن المعادلة) 2 ) 0g x  الĐتقبل في ا 0,52;0,53حلا وحيدا   
) إشارةاستنتج ) 3 )g xالĐعلى ا 0;  

II نعتبر الدالة العدديةf الĐالمعرفة على ا 0; 3:ــــب 2 ln
( )

x
f x x

x


    
( )

f
C  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس , ,O i j

 
   

احسب  )1
0

lim ( )
x

f x


limو ( )
x

f x

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;0من اĐال xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي/ أ )2   :
2

( )
( )

g x
f x

x

  

  fشكل جدول تغيرات الدالة/ ب

1: تحقق أن/ ج
( ) 2f  


 

  
 

  ثم عين حصرا له 

limاحسب/ أ )3 ( )
x

f x x


   ثم فسر النتيجة هندسيا 

)ادرس وضعية/ ب   )
f

C لنسبة إلى مستقيمه المقارب المائلʪ( )  

)بين أن/ ج   )
f

C قبل مماساي( )T يوازي( ) يطلب كتابه معادلة ديكارتيه له  

)نقبل أن )4 )
f

C 0يقطع محور الفواصل في نقطتين فاصلتيهما
x 1وx حيث: 

0
0,22 0,23x  1و

2,11 2,13x  أنشئ( )T ،( ) و( )
f

C  

5( m قش بيانيا وحسب قيم . وسيط حقيقيʭm 3: ،عدد حلول المعادلة 2 ln 0x mx     
 

I hدالة معرفة على 2; بـما يلي :( ) ( 2)² 2 2ln( 2)h x x x       

 أحسب )1
2

lim ( )
x

h x


  ،lim ( )
x

h x


  

  ، ثم شكل جدول تغيراēا hتجاه تغيرّ الدالة أدرس ا) 2
xأستنتج أنه من أجل كل) 3 من    2; ،( ) 0h x    

f  II دالة معرفة على 2; 2: بـما يلي
( ) 1 ln( 2)

2
f x x x

x
   


   

( )
f

C تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس , ,O i j
 

     

أحسب ) 1 
2

lim ( )
x

f x


limوفسر النتيجة هندسيا ، ثم احسب   ( )
x

f x


  

xبينّ أنه من أجل كل/ أ) 2  من   2; :( )
'( )

( 2)²
h x

f x
x




  

;2على اĐال  fأدرس اتجاه تغير الدالة/ب       اēثم شكل جدول تغيرا ،  

)بينّ أن المستقيم/ أ) 3 )  1:ذا المعادلةy x   مقارب مائل لـ( )
f

Cبجوار   

)أدرس وضعية المنحنى / ب   )
f

C لنسبة إلى المستقيمʪ( )  

)نى أثبت أن المنح/ أ) 4 )
f

C يقبل نقطة انعطافA  اēيطلب تعيين إحداثيا  

)نىالمنح أرسم المستقيمين المقاربين و/ب    )
f

C  
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2 3

-1

0 1

1

x

y

g  IIIدالة معرفة على 2; 2: بـما يلي
( ) 1 ln( 2)

2
g x x x

x
   


   

احسب ) 1
1

( ) ( 1)
lim

1x

g x g
x

 


و  
1

( ) ( 1)
lim

1x

g x g
x

 


  ؟ g، ماذا تستنتج ʪلنسبة إلى 

  .أعط تفسيرا هندسيا لهذه النتيجة) 2
)انطلاقا من المنحنى )3 )

f
C  أرسم المنحنى( )

g
Cالممثل للدالةg في نفس المعلم السابق. 

 
   f (0): الدالة معرفة بـ  1f  ومن أجل كلx من اĐال   0; بـ: ( ) 1 ² lnf x x x .  

)و  )
f

C  منحنى الدالةf في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس , ,O i j
 

  

  .ينمن اليم  0عند  fادرس استمرارية الدالة/ أ) 1

احسب  /ب    
0

( ) 1
lim
x

f x
x




  .، ثم فسر النتيجة هندسيا 

limأحسب / أ)2 ( )
x

f x


  .، ثم شكل جدول تغيراēا fأدرس اتجاه تغير الدالة/ ب.     

):بينّ أن المعادلة/ أ) 3 ) 0f x   تقبل حلا وحيدا  الĐمن ا 0;  .1,531:تحقق أن /ب 1,532 .  

gنعتبر الدالة ) 4 :بـ المعرفة على   ( )g x f x   

)و )
g

C  الممثل للدالة  المنحنىg في نفس المعلم المتعامد   , ,O i j
 

  

)أنشئ المنحنى / ب                  gادرس شفعيه الدالة / أ   )
g

CالĐعلى ا 2;2   

 
المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  , ,O i j

 
  

  I g دالة معرفة على   0;3بـ :( ) lng x x x x    

   gادرس تغيرات الدالة) 1

)بينّ أن المعادلة /أ)2 ) 2g x  تقبل حلا وحيدا  في  
اĐال 0;3 1,45ثم تحقق أن 1,46    

)استنتج إشارة/ب   ) 2g x    
 II التمثيل البياني المقابل( )

f
C  هو للدالةf    

والمعرفة على اĐال 0;3 بـ :( ) 2 lnf x x x     
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)ʪستعمال )1 )
f

Cللدالة ول قابلية اشتقاق ضع تخمينا حf 2عند   
 أثبت صحة تخمينك )2
  fأدرس تغيرات الدالة )3

h  III 0الدالة المعرفة على;
2
 

  
): كما يلي ) (2 cos )ln(cos )h x x x   

)بينّ أن المستقيم ) 1   )  ذو المعادلة :
2

x


  مقارب للمنحنى( )
h

C  حيث( )
h

Cمنحنى الدالةh   

)وارسم ، ثم شكل جدول تغيراēا hأدرس اتجاه تغير الدالة )2   ) و( )
h

C 
 
4( fالدالة معرفة على 0; بـ: ( ) (1 2 ln )( 1 ln )f x x x     
)و )

f
C  منحنى الدالةfفي المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس , ,O i j

 
  

  fادرس تغيرات الدالة /أ   

)أكتب معادلة المماس/ب    ) للمنحنى( )
f

C في النقطة ذات الفاصلةe   

)قط تقاطععينّ فواصل ن/ ج    )
f

C  مع حامل محور الفواصل ثم أسم( )
f

C الĐ20على ا;e     

2( g الدالة معرفة على   0; بـ: ( ) 1 lng x x  و( )
g

C تمثيلها البياني في المعلم السابق.  

   gادرس تغيرات الدالة/ أ   

)عينّ الوضع النسبي للمنحنيين/ب    )
f

C و( )
g

C  ثم أرسم( )
g

C الĐ20 على ا;e    

 
I g  الĐالدالة المعرفة على ا 1;   كما يلي: ( ) ( 1)² 2 ln( 1)g x x x      
على اĐال  gأدرس اتجاه تغير الدالة )1 1;   

)بينّ أن المعادلة)2 ) 0g x   تقبل حلا وحيدا  0,31حيث 0,32 وأن:ln( 1) 2 ( 1)²      

)إشارة xاستنتج  حسب قيم)3 )g x .  

II f الدالة المعرفة على  1; لعبارةʪ: 
2

( ) ( 1)² 2 ln( 1)f x x x       و( )
f

C تمثيلها البياني  

احسب) 1
1

lim ( )
x

f x


limو ( )
x

f x


  

من xبينّ أنه من أجل كل) 2 1; :2 ( )
'( )

1
g x

f x
x




  

  ، ثم شكّل جدول تغيراēاfادرس اتجاه تغير الدالة ) 3
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)2 :بينّ أن) 4 ) ( 1)² 1 ( 1)f          ثم استنتج حصرا للعدد( )f    

)نحنىمثّل الم) 5 )
f

C  الĐعلى ا 1;2   

 III ( ) المحنى الممثل للدالةh  المعرفة على 1;  لعبارةʪ:( ) ln( 1)h x x   
  A النقطة ذات الإحداثيتين( 1;2)  وM نقطة من( ) فاصلتهاx   

): تعطى ʪلعبارة  AMأثبت أن المسافة)1 )AM f x   

kالدالة )2 معرفة على    1;  لعبارةʪ :( ) ( )k x f x  
نفس إتجاه التغير على اĐال  fو  kبينّ أن للدالتين /أ   1;   

Bعينّ إحداثيتي النقطة /ب  )من   )  بحيث تكون المسافة ،AMأصغر ما يمكن.  

):بينّ أن / ج  1) ( 1)² 1AB      
 

I  نعتبر الدالةu الĐالمعرفة على ا 0;  كما يلي:( ) 3 4xu x e x e      
  uادرس اتجاه تغير الدالة/ أ    
من اĐال xبين أنه، من أجل كل عدد حقيقي/ ب    0; ،3 4xe e x   
معرفة على اĐال vالدالة) 2 0; 3:بـ 2( ) 3 4 1 lnv x x x x      

(1):بين أن / أ      0v   ) .يرمزv الى الدالة المشتقة للدالةv (  
من اĐال xأثبت أنه، من اجل كل عدد حقيقي /ب     0; ،( ) 0v x   

من اĐال xاستنتج، أنه من أجل كل عدد حقيقي/ج     0;،
2

1 ln
3 4

x
x

x

 
   

من اĐال xأثبت أنه، من أجل كل عدد حقيقي) 3 0;:
2

1 ln
0x x

e e
x


    

II الدالةf  الĐمعرفة على ا 0; بـ:ln
( ) x x
f x e ex

x
     

( )
f

C تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس , ,O i j
 

  
:احسب) 1

0
lim ( )

x
f x


limو  ( )

x
f x


   

متزايدة تماما على اĐال fبين أن الدالة ) 2 0; اēثم شكل جدول تغيرا ،       

)، ثم مثل المنحنىf(1)احسب) 3 )
f

C الĐ50على ا;
2

 
  

  

Ϩ :(2)خذ(  2,3f  ،(1,64) 1f  5و
5,75

2
f
 

 
 

 (  
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 

I f الدالة العددية المعرفة على اĐال  ;0بـ:( ) 5 6ln
1
x

f x x
x

 
     

)و  )
f
Cتمثيلها البياني  

احسب/أ) 1
0

lim ( )
x

f x


limاحسب/ فسر النتيجة هندسيا  ب  ( )
x
f x


   

من xبينّ أنه من أجل كل) 2 ;0²؛ 6
'( )

( 1)
x x

f x
x x
 




  ل تغيراēاثم شكل جدو fاستنتج اتجاه تغير

)بينّ أن المستقيم /أ) 3 ) 5:الذي معادلتهy x  هو مقارب مائل للمنحنى( )
f
Cبجوار   

)ادرس وضع المنحنى /ب  )
f
C لنسبةʪ للمستقيم( )  

)بينّ أن المعادلة ) 4 ) 0f x   تقبل حلين و 3,5:حيث 3,4     ّ1,1و 1     
)أنشئ المنحنى ) 5 )

f
Cلمستقيم وا( )  

3نعتبر النقطتين/أ)6
( 1;3 6 ln )

4
A  5و 3

( 2; 6 ln )
2 4

B     

1بينّ أن   7 3
6ln

2 2 4
y x  معادلة ديكارتية للمستقيم( )AB  

)بينّ أن / ب   )ABيمس( )
f
Cفي نقطة

0
M يطلب تعيينها  

 
I g دالة معرفة على   0;بـ :( ) ² ln( )g x x a b x    

b و aعينّ العددين الحقيقيين)1 gعلما أن التمثيل البياني للدالة  ;1)يقبل في النقطة    1)A 4مماسا معامل توجيهه   

2a:نضع ) 2     2وb    

  ، ثم شكّل جدول تغيراēا gةأدرس تغيرات الدال/ أ   

):بينّ أن المعادلة/ب   ) 0g x   تقبل حلا وحيدا 0; ثم استنتج إشارة( )g x  على 0;  

 II   fدالة معرفة على 0;2:بـln( )
( ) 2

x
f x x

x
    

 ( )
f

C تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس , ,O i j
 

  

احسب/ أ) 1  
0

lim ( )
x

f x


limو ( )
x

f x


)احسب/ ب       )f x  ثم تحقق أن ، :( )
'( )

²
g x

f x
x

   
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)استنتج إشارة /ج   )f xثم شكل جدول تغيرات الدالة ،f     

)بينّ أن المستقيم/أ)2 ) 2:ذا المعادلةy x   مقارب لـ( )
f

C ثم أدرس وضعية( )
f

C لنسبة لـʪ( )  

)بينّ أن/ب   )
f

Cيقبل مماسا( )Tيوازي( ) ثم جد معادلة له  

Ϩ1,25خذ / ج     بينّ أن المعادلة( ) 0f x    ّتقبل حلين
1
x  و

2
x حيث:  

    
1

0,6 0,7x   ّو
2

2,7 2, 8x  . ثم ارسم كلا من( ) و( )T و( )
f

C  

): المعادلة  ، عدد وحلول ʭmقش بيانيا ،حسب قيم الوسيط الحقيقي)3 2) 2ln( ) 0m x x     
 

I g دالة معرفة على   1;3بـ :( ) 2ln( 1)
1

x
g x x

x
  


  

  ، ثم شكل جدول تغيراēاgأدرس تغيرات الدالة) 1

)بينّ أن المعادلة) 2 ) 0g x  عدوم والآخرتقبلا حلين احدهما م  0,8: يحقق 0,7     

)، إشارة xعينّ ، حسب قيم)3 )g x   

4(h دالة عددية معرفة على   1;3بـ:
2

( ) ( )h x g x     

)أحسب/ أ )h x بدلالة كلا من( )g x  و( )g x .  

)عينّ إشارة /ب )h x ثم  شكل جدول تغيرات الدالة ،h  

f  IIدالة عددية معرفة على 1;3كما يلي :
²

( ) ; 0
ln( 1)

(0) 0

x
f x x

x
f


 


 

)و  )
f

Cيانيتمثيلها الب  

)ثم أكتب معادلة لـ  0تقبل الاشتقاق عند fبينّ أن الدالة ) 1 )T  مماس( )
f

C0في النقطة ذات الفاصلة   

بينّ أنه من أجل كل /أ) 2   1;0 0;3x   ،
2

( )
'( )

ln( 1)

xg x
f x

x

  

  fثم استنتج اتجاه تغير الدالة.

):بينّ أن/ ب  ) 2 ( 1)f    ثم عين حصرا لـ،( )f    

و  f(3)أحسب /ج 
1

lim ( )
x

f x


   f، ثم شكل جدول تغيرات
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من أجل كل  بينّ أنه/أ)3 1;3x  فإن:ln( 1) 0x x    

)ادرس وضعية/ ب   )
f

C لنسبة إلى المماسʪ( )T  

)عينّ معادلة للمستقيم ) 4 )T  الموازي لـ( )T والذي يتقاطع مع( )
f

C  3في النقطة ذات الفاصلة  

)أرسم ) 5 )T  ،( )T و( )
f

C  

):عدد حلول المعادلة ʭmقش بيانيا ، حسب قيم الوسيط الحقيقي) 6 )f x x m  
 

I المعرفة على  gنعتبر الدالة    1 1:بـ( )
1

x
g x

x





  

)و )
g

Cبقراءة بيانية) الشكل المقابل(تمثيلها البياني :  

   gشكل جدول تغيرات الدالة/أ      

): حل بيانيا المتراجحة/ب      ) 0g x   

0التي من أجلها xعين بيانيا قيم / ج      ( ) 1g x   

II لتكن الدالةf ;1والمعرفة على اĐال     1: بـ 1
( ) ln

1 1
x x

f x
x x

  
     

)و  )
f

C تمثيلها البياني  

احسب)1
1

lim ( )
x

f x


limو ( )
x

f x


  ثم فسر النتيجتين هندسيا 

x;1بين أنه من أجل كل/ أ)2    :2
'( )

( 1)²
g x

x



  

)'احسب /ب   )f x ا ثم شكل جدول تغيراتēوادرس إشارf   

)بينّ أن المعادلة/ ج   ) 0f x تقبل حلا وحيدا
0

3,62 ;3,63x               .  

)أرسم المنحى/ د   )
f

C   

)ʪستعمال الجزء/ أ)3 )I 1، عين إشارة العبارة) ج(السؤال
ln

1
x
x

 
  

;1على اĐال      

 

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8-9

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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f الدالة المعرفة على 0;  كما يلي :
2

ln 2
( )

4
a b x

f x
x


 حيث،a  وb )عددان حقيقيان    )

f
C  منحناها البياني

في معلم متعامد ومتجانس  , ,O i j
 

     

bو  aعين) 1  1بحيث يكون المماس في النقطة  
;1
2

A
 
 
 

)للمنحنى  )
f

C لحامل محور الفواصل ʮمواز  

  2(g الدالة العددية المعرفة على 0;  كما يلي :
2

1 2 ln 2
( )

4
x

g x
x


 و( )

g
C  المنحنى الممثل لها في المستوي

  المنسوب إلى المعلم السابق
limأحسب / أ   ( )

x
g x


و   

0
lim ( )
x

g x


  ، ثم فسر النتيجتين هندسيا 
  ثم شكل جدول تغيراēا gادرس اتجاه تغير الدالة/ ب  
حل في/ ج   0; المعادلة( ) 0g x    
)أنشئ / د   )

g
C   

 
1( g دالة معرفة على  0;2: بـ( ) ² ln( ) 1g x x x    

  ، ثم شكل جدول تغيراēا gأدرس اتجاه تغير الدالة/ أ  

)ثم استنتج إشارة   g(1)أحسب/ب   )g x   

2( f الدالة معرفة على  0; 1 :بـ
( ) 1 (ln )

²
f x x

x

 
  
 

.  

)و )
f

C منحنى الدالةf عامد والمتجانسفي المستوي المنسوب إلى المعلم المت , ,O i j
 

  

قابلة للاشتقاق على اĐال  fبيّّ◌ن الدالة/ أ   0; وأن: 
3

( )
'( )

g x
f x

x
  

  ثم شكل جدول تغيراēا fاستنتج اتجاه تغير الدالة   

) )ب   )  المنحنى الممثل للدالةlnx x الĐعلى ا 0;.  

)أدرس وضعية  -    )
f

C لنسبة إلى للمنحنىʪ( ) 1 جد ثم
lim ln

²x
x

x
  .، ماذا تستنتج ؟ 

)أرسم  -    )  و( )
f

C  

 



 

  4685

I    fالĐ1الدالة العددية المعرفة على ا ;
2

I     
):بـ ) 1 ln(2 1)f x x  و( )

f
C تمثيلها البياني  

limاحسب )1 ( )
x

f x


و  
1
2

lim ( )
x

f x


  

  .ثم شكل جدول تغيراēا  Iمتزايدة تماما على fبينّ أن ) 2
)عين فاصلة النقطة من) 3 )

f
Cللمستقيم التي يكون فيه ʮا المماس مواز( )d  ذا المعادلةy x.  

):Iمن xأثبت أنه من أجل كل/أ)4 ) ln( )f x x a b     

  .عددان حقيقيان يطلب تعيينهما  bو  aحيث   
)أستنتج أنه يمكن رسم/ب  )

f
Cانطلاقا من( )C منحنى الدالةln  . ثم ارسم( )Cو( )

f
C.  

II gالĐالدالة المعرفة على اI بـ:( ) ( )g x f x x   

احسب ) 1
1
2

lim ( )
x

g x


limثم بينّ أن  ( )
x

g x


 .  

  .ثم شكل جدول تغيراēا Iعلى  gلدالة أدرس اتجاه تغير ا)2
)،ثم بينّ أن المعادلة  g(1)احسب / أ)3 ) 0g x   الĐتقبل في ا 1,5; حلا وحيدا   

2تحقق أن      3 .  
)ارسم /ب  )

g
Cمنحنىg  على 0,5;5في المعلم السابق  

)استنتج إشارة) 4 )g xعلىIوضعية   ثم حدّد( )
f

Cو( )d  

من اĐال  xن أجل عدد حقيقي برهن أنه م) 5 1; فإن :( )f xالĐينتمي إلى ا 1;  
 

  g الدالة العددية المعرفة على  0;كما يلي :( ) 1 2lng x x x   و( )
g

C  لهاالمنحنى الممثل  

احسب )1 
0

lim ( )
x

g x


  وفسر النتيجة هندسيا

limبينّ أن / أ) 2  ( )
x

g x


   

   gأدرس تغيرات الدالة/ب    

   g(1)أحسب/ ج    

)برهن أنّ المعادلة/ د     ) 0g x   تقبلا حلين مختلفين احدهما   3,5حيث 3,6   

)استنتج إشارة/ هـ    )g x   1ثم إشارة
g
x

 
 
 
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3 (f 0دالة عددية معرفة على;  كما يلي :
( ) ² ² ln ; 0

(0) 0

f x x x x x x

f

     
 

  

احسب /أ   
0

( )
lim
x

f x
x

  وفسر النتيجة هندسيا 

   عند fأحسب Ĕاية الدالة/ب   

xنه من أجل بينّ أ/ ج    من  0; 1فإن
'( )f x xg

x

 
  

 
  

fواستنتج اتجاه تغير الدالة       

1بينّ أن   fشكل جدول تغيرات الدالة /د    1
2 ²

f


 
  

 
 

1و استنتج حصرا للعدد 
f


 
 
 

    

)أرسم المنحنى /4 )
f

Cالممثل للدالةf الĐ3;0على ا     

 
I    h دالة معرفة على 1; بـ :( ) ² 2 ln( 1)h x x x x      

احسب  )1
1

lim ( )
x

h x


limو  ( )
x

h x


  

بين أنه من أجل كل) 2 1;x   :1 2( 1)²
'( )

1
x

h x
x

 



  

  ثم شكل جدول تغيراēا hواستنتج اتجاه تغير الدالة 

h(0)حسب ا) 3 )واستنتج إشارة   )h x    

II f دالة معرفة على 1; كما يلي :ln( 1)
( ) 1

1
x

f x x
x


  


)نسمي  )

f
C تمثيلها البياني  

احسب /أ)1
1

lim ( )
x

f x


  وفسر النتيجة بيانيا

ʪlimستخدام النتيجة/ب
t

t

e
t
 برهن أن،ln

lim 0
u

u
u

      .استنتج /جlim ( )
x

f x


.  

]limاحسب /د ( ) ( 1)]
x

f x x


 واستنتج وجود مستقيم مقارب مائل للمنحنى( )
f

C  

)ادرس وضعية / هـ )
f

Cلنسبة للمستقيم المقارب المائلʪ  

بين أنه من أجل كل )2 1;x   :( )
'( )

( 1)²
h x

f x
x



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fثم شكل جدول تغيرات الدالة      
)بين أن )3 )

f
C 2عادلةيقطع المستقيم ذا الميقطعy    3,4و  3,3عند نقطة فاصلتها محصورة بين   

)أرسم )4  )
f

C  
 

1(  g دالة معرفة على 1; كما يلي: ( ) 2 lng x x x   
  إلىx عندما يؤول g احسب Ĕاية الدالة/ أ    

  g  أدرس اتجاه تغير الدالة/ب   

 من اĐال x بينّ أنه من أجل كل/ ج    1;:( ) 0g x   

2(fدالة معرفة على 1; 6 :كما يليln
( )

2 ln
x

f x
x x




  ،  

 fC تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس  , ,o i j
 

.  

 بينّ أنه يمكن كتابة/ أ  
6ln

( )
ln

2

x
xf x
x
x




limاحسب/  ب                   ( )
x

f x


  ؟ ماذا تستنتج، 

  ، ثم شكل جدول تغيراēا  f ادرس اتجاه تغير الدالة/ ج  

) بحيث تقبل المعادلة k ما هي قيمة العدد الحقيقي/ د    )f x k حلين متمايزين ؟.  

جد معادلة للمماس / هـ  1للمنحنى fC حيث. 1 عند النقطة التي فاصلتها fC التمثيل البياني للدالةf  

3(hدالة عددية معرفة على 1; بـ :( ) ( )xh x f e  

 وليكن  hC تمثيلها البياني في المعلم السابق  

  hشكل جدول تغيرات الدالة /أ  

 جد معادلة للمماس/ ب   2للمنحنى hC 1 عند النقطة التي فاصلتها   

أرسم كلا من/ ج   1، 2، fCو hCفي المعلم السابق  
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 
 

  الأول  لتمرينحل نموذجي ل
I 1 (باحس:( ) ( )f x f x    

2 2 2 2ln( ) ln ln ln
( ) ( ) 1 1 2 2

x x x x
f x f x

x x x x


         
 )ومنه   ) ( ) 2f x f x    

 بصفة عامة: الاستنتاج:( ; )  2)معناه ) ( ) 2f x f x    لمطابقة معʪ( ) ( ) 2f x f x   
0نجد  1و  ــهي م (1;0)إذن النقطة )ركز تناظر لـــ )

f
C  

limتينب النهاياحس )2 ( )
x

f x


و 
0

lim ( )
x

f x


   
2ln

lim ( ) lim1
x x

x
f x

x 


  


  وهي حالة عدم تعيين ، إزالتها 

2

0

2 lnln ln
lim ( ) lim 1 lim 1 lim 1 2 1
x x x x

xx x
f x

x x x   
      


  

2

0

ln ln 0
lim 1 1 1

0 0x

x
x



 



       

 استنتاج النهايتينlim ( )
x

f x


و 
0

lim ( )
x

f x


)لدينا:  ) ( ) 2f x f x    ومنه( ) 2 ( )f x f x    

1

lim ( ) lim 2 ( ) lim 2 ( ) 2 1 1
x x x

f x f x f x
  

 
               

0 0 0
lim ( ) lim 2 ( ) lim 2 ( ) 2
x x x

f x f x f x
    



 
                 

 تفسير التنائج هندسيا  
1y  ــ )مستقيم مقارب أفقي لـــ )

f
C بجوار و   0x  مستقيم مقارب عمودي لـــــ( )

f
C  

)باحس )3 )f x  ةساودر ēاإشار   

f قابلة للاشتقاق على * ولدينا
2

2

2 2

2
. ln 2 ln

( ) 0
x x xxf x
x x

      ومنه
2

2

2 ln
( )

x
f x

x

    

)إشارة )f x شارة من إ "" 22 lnx  22لأن المقام موجب تماما وعليه نحل المعادلة ln 0x    
2 2 2 2 22 ln 0 ln 2x x x e x e          ومنهx e أوx e   
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  توضيح كيفية استنتاج الإشارة
2 2 2 2 2 22 ln 0 ln 2 0x x x e x e           
2 2 2 2 2 22 ln 0 ln 2 0x x x e x e           

22ومنه إشارة lnx  2نفسها إشارة 2x e ) معادلة من درجةII (  
2 2 2 22 ln 0 ln 2x x x e e x e            

 جدول التغيرات  
)ت أن المنحنىاثبإ )4 )

f
C يقطع المستقيم 

( ): 1y  ماتعيين إحداثيتيه في نقطتين يطلب  
):نحل المعادلة ) 1 0f x     

  

2 2
2

2 2

ln ln
( ) 1 0 1 1 0 0 ln 0

ln 0 1 1

x x
f x x

x x
x x x


          

      
  

1xومنه  1أوx   لتاليʪو ( ) ( ) ( 1;1),(1;1)
f

C     

):أن المعادلةتبيان  )5 ) 0f x  تقبل حلا وحيدا الĐ11في ا;
2

    
  

 f الĐ1مستمرة ومتناقصة تماما على ا
1;
2

 
  
 

)و  1) 1f   1و
1,7

2
f
 
  
 

 1أي
( 1) 0

2
f f

 
    

 
  

)يحقق إذن حسب نظرية القيم المتوسطة يوجد حل وحيد ) 0f   1حيث
1

2
     

)معادلة المماس ةباكت )6 )d  للمنحنى( )
f

C 1عند النقطة ذات الفاصلة    

(1)( 1) (1)y f x f   (1)وبما أن 2f    (1)و 1f  فإن ( ) : 2 3d y x   

)ت أن للمنحنىاثبإ )7 )
f

C مماسا وحيدا( )T (0,1) النقطة يشملA ويمس المنحنى( )
f

C اēفي نقطتين يطلب تعيين إحداثيا  
بصفة عامة للمماس معادلة من الشكل

0 0
( )( ) ( )y f x x x f x   نعوضx وy نجد 1بــــ

0 0
( ) ( ) 1f x x f x    

2 2 2 2

0 0 0 0
20 0 0

0 0 0 0
2

2 2 20
0 0 0 0

0

2 ln ln 2 ln ln
( ) ( ) 1 1 1 0

2 2 ln
0 2 2 ln 0 ln 1

x x x x
f x x f x x

x x x x
x

x x x e x e
x

  
          


           

  

ومنه 
0
x e أو

0
x e   

    
    

e x

0  
e

0( )f x 
0
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)وعليه  )
f

C يقبل مماس( )T (1;0)يشمل النقطةA  ويمس( )
f

C 1في النقطتين
;1e

e

 
 

 
 ،1

;1e
e

 
  
 

  

 ة المماستعيين معادل( )T :      y f e x e f e    ّوبما أن  1
f e

e
  و  1

1f e
e

  

فإن 1 1 1
1 ( ) : 1y x e T y x

e ee

 
       

كتبنا معادلة المماس ʪلفاصلة: ملحوظة
0
x e  لو استخدمنا الفاصلة سيانوالأمر

0
x e   

) رسم )8 )T ،( )   و ( )
f

C   
) :انيةالمناقشة البي) 9 ) 1f x mx   

)حلول هذه المعادلة هي فواصل نقط تقاطع المنحنى )
f

C   
1yمع المستقيم الدوار mx    

1yفان المستقيم mمهما تغيرت قيم الوسيط(  mx    
  ساطةويمكن إثبات ذلك بكل ب)  (1;0)يشمل النقطة

1
m

e


  لا يوجد حل  

1
m

e


 1يوجد حلين مختلفين في الإشارة ولـــما
1m

e


   يوجد حلين موجبين وحلين سالبين  

1m   حلين مختلفين في الإشارة يوجد  
II 1 (أن تبيانh ين أنّ نب:  دالة زوجية( ) ( )h x h x   ]  نستخدم الخاصيةx x  [ 

2 2ln ln
( ) 1 1 ( )

x x
h x h x

x x
     


  دالة زوجية hومنه 

)رسم ) 2 )
h

C ،مع تبرير 

لدينا:  hأولا ننزع القيمة المطلقة من عبارة الدالة

2

2

ln
1 ; 0;

( )
ln

1 ; ;0

x
x

xh x
x
x

x


      

     

   

)ومنه ) ( )h x f x 0;لماx     لتاليʪو( )
h

C منطبق على( )
f

C ال السالبĐعلى ا; 0    ونكمل الرسم

  دالة زوجية كما هو موضح في المعلم ʪلخط المتقطع ʪhلتناظر مع حامل محور التراتيب لأن

 الثاني تمرينلحل نموذجي ل
I 1 (التحقق أنه من أجل كل عدد حقيقيx :( ) ln(1 )xh x x e    

(Cf)

y=-2x+3

y=(-1/e)x+1

y=1
(Ch)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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( ) ln(1 ) lne ln ln(1 ) ln .(1 )

ln(1 ) #

x x x x x x

x
x

h x e e e x e e

x e

  




           

  
  

lim حساب) 2 ( )
x

h x


 lim ( )
x

h x


 : lim ln(1 )x
x

e


    

lim ln(1 x

x
e


 ) ln1 0  0:تفسر هندسياy  مقارب أفقي لـ( )C بجوار   

)ولدينا؛ قابلة للاشتقاق على h:hدراسة اتجاه تغير الدالة) 3 ) 0
1

x

x

e
h x

e
  


  متزايدة تماما على hومنه ، 

 جدول التغيرات 
ان أن المستقيم/ أ) 4 )تبيّ ) ذا المعادلة:y x مائل للمنحنى مقارب( )C بجوار   

)، hلدينا الشكل الثاني للدالة ) ln(1 )xh x x e   ومنه  

lim ( ) lim ln(1 x

x x
h x y e

 
     ) ln1 0   

yومنه x مقارب مائل لـ ( )C بجوار   
)دراسة الوضع النسبي لـ/ ب  )C مع ( )  

)ندرس إشارة الفرق  ) ln(1 ) 0xh x y e     لان ما داخلln  1( 1اكبر تماما من 1ee  (  
) ومنه )C فوق( ) على    

h:(0)(0)حساب) 5 ln2h  معناه ( ) ( ) (0, ln2)C yy    
  رسم( )C حيث:ln2 0,69  

  
  
  
  
  
  
  
  

II1 (برهان أن ( ) ( )f x h x ال يطلب تعيينهعلى مج  

xبما أن  x   0لماx  فان 
  ( ) ln 1 ln(1 ) ( )

x xf x e e h x
     0;على   

  
ان أن) 2 :دالة زوجية f تبيّ

  ( ) ln 1
x

f x e
      

xوبما أن  x  فان:
  ( ) ln 1 ( )

x
f x e f x

   
 

دالة زوجية fومنه
 

  

(C)

(0;ln2)

(Cf)

2-1-2

2

-1

0 1

1

x

y
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) شرح كيفية رسم) 3 )
f

C  انطلاقا من( )C :الĐ0;على ا  ،( )
f

Cمنطبق على( )C لان( ) ( )f x h x  ونكمل
)رسم( دالة زوجية  fالرسم ʪلتناظر مع محور التراتيب لان )

f
C هو الخط المتقطع من المنحنى (  

)بحيث تقبل المعادلة mتعيين قيم الوسيط الحقيقي) 4 )f x m  حلين مختلفين في الإشارة  
0لما  ln2m   ومنهln2 0m    

  ثالثاللتمرين حل نموذجي ل
I. 1 ( د وضعية يدتحبقراءة بيانية( )لنسبة لـʪ( )0على;    

x;0لما      : ( ) تحت( ) لما ،;x     : ( ) فوق( ) ولماx  : ( ) يقطع( )  

xج حسب قيما استنت) 2   )إشارة   )g x : 

( ) ( )

( ) 3 ln ln ( 3)g x x x x x
 

       وعليه  

 2,2: أن من تحققال 2,3  
(2,2):بما أنّ  0, 01g  (2,3)و 0,13g  (2,2) أي (2, 3) 0g g  2,2فإن 2, 3    

III. 1
( ) 1 (ln 2)f x x

x

 
   
 

  

 باحس )1
0

lim ( )
x

f x


limو ( )
x

f x


  

0

1
lim 1 (ln 2) ( ) ( )

x

x
x 



 
         
 
 




و 
1

1
lim 1 (ln 2) 1 ( )
x

x
x



 
        
 
 




   

x;0 أنه من أجل كل إثبات )2    :( )
'( )

²
g x

f x
x

 :f 0قابلة للاشتقاق على;   ولدينا:  

2 2 2 2

2 2 2

1 1 1 ln 2 1 1 ln 2 1
( ) (ln 2) . 1

3 ln ( ) ( )
( ) ( )

x x x
f x x

x x xx x x x

x x g x g x
f x f x

x x x

              
 

      
  

)إشارة  )f x من إشارة( )g x ا يكون كما يليēلأن المقام موجب تماما وعليه جدول تغيرا  

  
  

) :أن تبيان )3 1)²
( )f




 
 :1لدينا

( ) 1 (ln 2)...(1)f  


 
   
 

  

    
    



( )f 

0 x

( )g x 0 
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):وأيضا ) 0g   أي( ) 3 ln 0g       ومنهln 3...(2)     

نجد ) 1(في ) 2(نعوض 
21 1 ( 1)( 1) ( 1)

( ) 1 ( 1) ( 1)f
     

   
       

         
 

   

)ج حصرا للعددا استنت )f   :2,2لدينا 2,3  2ومنه 2 21,2 ( 1) 1,3 .....(2)    

2,2وأيضا 2,3  1يكافئ 1 1
....(2)

2,3 2,2
   طرف لطرف نجد) 2(و) 1(بضرب المتباينتين  

22 2 1, 31,2 ( 1)
2;3 2,2





  ومنه
2 2 21,3 ( 1) 1,2

2,2 2;3




     0,77وعليه ( ) 0,63f      

)وضعية  ةسادر  )4 )
f
C لنسبة إلى حامل محور الفواصلʪ :ندرس إشارة( )f x من أجل ذلك نحل المعادلة( ) 0f x  

1
( ) 0 1 (ln 2) 0f x x

x

 
     

 
1إما 

1 0
x

  أوln 2 0x     

1 1
1 0 0 1 0 1

x
x x

x x


           

2ln 2 0 ln 2x x x e       

  
1;20لما ;x e       : ( )

f
C فوق( )xx  21، لما;x e    : ( )

f
C تحت( )xx   

) :  2eو 1وعند الفاصلتين  )
f

C يقطع( )xx   

) اءنشإ )5 )
f
C الĐ20على ا;e 

   

  

  
  
  

  

      King
  

(Cf)
x=0

2 3 4 5 6 7 8-1-2

2

3

4

5

-1

-2

0 1

1

x

y
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  الرابعلتمرين حل نموذجي ل
I. ( ) lng x x x x   
ب احس/أ )1

0

lim ( )
x

g x


limو ( )
x

g x


 


0 0 0

lim ln 0
x

x x x


  وlim ln
x

x x x


     وهي حالة عدم تعيين ، إزالتها  

 lim ln lim (1 ln ) ( )( )
x x

x x x x x
 

 

         )ملحوظة( )( )    وليست ح ع ت (  

;0على اĐال  gاتجاه تغير الدالة  ةسادر / ب          

 حساب( )g x :g  0قابلة للاشتقاق على;   1:ولدينا
( ) 1 ln . 1 ln 1 lng x x x x x

x
          

)نحل المعادلة ) 0g x  ،( ) 0 ln 0 ln 0 1g x x x x          

1;0متزايدة تماما على اĐال fومنه   1ومتناقصة تماما على;    

  3تغيراتالجدول 

)ادلةأن للمع تبيان )2 ) 1g x   حلا وحيدا 3,5حيث 3,6  
g الĐ3,6;3,5مستمرة ومتناقصة تماما على ا   (3,5)و 0, 8 1g    

(3,6)و 1,01 1g     

)يحقق توسطة يوجد حل وحيدإذن حسب نظرية القيم الم ) 1g    

3,5حيث 3,6  

)العبارة إشارةج ا استنت )3 ) 1g x  الĐ0على ا;   

II. ln
( )

1
x

f x
x




  

)أنتبيان  )8 )
f

C 0عادلتيهمايقبل مستقيمين مقاربين مx  0وy  :نحسب النهايتينlim ( )
x

f x


و 
0

lim ( )
x

f x


 

0

ln
lim

1 1x

x
x


  


0xومنه   ــ )مستقيم مقارب عمودي لــ )

f
C  

ln
lim

1x

x
x




 
وهي حالة عدم تعيين ، إزالتها 

ln
ln 0

lim lim 0
1 1 1x x

x
x x

x x
x

 
  

 
  

0yومنه  ــ مستقيم مقارب أفقي )لــ )
f

C بجوار   

    
    

    
    

1

( )g x

0 x

0 



( ) 1g x 

0 x

0 
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:ن أنابره/ أ )9
2

( ) 1
( )

( 1)

g x
f x

x x

 


: f0قابلة للاشتقاق على;   ولدينا: 

( )

2 2 2 2 2

1 1 1 ln
( 1) ln ln ln 1 ( ) 1

( )
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

g xx x x x
x x x x x x g xx x xf x
x x x x x x x

  
          
    



   

ومنه
2

( ) 1
( )

( 1)
g x

f x
x x

 


 

;0متزايدة تماما على اĐال fأن الدالة تبيان/ ب   ومتناقصة تماما على;     

)إشارة )f x من إشارة( ) 1g x  لأن المقام موجب تماما ومنه  

f الĐ0متزايدة تماما على ا;   ومتناقصة تماما على;    

  تغيراتالجدول 

)معادلة للمماس كتابة/ ج )T للمنحنى( )
f

C 1ذات الفاصلة عند النقطة  

(1)( 1) (1)y f x f   1وبما أن
(1)

2
f   (1)و 0f  فإن  

                                        
1 1

( ) :
2 2

T y x   

)باحس/ د ) ( )
lim
x

f x f
x







   النتيجة هندسيايرفسوت، 

2 2 2

( ) ( ) ( ) 1 1 1 0
lim ( ) 0

( 1) ( 1) ( 1)x

f x f g
f

x

 
      

       
   

  

) :تُفسر هندسيا )
f

C عند النقطة أفقي يقبل مماس( ; ( ))f ، معادلته( )y f    

)1:أن تبيان/ أ )10 )f 


:ln
( ) ....(1)

1
f








):وأيضا   ) 1g    أيln 1       

1ومنه
ln ...(2)







  :نجد) 1(في ) 2(بتعويض   
1

ln 1 1
( )

1 1 ( 1)
f


 

    




   
  

1ومنه 
( )f 


 

)ج حصرا للعددا استنت/ ب )f   ) 210إلىتدور النتائج ( :3,5لدينا 3,6  1ومنه 1 1
3,6 3,5

    

0,28وعليه ( ) 0,29f    

  

    
    



( )f x

0 x

0 



( )f 
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)رسم/ ج )
f

C  

11(  2 22 ( 1) ln( )...( )x x m x x E    
  
  

  
  

  
 

)أن المعادلةمن  تحقق ال/ أ  )E ؤول حلها إلى ي  

1:حل المعادلة
( )

2
f x x m   

  
2 22 ( 1) ln( ) ( 1) 2 ( 1) 2 ln

( 1) 2 ( 1) 2 ln
1 1

( 1) 2 ( 1) 2 ln
1 1 1

2 ln
2

1
2 2 ln ln 1 1

( )
2 2( 1) 1 2 2

x x m x x x x m x x

x x m x x
x x

x x m x x
x x x

x
x m

x
x m x x

x m f x x m
x x

        
  

 
 

 
  

  

  



       

 

  

)يكون للمعادلة/ ب )E 1حلين متمايزين لما
2

m    1أي
2

m   أو  نعبر عن قيمm 1: بمجال
;
2

m
 

  
 

   

5(
ln

( )
1

x
h x

x

 

)نبينّ أنّ : زوجية hأن الدالة تبيان/ أ      ) ( )h x h x     

 
ln ln

( ) ( )
1 1

x x
h x h x

x x


   

    
  زوجيةدالة  hإذن 

)رسم في نفس المعلم المنحنى/ ب )
h

C لمنحنىʪ مستعينا( )
f

C  

(Cf)(T)

x=0

(Ch)
-2

-4

0 2

4

x

y
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0xلما :شرح كيفية الرسم  :
 

ln ln ln ln
( ) ( )

1 ( 1) 11

x x x x
h x h x

x x xx

 
              

  

)ومنه )
h

C هو نظير( )
f

C لتناظر مع حامل محʪ لنسبة لحامل محور الفواصل كما هو موضح في الرسم ونكمل الرسمʪ ور  

  دالة زوجية hالتراتيب لأن

      King
  الخامسلتمرين حل نموذجي ل

)ب احس/ أ )1 )f x و( )f x :  

f 2قابلة للاشتقاق على;    ولدينا( ) ln( 2)
2

x
f x x

x
   


  

f  2قابلة للاشتقاق على;    ولدينا
2 2

1 2 4
( )

2 ( 2) ( 2)
x

f x
x x x

   
  

ومنه 
2

4
( )

( 2)
x

f x
x
 


  

)ين إشارة يعت/ ب    )f x  :إشارة( )f x 4"من إشارةx  "  لأن المقام موجب تماما  
4 دلةنحل المعا 0x  :4 0 4 2;x x           والإشارة كما يلي  
 استنتج وجود عدد حقيقي وحيد  الĐ0,6من ا; 0,5      

)بحيث ) 0f    
)بما أنّ  ) 0f x  2على;   فانf  2متزايدة تماما على;     
fومنه  0,6مستمرة ومتزايدة تماما على; 0,5    و( 0,6) 0, 09f    و( 0,5) 0,07f    
)أي 0,6) ( 0,6) 0f f      يوجد حل وحيدومنه حسب نظرية القيم المتوسطة يحقق( ) 0f   

0,6حيث 0,5     
  توضيح                                              fتغيرات الدالة ةسادر  )2
حساب النهايتين/ أ

2
lim ( )

x
f x


limو  ( )

x
f x


 :  

 lim1 ln( 2)
x

x x


             و
2

lim 1 ln( 2) 1 2 ln 0
x

x x







       

)حساب/ ب )f x :مما سبق( ) ln( 2)
2

x
f x x

x
   


)):أ – 1(ومن السؤال  ) 0f   فإن  

;المتزايدة تماما على اf Đومنه   2ومتناقصة تماما على;   

 تبيان)3

:أن
2

( ) 1
2

f



 


)لدينا: ) 1 ln( 2)...(2)f        

    
    

    
    

2

( )f x

2

( )f x

x



x

0 

( )f x

x 

0

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)وأيضا ) 0f  أي( ) ln( 2) 0
2

f


 


    


)lnومنه 2) ...(2)
2







 


  )1(في ) 2(بتعويض   

نجد
2

( ) 1 ln( 2) 1 1
2 2

f
 

   
 


       
 

ومنه 
2

( ) 1
2

f



 


  

)ج حصرا لـ ا استنت )f  :0,6   لدينا; 0,5      20,6ومنه 0,5 0,25 0,36 ....(1)         

1:وأيضا 1 1
0,6 0,5 1,4 2 1,5 ....(2)

1,5 2 1,4
 


          


  

بضرب أطراف المتباينتين طرف بطرف نجد 
2 2 20,25 0,36 0,36 0,25 0,36 0,25

1 1 1
1,5 2 1,4 1,4 2 1,5 1,4 2 1,5

0,74 ( ) 0,83f

  
  



             
  

  
  

)أن المنحنى تبيان )3 )
f

C يقبل مماسين( )
a
T ،( )

b
T يمران من المبدأ  

بصفة عامة للمماس معادلة من الشكل
0 0

( )( ) ( )y f x x x f x   نعوضx وy نجد 0بــــ
0 0

( ) ( ) 0f x x f x    
2 2

0 0
0 0 0 0 0 0

0 0
2

20 0
0 0

0

( ) ( ) 0 ln( 2) 1 ln( 2) 0 1 0
2 2

2
0 2 0

2

x x
f x x f x x x x x

x x
x x

x x
x

              
 

  
      



  

 : 9نحسب المميز 0   يوجد حلين مختلفين هما:
0
2x  أو

0
1x    

)المنحنىومنه  )
f

C يقبل مماسين( )
a
T ،( )

b
Tيمران من المبدأ فاصلتيهما

0
2x  و

0
1x    

 ة تعيين معادل( )
a
T : (2)( 2) (2)y f x f    ّ1وبما أن

(2) ln 4
2

f    (2)و 1 2 ln2f   

1فإن 1
ln 4 ( 2) 1 2 ln 4 ( ) : ln 4

2 2a
y x T y x

   
          
   

 

 ة تعيين معادل( )
b
T : ( 1)( 1) ( 1)y f x f      ّوبما أن( 1) 1f     و( 1) 1f   

)فإن 1)( 1) 1 ( ) :
b

y x T y x        
)رسم المماسين )4 )

a
T ،( )

b
T  و( )

f
C  

  




  
  

(Cf)

(Ta)
x=-2

(Tb)

2 3 4 5-1-2-3-4-5

2

3

4

5

6

7

-1

-2

0 1

1

x

y
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  السادسلتمرين حل نموذجي ل
I g 0الدالة العددية المعرفة على,    ـب: ( ) ² 1 2 lng x x x    

   gدراسة تغيرات الدالة  -1

  حساب النهايتين:  

lim ² 1 2ln ( . )
x

x x F I


    رفعها:  
 0

0 0

1 ln
lim 2
x

x
x x

x x


 
 
     
  

  


0

lim ² 1 2ln 1 2 ln 0
x

x x




 

      

 حساب( )g x:g 0قابلة للاشتقاق على,   ولدينا: 
22 2 2

( ) 2
x

g x x
x x

    

)إشارة )g x  22"البسط  إشارةمن 2x   "لتاليʪ22: لان المقام موجب تماما و 2 0x   تقبل حلين  

1 0;x       1مرفوض و 0;x      مقبول  

  

  
  

g 1متزايدة تماما على;   1;0ومتناقصة تماما على    

 جدول التغيرات: 

  
  

  
  

  

)استنتاج إشارة -2 )g x الĐ0على ا,    : من جدول التغيرات( ) 2 0g x   وحسب خاصية التعدي 

):نستنتج أن ) 0g x   "( )g x 0موجبة تماما على,    "  

II f 0دالة عددية معرفة على,   1  :بــــ
( ) (1 2ln )f x x x

x
    ( )

f
C  منحناها البياني  

limحساب / أ -1 ( )
x

f x


 ،
0

lim ( )
x

f x


  

   x   
  ( )g x   

                        x   
         ( )g x   

  ( )g x   

0 
0 1

10
 0



2
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


  


1

lim (1 2 ln ) ...( . )
x

x x F I
x

  

رفعها
  

      

0 0

1 1 ln
lim (1 2 ln ) lim 2
x x

x
x x x

x x x
 










   

0

0

1
lim (1 2 ln )

x
x x

x
   

:تبيان أن/  ب  
 2

( )
( )

g x
f x

x
 ؛f الĐقابلة للاشتقاق على ا  0;  ــــا  :ولدينـــــ

           
2 2

2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 2 ln 2 1 2 ln ( )
( ) 1 (1 2 ln ) .

x x x x g x
f x x

x xx x x x x x
 

f : اتجاه تغير الدالة استنتاج ( ) 0f x  "لأن( ) 0g x مما سبق والمقام موجب تماما " 

متزايدة تماما على اĐال fومنه  0; 

 تشكيل جدول التغيرات 

   
  

  
  

  
) متبيان أن المستقي/ أ )1 )  ذا المعادلةy x  مقارب مائل للمنحنى ( )

f
C 

:بما أن


 
1

lim (1 2 ln ) 0
x

x
x

yفان  x  مستقيم مقارب مائل لــ( )
f

Cبجوار        

) دراسة الوضعية النسبيه للمنحنى/ ب )
f

C لنسبة للمستقيمʪ ( ) 

)ندرس اشارة الفرق )f x y  :لدينا؛
   

1 1 2 ln
( ) (1 2 ln )

x
f x y x

x x
المقام موجب تماما معناه اشارة  

1"الفرق من اشارة البسط 2 lnx  "لتاليʪو 1 2 ln 0x أي

1

ln
2

x ومنه


 
1
2 e

x e
e

   

  
  

                        x   
           

    

0






( )f x

( )f x
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):تبيان أن المعادلة/ ج ) 0f x   تقبل حلا وحيدا 0,5بحيث 0,6   
f الĐ0,6;0,5مستمرة ومتزايدة تماما على ا   (0,7)و 0,2 0f ،(0,6) 0, 02 0f     

0,7;0,6على اĐال ومنه حسب نظرية القيم المتوسطة يوجد حل وحيد    يحقق( ) 0f     

)سعين معادلة المما/ أ )2 )T للمنحنى( )
f

C عند النقطة( ;2)A x 1معx  

)بحيث xنبحث عن الفاصلة ) 2f x  :1
(1 2 ln ) 2x x
x

   ومنه
2 1 2 ln

2
x x

x
 

 

2أي 2 1 2 ln 0x x x    2ومنه( 1) 2 ln 0x x     
  ادير موجبة الا اذا انعدم كل مقدار على حدا عند نفس القيمهينعدم مجموع مق: معلومة وفائدة

)2وعليه 1) 2 ln 0x x   2معناه( 1) 0x   1أي 1 0x x    1و ln 0 2 ln 0x x x     
"2 ln 0x  1لانx  "  

)(1): 1هي xالخلاصة قيمه 1) (1)y f x f   (1)وكون 2f   (1)و 2f  فان( ) : 2T y x  

.2حل المعادلة/ ب   ( ) 2 . ( ) 0x g x x g x    
2

2 2 2

2 2

2 2
. ( ) 2 . ( ) 0 2 ( 1 2 ln ) 0

(2 2 2 2 4 ln ) 0

4 4 ln 0 ln 1

x
x g x x g x x x x x

x

x x x x

x x x e

         
 

     
       

   

 3تبيان أن
;B e e

e

 
 

 
)نقطة انعطاف للمنحنى )

f
C  

)نحسب )f x :
2

4

( ). 2 . ( )
( )

g x x x g x
f x

x

   ومنه( ) 0f x  2معناه. ( ) 2 . ( ) 0x g x x g x    من السؤال

xالسابق e  4"والاشارة من اشارة 4 lnx  "لان المقام موجب تماما  
   

                        x   
           
( )

f
C   فوق( )

f
C   ( )

f
C فوق  

( )يقطع      ( )  ( )  
  

0
0( )f x

( )f x

1
2e

 
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)ومنه النقطة ; ( ))e f e هي نقطة انعطاف لـــ( )

f
C  

3وبما أن
( )f e e

e
   3فان

;B e e
e

 
 

 
   

)إنشاء / ج ) ،( )T و( )
f

C  

  
  

  
  

  
  

  
  

  السابعلتمرين حل نموذجي ل
حساب / أ)1

1
lim ( )

x
f x


،

1
lim ( )

x
f x


و

1
lim ( )

x
f x


  


1

1 1
lim ln( 1) ln 0

1 2x
x

x



 


     


1xتفسر هندسيا    ــ مستقيم مقارب )عمودي لـ )

f
C  

1

1 1
lim ln( 1) ln2

1 0x
x

x 
     


و 

1

1 1
lim ln( 1) ln2

1 0x
x

x 
     


  

1xتفسر هندسيا  ــ )مستقيم مقارب عمودي لـ )
f

C  

limحساب/ ب   ( )
x

f x


:



0

1
lim ln( 1)

1x
x

x


   


    

من  xتبيان أنه من أجل كل )2
f

D؛
2

( 3)
'( )

( 1) ( 1)

x x
f x

x x




 
 :f قابلة للاشتقاق على

f
D ولدينا: 

2 2

2 2 2 2

1 1 1 ( 1) 3 ( 3)
( )

1( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

x x x x x x
f x

xx x x x x x x

           
      

   

   x   
  ( )f x   0 

0 e

(Cf)

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13-1-2-3-4

2

3
4
5
6
7
8
9

10
11

-1
-2
-3
-4
-5
-6

0 1

1

x

y
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  استنتج إشارة'( )f x :اشارة( )f x  من اشارة البسط"( 3)x x   "لان المقام موجب تماما على
f

D 

)وعليه نحل المعادلة 3) 0x x   0أيx   3اوx    
   

  
 تشكيل جدول تغيراتf  

  
   

  
  

  
)تعيين معادلة المماس  / ج )  لـ( )

f
C 2ةفي نقطة ذات الفاصل  

(2)( 2) (2)y f x f    2وكون
(2)

3
f

  (2)و ln 3f  2فان 7
( ) : ln 3

3 3
y x


     

3( g  1دالة معرفة على,   1بـ 1
( ) ln

1
x

g x
x x

 
     

   

,1من xتبيان أنه من أجل كل / أ     :1
1

x
x


  :1نبين أن
1 0

x
x


    

1 1
1

x
x x


  وبما انx 1من,    1فان
0

x
  1وعليه

1 0
x
x


  1أي
1

x
x


     

  استنتاج إشارة( )g x الĐ1على ا,   :1لدينا
0

1x



,1على اĐال    1وأيضا

ln 0
x
x

 
 

 
  "

1لان 1 1
1 ln ln1 ln 0

x x x
x x x

     
       

   
)ومنه"   ) 0g x     

limحساب / ب ( )
x

g x


:
 
0 1

1 1
lim ln 0

1x

x
x x

 
     

 

   

0y:الاستنتاج   )مستقيم مقارب أفقي لـــ بجوار) حامل محور الفواصل   

      x   
  ( )f x   

      x   
  ( )f x 
  ( )f x   

0 
11 0 3

0

0 
11 0 3

0

 

1 

1,9
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):ندرس اشارة الفرق/ ج ) lnf x x 

1 1 1
( ) ln ln( 1) ln ln ( )

1 1
x

f x x x x g x
x x x

 
           

)ومما سبق  ) 0g x    ومنه

( ) ln 0f x x   أي( )
f

C فوق( )C الĐ1على ا,      

lim:وأيضا ( ) lim ( ) ln 0
x x

g x f x x
 

     أي ان( )
f

C و( )C ن بجوارʪمتقار    

)ارسم / د )C و( ) ثم المنحنى( )
f

C  

  
  
  
  
  
  
  
  

1: المناقشة البيانية )4 1
ln 0

1
x

x m

 
    

  

1 1 1 1
ln 0 ln( 1) ln 0 ln( 1) ln

1 1 1
x

x m x m
x m x x

 
              

 

)ومنه ) lnf x m     "0توضيحm  وعليهm m  "  
)حلول هذه المعادلة هي فواصل نقط تقاطع المنحنى )

f
C مع المستقيم الأفقي ذا المعادلةlny m   

 ln 1m   10أي m e  يوجد حلين مختلفين في الاشارة 
 ln 1m   1أيm e  يوجد حل مضاعف معدوم 
 1 ln 0,5 ln 4m    1أي 0,5 ln 4e m e   لا يوجد حل 
 ln 0,5 ln 4m   0,5أي ln 4m e  يوجد حل مضاعف موجب 
 ln 0,5 ln 4m    0,5أي ln 4m e  يوجد حلين موجبين  

  العاشرلتمرين حل نموذجي ل

I المعطيات: ( ) 2 ln( 1)
1

x
g x x

x
  


,1و 

g
D        

 gدراسة تغيرات الدالة   )1

(C)

(Cf)

2 3 4 5 6 7 8-1

2

3

4

5

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y
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lim :حساب النهاʮت/ أ 2 ln( 1) 1 2 ln( )
1x

x
x

x
      


  

)ح ع ت( 
1

1
lim 2 ln( 1) 2 ln 0

1 0x

x
x

x 


       

  

 :إزالتها

0

1 1

2( 1)ln( 1) 1
lim 2 ln( 1) lim

1 0x x

x x x x
x

x x 



 

   
     





   

ا :تذكر دومً
0

lim ln 0
u

u u


 أو إليك هذه أحسن
0

lim ln 0





    

بلة للاشتقاق علىقا g:حساب المشتقة/ ب
gD ولدينا؛  

 
 

   2 2 2

1 2 11 2 2 1
( )

11 1 1

x x
g x

xx x x

       
  

  

)إشارة )g x من إشارة البسط لان المقام موجب تماما  

2حل المعادلة 1 0x   1هو

2 g
x D


     

  )حذاري في هذه المرحلة مرات يكون الحل لا ينتمي وفي غفلة منك تضعه داخل جدول الاشارة( 
  جدول التغيرات/ ج
 )واضح(مبرهنة القيم المتوسطة  )4
 ؛ g(0)حساب  )5
6( (0) 0g   /هو أيضا حل  0: ملاحظة

)للمعادلة ) 0g x   
)استنتاج إشارة  )g x للملاحظة ،

:1 2 ln2 0,39 0      
  
  
  
  

II  المعطيات:
 2

ln( 1)
( )

x
f x

x


  0;1 و 0,

f
D            ) 2وحدة الطولcm (  

limحساب/ أ  )7 ( )
x

f x


و 
1

lim ( )
x

f x


  

         1

2

          1   x   

     0      ( )g x   
  ( )g x   

   1   x   
  ( )g x   

 

1 2ln2 

0

 0

00  
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)F.I(  
2

ln( 1)
lim
x

x

x

 



:إزالتها 
 

2 2

00

ln( 1) ln( 1) 1
lim lim 0

1x x

x x x
xx x 



  
  


     

0yتُفسر هندسيا؛   مقارب أفقي لـ fC بجوار   

2 21

ln( 1) ln 0
lim

1( 1)x

x

x

 
   


1xتُفسر هندسيا؛    مقارب عمودي لـ fC   

حساب/ ب   
0

lim ( )
x

f x


و
0

lim ( )
x

f x


  

)F.I(
20

ln( 1) 0
lim

0x

x

x


 إزالتها :

20 0

1

ln( 1) ln( 1) 1
lim lim

x x

x x
x xx  



 
   


  

: بقيم صغرى 0بنفس الكيفية عند 
20 0

1

ln( 1) ln( 1) 1
lim lim

x x

x x
x xx  



 
   


  

ا  ً 0x:تُفسر هندسي   مقارب عمودي لـ fC  

ا؛ تذكر دومً
0

ln(1 )
lim 1










: للفائدة أيضا  
1

ln( )
lim 1

1





 �

  

قابلة للاشتقاق على f/ أ )8
fD ولدينا؛ ،

3

( )
( )

g x
f x

x
  

9(   
2

4 4 3

1 2 ln( 1)2 ln( 1) ( )11( )

x
x xx x x g xxxf x

x x x

 
            

)، إشارةfاستنتاج اتجاه تغير الدالة/ ب  )f x ا كما يوضحه جدول الإشارة التالي   :من إشارة البسط والمقام معً

  

ان أنّ  )10 1:تبيّ
( )

2 ( 1)
f 

 



، لدينا

2

ln( 1)
( ) ....(1)f





  

)lnنبحث عن عبارة تعوض  )11 1)  لدينا ،( ) 0g   2معناه ln( 1) 0
1





  

  

   1   x   
  3x   
  ( )g x   
  ( )f x   

  1  x  
  ( )f x  
  ( )f x  

 0













 0

0  



( )f 





0
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ومنه
 

ln( 1) .....(2)
2 1





 


1دنج) 1(في ) 2(نعوض  

( )
2 ( 1)

f 
 




  

)إعطاء قيمة مقربة لـ )f  0,715:علما أن  ؛ ( ) 2.454f     
 إنشاء   )12 fC 

  
  
  
  
  
  
  
  

  
  الثاني عشرلتمرين حل نموذجي ل

I  21: المعطيات
( ) ln

2
g x x x 

  
,0 و

g
D         

 :حساب) 1
0

lim ( )
x

g x


limو   ( )
x

g x
  

 )F.I   (21
lim ln

2x
x x



 
     

   
:إزالتها

 
2

2

1 ln
lim

2x

x
x

x




1
2

1
2



 
      

   


2

0

1
lim ln 0 ln 0

2x
x x





 

 
     

    
)ح ع ت (لا توجد 

 
  

)حساب ) */ 2 )g x  :g قابلة للاشتقاق على
g
D ولدينا:

21 1
( )

x
g x x

x x
      

)إشارة: gاستنتاج اتجاه تغير الدالة*/     )g x  من إشارة البسط لان المقام موجب تماما على
g
D وعليه  

  
2 1 0x   1تقبل حلين هماx  1و

g
x D    )مرفوض(  

g 1متزايدة تماما على;   1;0ومتناقصة تماما على     
  
  

   0   x   
  ( )g x    0 

1

2 3-1-2-3

2

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y
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  جدول التغيرات */    

,0من xاستنتاج أنه من أجل كل ) 3    1؛( )
2

g x    

1من خلال جدول التغيرات نستنتج أن
2

 gقيمة حدية صغرى للدالة  

1وʪلتالي
( )

2
g x      

 II 0المعطيات,
f

D      1و ln
( )

2
x

f x x
x

    

,0من xإثبات أنه من أجل كل) 1     ؛
2

1 ( )
( )

g x
f x

x
 

 
f 0قابلة للاشتقاق على,   ،ولدينا 

( )

2

2 2 2 2

1 1
. ln 1 ln1 1 1 ln 1 ( )2( )

2 2

g x

x x x xx g xxf x
x x x x



   
     



  

  fدراسة تغيرات الدالة ) 2
  حساب النهايتين*/ 

1 ln
lim

2x

x
x

x
  

  
و

0

1 ln
lim

2x

x
x

x
   

  
)اشارة */  )f x 1من اشارة البسط ( )g x  1وكون

( )
2

g x  3فان
1 ( ) 0

2
g x    وحسب خاصية التعدي

1نستنتج ( ) 0g x   ومنه( ) 0f x     
  جدول التغيرات*/ 
ان أن) 3 )تبيّ )

f
C يقبل مستقيم مقارب مائل يطلب تعيين معادلته  

lnبما أن 
lim 0
x

x
x

 1فان
2

y x  مقارب مائل

)لـ )
f

Cبجوار   
)دراسة وضعية ) 4 )

f
C  لنسبة للمستقيم المقارب المائلʪ  

)قندرس اشارة الفر  )f x y لدينا: 
1

( ) 0
2

f x y x  0لان;x      ومنه( )
f

C فوق( )D    
)اثبات أن المنحنى ) 5 )

f
C اēيقبل نقطة انعطاف يطلب تعيين إحداثيا  

)نحسب*/  )f x  

  x  
  ( )g x  
    

  x  
  ( )f x  
    

0 




( )f x

0 1 


0 

1
2

( )g x


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2
2 2

2

4 4

3 3

4

4 3

1 1
. 2 (1 ln )( ). 2 (1 ( )) 2( )

2 2 ln

3 2 ln 3 2 ln

x
x x x xg x x x g x xf x

x x
x x x x x x

x
x x x x
x x

       

   


   
 

  

)نحل المعادلة*/  ) 0f x  ؛
3
2

3

3 2 ln 3
0 3 2 ln 0 ln

2
x

x x x e e e
x

 
           

)اشارة*/  )f x: 

ومنه النقطة   ;e e f e e هي نقطة انعطاف للمنحنى( )
f

C 

ان أن المنحنى/ أ) 7 )تبيّ )
f

C يقبل مماسًا( )عند النقطة ذات الفاصلة
0
x 1يساوي ميله

2
   

نحل المعادلة
0

1
( )

2
f x  2؛ 2

0 0 0 0 02

1 ( ) 1 1 1
1 ln ln 1

2 2 2
g x

x x x x x e
x


          

)كتابة معادلة/ ب   ) ؛( )( ) ( )y f e x e f e   1وبما أن
( )

2
f e  1و 1

( )
2

f e e
e

  فان  

1 1
2

y x
e

       

)اثبات أن) 7 )
f

C يقطع محور الفواصل في نقطة فاصلتها
1
x حيث:

1

1
1

2
x    

)واضح( مبرهنة القيم المتوسطة 
) انشاء )9   )  و( )

f
C  ) 2تؤخذcm  وحدة للطول(  

1:  المناقشة البيانية) 9
( )

2
f x x m   

 /*0m  يوجد حل وحيد  

/*10 m
e

  يوجد حلين  

 /*1
m

e
  د حل وحيديوج  

/*1m
e

  لا يوجد حلول  

  

  
  

   0   x   
  ( )f x    0 

e e

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17-1

2

3

4

5

6

7

8

-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

x

y
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  الثالث عشرلتمرين حل نموذجي ل
I  0: المعطيات;

g
D       ،( ) 1 ² 2 ² lng x x x x    

حساب ) 1
0

lim ( )
x

g x


limو ( )
x

g x


  

lim )  ح ع ت (  1 ² 2 ² ln
x

x x x


       إزالتها: 
2

2

1
lim 1 2 ln
x

x x
x





 
 

    
 
 
  

0
lim 1 ² 2 ² ln 1

x
x x x


  

  
2: لان 

0
lim ln 0

x
x x


   

;0قابلة للاشتقاق على g:gدراسة اتجاه تغير الدالة ) 2   

1ولدينا؛
( ) 2 4 ln 2 ². 4 lng x x x x x x x

x
      نحل المعادلة:( ) 4 ln 0g x x x     

4اما  0x  0معناهx  أوln 0x  1معناهx   
  

  
   

  
  جدول التغيرات*/ 

  
ان أن المعادلة / أ) 3 )تبيّ ) 0g x  تقبل حلا وحيدا   

1,8 :حيث 1,9   واضح( مبرهنة القيم المتوسطة (  
)استنتاج إشارة / ب  )g x :  

II  0المعطيات;
f

D       ،ln
( )

1 ²
x

f x
x




  

حساب) 1
0

lim ( )
x

f x


:
0

ln
lim

1 ²x

x
x

 


0x، تفسر هندسيا    مقارب عمودي لـ( )
f

C
 

  

ا) 2 ;0من اĐال  xن أنه من أجل كل تبيّ   :( )
'( )

(1 ²)²
g x

f x
x x


  

f 0قابلة للاشتقاق على;   ولدينا؛  

   0   x   
    4x   
  lnx   
  ( )g x   

   0   x   
  ( )g x  
  ( )g x  

   0   x   
  ( )g x   


0



1

0

 


 0 


 
1

0

1

2


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( )2 2

2 2

2 2 2 2

1 1 2 ln
.(1 ²) 2 ln 1 2 ln ( )

( ) #
(1 ²) (1 ²) (1 ²) (1 ²)

g x
x x x

x x x x x x g xx xf x
x x x x x x

        
   



  

)؛ اشارةfاستنتاج اتجاه تغير الدالة ) 2 )f x من اشارة البسط( )g x   

;0متزايدة تماما على f:وعليه   ومتناقصة تماما على;     

  
   
  

;1من  xاثبات أنه من أجل كل عدد حقيقي) 3   ،ln
0 ( )

²
x

f x
x

 
  

;1من  xمن أجل كل*/   :ln 0x  لتاليʪو
2

ln
(1)..... ( ) 0

1

x
f x

x
 


   

lnنحسب الفرق*/ 
( )

²
x

f x
x

  لدينا ،
2

ln ln ln ln
( ) 0

² ² ²(1 ²)1

x x x x
f x

x x x xx


    


   

ln:لان 0x   ومنهln
( ) 0

²
x

f x
x

  لتاليʪوln
(2)..... ( )

²
x

f x
x

  

lnنستنتج أن ) 2(و) 1(من 
0 ( )

²
x

f x
x

   

limاستنتاج */  ( )
x

f x


؛ 


0 0

ln
lim 0 lim ( ) lim

²x x x

x
f x

x  

 

 


limحسب مبرهنة الحصر فان  ( ) 0
x

f x


    

ان أن ) 4 1تبيّ
( )

2 ²
f 


 :لدينا

2

ln
( ) .....(1)

1
f







   

ومن جهة أخرى
2

2

1
( ) 1 ² 2 ² ln 0 ln .....(2)

2
g

    



        

نجد) 1(في ) 2(بتعويض 

2

2

2 2

1
12( ) #

1 2
f



 



 


  

حصر */ 

)العدد )f 2؛ 2 2

2 2 2

1 1 1
1,8 1,9 2.(1, 8) 2 2.(1,9)

2.(1,9) 2 2.(1, 8)
 


         

  

   0   x   
  ( )f x    0 


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   fجدول تغيرات الدالة  )5

  
  

  
  

)رسم المنحنى */  )
f

C  
  

  
  

  
  

  
  السادس عشرلتمرين حل نموذجي ل

I 0: المعطيات;
g
D     2و ²

( ) ln( ² 1)
² 1
x

g x x
x

  


  

g:(1)(1)حساب/ أ) 1 1 ln2 0, 3g      

limالتحقق من أن ( )
x
g x


 :


2

2 ²
lim ln( ² 1)

² 1x

x
x

x




   
   

   gاكمال جدول تغيرات الدالة/ ب 
على ) متناقصة تماما( مستمرة ورتيبة تماما  g/ */أ) 2

;1اĐال    
 /*

lim ( )
x

g x


 وlim ( ) (1) 0 (1) 0,3
x
g x g g


     

;1اĐال في يوجد حل وحيد) ح م ق م ( ومنه   يحقق:( ) 0g      

  

  
  

   0   x   
  ( )f x  
  ( )f x  

      
    
    

 0

 0

( )f 



2 3 4

-1

0 1

1

x

y

0 1x

( )g x



0, 3

0
( )g x

0 
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1,9التحقق من أن ؛ 2    :(1,9)نبينّ فقط أن 0g  (2)و 0g     
)استنتاج اشارة/ ب  )g x   

  
  

II المعطيات:
f

D   (0)و 0f  )lnو  ² 1)
( )

x
f x

x


   

ان أن ) 1 :تبيّ
0

( )
lim 1
x

f x
x

   :اية شهيرةĔ
 20 0

( ) ln( ² 1)
lim lim 1
x x

f x x
x x 


 

  

: تفسر النتيجة هندسيا*/ 
0

( ) (0)
lim 1

0x

f x f
x




 
    0قابلة للاشتقاق عندf؛ 

ان أن / أ) 2 )نبينّ أن : دالة فردية fتبيّ ) ( )f x f x   لدينا:
   

2

( )

ln(( )² 1) ln( 1)
( ) ( ) #

f x

x x
f x f x

x x


  
     

  
  الة فردية د fومنه

ان أن/ ب  lim: تبيّ ( ) 0
x

f x


 ) : ح ع ت( 
ln( ² 1)

lim
x

x
x

 



  

1نضع:ازالتها
t

x
 2ومنه

2

1
x

t
 ولماx   0فانt    


2 2

2

20 0 0
0

0

1
ln 1

1
lim lim ln lim ln( 1) 2 ln 0

1t t t

t t
t t t t t

t
t

    




 
          

     

2ln:ملاحظة مهمة  2 lnt t t t 0لكنt  فكانتt t   

limاستنتاج */  ( )
x

f x


limبنفس الكيفية نجد:  ( ) 0
x

f x


   2ما عداln 2 ln( )t t t t     

ان أنه من أجل كل عدد حقيقي/ أ) 3 ) :غير معدوم  xتبيّ )
'( )

²
g x

f x
x


  

ولدينا؛ *قابلة للاشتقاق على 

2

2 2

2 2 2

2 2
. ln( ² 1) ln( ² 1) ( )1 1( ) #

x x
x x x g xx xf x
x x x

   
    

  
;0على اĐالfلةاستنتاج اتجاه تغير الدا/ ب    :اشارة( )f x من اشارة( )g x   

  

  

   x   
  ( )g x    0 

0



 

  7585

  على fوعليه يكون جدول تغيرات الدالة
)كتابة معادلة المماس ) 4 ) 0عند النقط ذات الفاصلة   

(0)( 0) (0)y f x f   (0):وبما أن 1f   
(0)و 0f  فانy x   

ان أن / أ) 5 2:تبيّ
( )

² 1
f







)lnلدينا:  ² 1)
( ) ....(1)f





   

2ومن جهة أخرى  ² 2 ²
( ) ln( ² 1) 0 ln( ² 1) .....(2)

² 1 ² 1
g

   
 

      
 

  

2نجد المطلوب) 1(في ) 2(نعوض 
( )

² 1
f







  

)العدد حصر*/ )f   :1,9 2 3,8 2 4      2وأيضا 2 21,9 1 1 2 1       

ومنه
2 2

3, 8 2 4
2 1 ² 1 1,9 1




 
  

    

)انشاء المماس /ب  ) و المنحنى( )
f

C   
  

  
  

  
  

  
  التاسع عشرلتمرين حل نموذجي ل

I 0 :المعطيات,
g
D       2و( ) 1 2 lng x x x    

 :حساب) 1
0

lim ( )
x

g x


limو   ( )
x

g x
  

2

0
lim 1 2 ln

x
x x


     2وlim 1 2 ln

x
x x


     

  

)حساب  )2 )g x :g  قابلة للاشتقاق على
g
D ولدينا: 

22 2 2
( ) 2 0

x
g x x

x x
      

  
  

        x   
  ( )f x  
  ( )f x  

0 


0

0

0

0

0

( )f 

( )f 

2 3 4 5 6 7-1-2-3-4-5-6-7

2

3

4

-1

-2

-3

0 1

1

x

y
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ا علىمتزايدة تمام gلان المقام موجب تماما والبسط ايضا ومنه  
g
D   

 : جدول التغيرات*/ 
):استنتاج أن المعادلة) 3 ) 0g x  كحل وحيد لها في    1تقبل العدد

,0اĐال      :لحساب فقط نجدʪ(1) 0g  وبما أنg  رتيبة تماما
)هو الحل الوحيد للمعادلة 1فان ) متزايدة تماما (  ) 0g x     
)، إشارة  xاستنتاج حسب قيم) 4 )g x   

II 0 : المعطيات,
f

D     و
2

ln
( ) ln

x
f x x

x
    

 :بحسا) 1
0

lim ( )
x

f x


limو  ( )
x

f x


  

) ح ع ت*/ ( 
20

ln
lim ln

x

x
x

x
     ازالتها 20

1
lim ln 1 ( ) ( )

x
x

x 



 
 

       
 
 


  

 /*
 2

ln
lim ln
x

x
x

x
  

  
  

,0من اĐال xاثبات أنه من أجل كل) 2    فان:
3

( )
( )

g x
f x

x
 ،f قابلة للاشتقاق على

f
D   

ولدينا ؛ 

( )
2

2

4 3 3 3

1
. 2 ln1 1 1 2 ln 1 2 ln ( )

( ) #

g x

x x x x x x g xxf x
x x x x x x



         



  
  
)اشارة:  fاستنتاج اتجاه تغيرات الدالة) */3 )f x من اشارة( )g x لان المقام موجب تماما على

f
D  

;1متزايدة تماما على fومنه     1;0علىومتناقصة تماما     
  جدول التغيرات*/  

:حساب/ أ)  4 lim ( ) ln
x

f x x


  :

  2

ln
lim ( ) ln lim 0
x x

x
f x x

x 
     

)المنحنيان: النتيجة هندسيا تفسر*/   )
f

C و( ) ن عندماʪمتقارx  يؤول
   لـ

)دراسة وضعية المنحنى/ ب    )
f

C لنسبة للمنحنىʪ( )  
( )

f
C لنسبة ندرس اشارة الفرق؛ʪ

2

ln
( ) ln

x
f x x

x


   : والاشارة

   1التي تنعدم عند lnxارةمعناه معاكسة لاش lnxمن اشارة البسط 

   0   x   
  ( )g x  
  ( )g x  

   0   x   
  ( )g x   

   0   x   
  ( )f x   

      0   x   
    ( )f x  

  ( )f x  






1

0
1

0
1




1

 0

0
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 /*( )
f

C فوق( )  1;0لماx       
/*( )

f
C تحت( ) 1لما;x       

 /*( )
f

C  يقطع( )(0;1)عند النقطة   
)رسم) 5 )

f
C و( ) في نفس المعلم  

 المناقشة البيانية) 6

 

2 2 2

2 2 2

2

2

ln ln 2 0

ln ln 2

ln
ln 2

ln
ln 2

( ) 2

x x mx x x

x x x x mx

x
x m

x
x

x m
x

f x m

   

   

   

   

  

  

/*2 2 0m m     لا يوجد حلول  
/*2 2 0m m     يوجد حل مضاعف  

 /*2 2 0m m     يوجد حلين  

  الرابع والعشرونلتمرين حل نموذجي ل
I g 1الدالة المعرفة على,

g
D        2و( ) 2 ln( 1)g x x x x      

   بقراءة بيانية
  : gتشكيل جدول تغيرات) 1
)استنتج إشارة ) 2 )g x الĐ1على ا,      
  
  
  

II المعطيات:f 1,
f

D        وln( 1)
( )

1
x

f x x
x


 


   

حساب/أ) 1
1

lim ( )
x

f x


:
1

ln( 1) ln 0
lim 1

1 0x

x
x

x






     


  

1x:تفسّر النتيجة هندسياً */     مقارب عمودي لـ( )
f

C  

:ʪستخدام النتيجة/ ب   
0

lim ln 0
x

x x


برهان أن ، :ln
lim 0
t

t
t


  

   0   x   
  ( ) lnf x x   

   1   x   
  ( )g x  
  ( )g x  

   1   x   
  ( )g x   

 0 
1

2 3 4 5 6 7-1

2

3

-1

-2

0 1

1

x

y

(Cf)






0

0
0
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1نضع
x

t
 لماt   0فانx  النهاية كما يلي وتصبح :


0 0 0

1
lnln

lim 0 lim lim ln 0
1t x x

t x x x
t

x

    

      

ʪ:limستخدام النتيجة/ ج   
x

x

e
x

  برهان أن ،: 
ln

lim 0
t

t
t


  

xtنضع e لماt   فانx   وتصبح النهاية كما يلي :



ln ln 1
lim 0 lim lim lim 0

x

x x xt x x x

t e x
t e e e

x

   



      

limاستنتاج، / د     ( )
x

f x


:ln( 1)
lim

1x

x
x

x





    

lim:حساب/ أ) 2 ( )
x

f x x


   : 
ln( 1)

lim ( ) lim 0
( 1)x x

x
f x x

x 

      
  

)المستقيم: الاستنتاج*/  ) ذا المعادلةy x مقارب مائل لـ( )
f

C بجوار    
)دراسة وضعية / ب    )

f
C لنسبة إلىʪ( )  

)lnندرس اشارة الفرق 1)
( )

( 1)
x

f x y
x

 
 


موجب تماما على المقام  

f
D وعليه ندرس اشارة البسط ،  

ln( 1) 0 ln( 1) 0 1 1 0x x x x             
 /*( )

f
C فوق( )  0;1لماx       

/*( )
f

C تحت( ) 0لما;x       
 /*( )

f
C  يقطع( )(0;0)عند النقطة   

ان أنه من أجل كل) */ 3 ,1من  xتبيّ    ،
 2
( )

( )
1

g x
f x

x
 


 :f قابلة للاشتقاق على

f
D   

:ولدينا
2

2 2 2

2

1
.( 1) ln( 1) 1 ln( 1) 2 ln( 1)1( ) 1 1
( 1) ( 1) ( 1)

( )
#

( 1)

x x x x x xxf x
x x x

g x

x

            
  




  

  

   1   x   
  ( )f x y    0 

0
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  :جدول التغيرات */
  
  
  
  
)رسم ) 4 )  المنحنى و( )

f
C 

  

  
  

  
  

  الثامن والعشرونلتمرين حل نموذجي ل
Iالمعطيات:  2g

D    و ( ) ² 4 3 ln 2g x x x x      

   gدراسة تغيرات الدالة / أ

lim :حساب النهاʮت*/  ² 4 3 ln 2 ln
x

x x x




      
  

lim ² 4 3 ln 2
x

x x x


       


2 2

lim ( ) lim ( ) 1 ln 0
x x

f x f x
 



  

     

قابلة للاشتقاق على g:حساب المشتقة*/  2 ولدينا
21 2 8 9

( ) 2 4
2 2

x x
g x x

x x
     

   

)نحل المعادلة  ) 0g x   ؛
2

22 8 9
0 2 8 9 0

2
x x

x x
x
 

    


8ومنه  0     البسط لا ينعدم

  :جدول التغيرات يكون كالتاليوعليه، واشارته موجبة تماما

g ،(1)g :(3)(3)حساب / ب   (1) 0g g    
) استنتاج إشارة */ )g x  
  
  

      1   x   
    ( )f x  

  ( )f x  

      x   
  ( )g x  
  ( )g x   

      x   
  ( )g x   

2 3 4 5 6-1-2-3

2

3

4

5

6

-1

-2

0 1

1

x

y




0

 0

0


2









1 3

0 
2 1 3

0 
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II المعطيات: 2f
D   و

ln 2
( ) 2

2

x
f x x

x


  


    

limحساب )1 ( )
x

f x


 ،lim ( )
x

f x


 ،
2

lim ( )
x

f x


و 
2

lim ( )
x

f x


 

0

ln 2
lim 2

2x

x
x

x




   

  و
0

ln 2
lim 2

2x

x
x

x




   

  

   
2

ln 2 ln 0
lim 2

2 0x

x
x

x






   

  

   2

ln 2 ln 0
lim 2

2 0x

x
x

x






    

  
2x:تُفسر النتيجتين الأخيرتين*/   مقارب عمودي لـ fC 

  
من xاثبات أنه من أجل كل )2 2:( )

'( )
( 2)²
g x

f x
x

 


،f قابلة للاشتقاق على
f

D  

:ولدينا
 

( )

2

2 2 2

4 3 ln 2
1 ln 2 ( )

( ) 1 #
( 2) ( 2) ( 2)

g x

x x x
x g x

f x
x x x

 
                

  



 

)اشارة:f استنتاج اتجاه تغير الدالة )3 )f x معاكسة لاشارة( )g x  

 
  :جدول التغيرات */ 

) اثبات أن المستقيم )4 )  2ذا المعادلةy x     مقارب 
)مائل للمنحنى )

f
C   

بما أن 
ln 2

lim 0
2x

x

x





2yفان   x   مقارب  

   و مائل لـ بجوار 

) دراسة وضعية المنحنى )5 )
f

C لنسبة للمستقيمʪ( )  :رس اشارة الفرق ند
ln 2

( )
2

x
f x y

x


 


  

 

      x   
  ( )f x  
  ( )f x   

0
2 1 3

0 









(1)f

(3)f
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ln 2
0 ln 2 0 2 1

2

x
x x

x


      


 

  : يكافئ
2اما  1x   3ومنهx  2أو 1x    1ومنهx    

 /*( )
f

C فوق( )  الينĐ2;1على ا   3و;     
/*( )

f
C تحت( ) الينĐ1;على ا   3;2و     

 /*( )
f

C  يقطع( )3)و (1;1)عند النقطتين, 1)   
)برهان على وجود مماسين للمنحنى )6 )

f
C 1 معامل توجيه كل منهما  

0ةنبينّ أن للمعادل
( ) 1f x   حلين 

2 20
0 0 0 0 0

0

0 0

( )
1 4 4 4 3 ln 2

( 2)²
ln 2 1 2

g x
x x x x x

x
x x e

          


       

0ومنه اما
2x e  لتاليʪ0و

2x e  0أو
2x e   لتاليʪ0و

2x e    

)انشاء ) 7 ) و  fC  
  

  
  

  
  

  
  

  الثلاثونلتمرين حل نموذجي ل

0;1:المعطيات  0;fD            و 
2

( ) ln
1

x
f x

x



    

ان أن) */ 1 lim تبيّ ( )
x

f x


:
2

lim ln lim ln ln( )
1x x

x
x

x 
    


  

  حساب ،*/ 
1

lim ( )
x

f x


   

      x   
  2x    
  ln 2x   
  ( )f x y   

2 3 4 5 6-1-2-3-4

2

3

4

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

0 

2 1 3

0 
0

0 0

   

  
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2

1

1
lim ln ln

1 0x

x
x 


  


1xتُفسر هندسيا ،   مقارب عمودي لـ( )

f
C  

حساب*/ 
0

lim ( )
x

f x


و 
0

lim ( )
x

f x


:
0 0

lim ( ) lim ( ) ln 0
x x

f x f x
 



 
   

  
0xتُفسر هندسيا*/   مقارب عمودي لـ( )

f
C  

ان أنه من أجل كل) 2 ؛ fDمن xتبيّ
2

'( )
( 1)
x

f x
x x




  

f قابلة للاشتقاق علىfD  ولدينا:
 

2

2

2 2

2
( 1) ( 2) 2

( ) #
( 1) ( 1)

1

x x
x x x x

f x
x x x x x
x


     

 


  

fاستنتاج اتجاه تغير الدالة) */3   :  

  جدول التغيرات*/ 
)استنتاج من جدول التغيرات أن المعادلة/ أ) 4 )f x k تقبل حلين

  fDمختلفين في الإشارة على

0;1على اĐال*/    ؛f مرة ورتيبة تماما مست  

0;1وصورة اĐال) متناقصة تماما(    لدالةʪf هو   

)يوجد حل وحيد وسالب للمعادلة) ح م ق م ( وʪلتالي  )f x k 

  من kحيث

;0بنفس الكيفية على اĐال الثاني*/     نبرهن وجود حل موجب  

)للمعادلة : الخلاصة )f x k حلين مختلفين في الاشارة  

) تبيان أنه إذا كان/ ب    ) ( )f f 0 فإن     مع  fDعددين مختلفين من  و  

( ) ( )f f معناه
2 2

ln ln
1 1

 
 


 

يكافئ

2 2
2 2 2 2 2 2

0

0 ( 1) ( 1) 0
1 1

( ) ( )( ) 0

( ) 0

# 0

          
 

      
    

  


          
 

     
      

   


  

   1   x   
    2x    
  x   
  ( )f x   

   1   x   
  ( )f x  
  ( )f x   



0

0

 
 


0



 


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1 حساب/ج  5
2

f
 
  
 

 :
 

2

1 5
21 5

ln ln1 0
2 1 5

1
2

f

 
               
 

  

)استنتاج فاصلتي نقطتي تقاطع المنحنى*/ )
f

C 1لدينا : وحامل محور الفواصل 5
0

2
f
 

  
 

   

1ومنه 5
2

 
 لايجاد الفاصلة الثانية نستعمل السؤال السابق  

1 5 1 5 1 5 1 5
0 1

2 2 2 2

1 5

3 5

  



    
        

 


 
 

  

ʪ:2لضرب في المرافق والتبسيط نجد الفاصلة الثانية 5      
ان أن) 5 ) تبيّ )

f
C يقبل مماسا( ) 3ستقيم ذا المعادلة يعامد الم 2y x يطلب تعيين معادلته،  

1 

)ميل المستقيم*/  ) 2يساوي
3
 لتالي نحل المعادلةʪو

0

2
. ( ) 1

3
f x

      

:لدينا 
 

2 20
0 0 0 0 0

0 0

2( 2)
1 2 4 3 3 3 4 0

3 ( 1)

x
x x x x x

x x

 
           

  

)المستقيم ) يساوي نحسب المميز ،49 0   اما:يوجد حلين مختلفين
0

4
3 f

x D   مرفوض  

0واما
1x  مقبول  

)كتابة معادلة المماس*/  )(1)، لدينا( 1) (1)y f x f    3انوبما
(1)

2
f   (1)و ln2f     

3فان 3
ln 2

2 2
y x     

lim حساب)6 ln
1x

x
x

 
  

:lim ln ln1 0
1x

x
x

 
   

  

)ماذا يمكن القول عن )7 )
f

Cو( )حيث؟( )التمثيل البياني للدالة "ln " 
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:بما أن
 

2

lim ( ) lim ln ln lim ln 0
1 1x x x

x x
f x y x

x x  

 
            

( )
f

C نʪمتقار( )  عندماx يؤول الى   

)تحديد وضعية  )8 )
f

C و( )  

):ندرس اشارة الفرق ) ln ln
1

x
f x x

x
 


0وبما أن  1

1
x
x

 


  لان البسط أقل من المقام دوما 

lnفان 0
1

x
x




)وʪلتالي   )
f

C تحت( ) 0على;    

)رسم*/  )،( ) و( )
f

C  
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